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PRÉFACE 


Cet  ouvrage  a  pour  point  de  départ  les  leçons  professées 
par  Tun  de  nous  pendant  plusieurs  années  au  Collège  de 
France.  Il  comprendra  deux  parties:  la  première,  principale- 
ment théorique,  qui  forme  le  présent  volume  ;  la  seconde, 
d'un  caractère  plus  expérimental ^  dans  laquelle  nous  exami- 
nerons les  différents  phénomènes^  les  méthodes  de  mesure 
et  les  principales  applications. 

Ce  mode  d'exposition  nous  a  paru  présenter  de  grands 
avantages.  Les  phénomènes,  en  effet,  sont  presque  toujours 
fort  complexes,  surtout  quand  il  s'agit  d'électricité,  et  l'intel- 
ligence de  tous  les  délails  qu'ils  comportent  exige  souvent  des 
connaissances  plus  étendues  que  celles  dont  il  a  été  question 
dans  les  chapitres  auxquels  on  les  rattache  par  leur  caractère 
dominant.  L'interprétation  des  expériences  sera  donc  singu- 
lièrement facilitée  par  l'exposé  antérieur  des  principes 
généraux    de  la  science. 

Après  avoir  rappelé  et  coordonné  les  faits  qui  servent  à 
l'établissement  de  la  théorie,  nous  en  avons  étudié  les  con- 
séquences mécaniques.  Ce  premier  volume  constitue  ainsi 
un  ouvrage  distinct  et  on  pourrait  résumer  la  pensée  qui 
nous  a  guides  en  le  considérant  comme  un  Essai  sur  la 
Théorie  mécanique  de  Vélectricité^  si  un  pareil  titre  n'était 
trop  ambitieux. 
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Nous  avons  cherché  à  mettre  en  relief  les  vues  profondes 
introduites  dans  la  science  par  Faraday,  et  si  heureusement 
développées  par  Clerk  Maxwell,  sur  la  considération  des 
lignes  de  force  et  sur  le  rôle  d'un  milieu  intermédiaire  dans 
les  actions  électriques  et  magnétiques.  Cette  conception  jette 
un  grand  jour  sur  les  relations  qui  existent  entre  les  divers 
ordres  de  phénomènes  et  a  donné  naissance  à  une  théorie  de 
la  lumière  tout  à  fait  imprévue. 

Ayant  surtout  pour  but  d'être  utiles  aux  physiciens,  nous 
avons  fait  tous  nos  efforts  pour  simpliGer  les  démonstrations^ 
sans  sacrifier  la  rigueur  des  raisonnements.  Les  parties  que 
exigent  une  analyse  d'un  caractère  plus,  élevé,  et  qui 
sont  d'ailleurs  faciles  à  distinguer,  pourront  être  passées 
sans  inconvénient  à  une  première  lecture  ;  dans  la  plupart 
des  cas,  elles  ne  sont  pas  indispensables  pour  suivre  le 
développement  de  la  théorie. 

La  science  de  l'électricité  a  subi  depuis  quelques  années 
une  véritable  transformation  ;  nous  reconnaissons  avec  em- 
pressement les  nombreux  emprunts  que  nous  avons  faits  aux 
travaux  des  savants  qui  ont  le  plus  contribué  à  cette  réforme, 
particulièrement  aux  mémoires  de  sir  W.  Thomson  et  à 
Texcellent  traité  de  Clerk  Maxwell. 

*iO  Janvier  1882. 
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PREMIERE  PARTIE.  —  fiLEGTRICITâ  STATIQUE 


CHAPITRE    PREMIER 

PRÉLIMINAIRES 

1.  ÉieetriMtion.  -—  La  plupart  des  corps  acquièrent  par  le 
frottement,  au  moins  d'une  manière  temporaire,  la  propriété 
d'attirer  les  corps  légers.  On  dit  alors  qu'ils  sont  électrisés.  Si 
le  corps  attiré  Tient  au  contact  du  corps  électrisé,  il  finit,  au 
bout  d'un  temps  plus  ou  moins  long,  par  être  repoussé,  et  on 
constate  qu'il  est  lui-même  électrisé.  Les  propriétés  électri- 
ques peuvent  donc  se  transmettre  d'un  corps  à  un  autre  par 
simple  contact. 

Par  opposition,  on  appelle  corps  à  l'état  naturel  ou  à 
l'état  neutre  ceux  qui  ne  présentent  pas  de  propriétés  élec- 
triques. 

9.  CoBdBcteun»  Isolante.  —  Sur  certains  corps,  comme 
le  verre,  la  résine,  la  soie,  le  caoutchouc,  l'électricité  reste 
localisée  pendant  un  temps  plus  ou  moins  long  aux  points  où 
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2  ÉLECTRICITÉ  STATIQUE. 

OU  Ta  produite  par  frottement  ou  par  contact.  On  les  appelle 
corps  mauvais  conducteurs  de  Télectricité. 

Sur  d'autres  corps,  au  contraire,  tels  que  les  métaux,  les 
propriétés  électriques  communiquées  en  un  point  se  trans- 
mettent presque  instantanément  en  tous  les  points;  on  les  ap- 
pelle corps  conducteurs.  A  cette  dernière  classe  appartiennent 
la  plupart  des  matériaux  qui  composent  le  sol;  Tair  et  les  va- 
peurs, plus  généralement  tous  les  gaz,  appartiennent  à  la  pre- 
mière. On  ne  pourra  donc  conserver  rélectricitc  sur  un  con- 
ducteur qu'en  le  supportant,  en  Visolant  du  soi,  par  un  corps 
mauvais  conducteur,  tel  qu'une  tige  de  verre,  de  résine,  de 
caoutchouc  durci  ou  ébonite,  des  cordons  de  soie,  etc.  De  là 
le  nom  d'isolants  donné  aux  corps  mauvais  conducteurs. 

En  réalité  la  distinction  des  corps  en  conducteurs  et  isolants 
ne  correspond  pas  à  une  différence  essentielle  de  propriétés. 
L'électricité  se  propage  sur  tous  les  corps  plus  ou  moins  rapi- 
dement. On  n*en  connaît  pas  qui  soient  absolument  isolants, 
c'est-à-dire  sur  lesquels  les  propriétés  électriques  se  conser- 
vent indéfîniment  sans  altération. 

De  même,  malgré  la  rapidité  avec  laquelle  Télectricité  se 
transmet  sur  les  meilleurs  conducteurs,  il  n'en  existe  pas  sur 
lesquels  la  propagation  soit  absolument  instantanée;  on  peut 
établir  entre  eux,  à  ce  point  de  vue,  des  différences  appré- 
ciables et  déterminer  la  résistance  particulière  que  chacun 
d'eux  oppose  au  mouvement  de  l'électricité. 

8.  De«x  électricités.  —  Dans  le  frottement  mutuel  de 
deux  corps,  par  exemple  d'un  morceau  de  verre  et  d'un  mor- 
ceau de  résine,  tous  deux  s'électrisent,  mais  avec  des  carac- 
tères différents  :  chacun  d'eux  repousse  un  corps  léger  isolé 
qu'il  a  touché  lui-même  et  qui  a  partagé  son  électricité  ;  mais 
la  résine  attire  le  corps  touché  par  le  verre,  et  le  verre  le 
corps  touché  par  la  résine. 

L'état  du  verre  est  donc  autre  que  celui  de  la  résine,  ce  que 
l'on  exprime  en  disant  que  l'électricité  du  verre  est  d'espèce 
différente  de  celle  de  la  résine.  L'expérience  montre  d'ailleurs 
que  tout  corps  électrisé  se  comporte  ou  comme  le  verre  ou 
comme  la  résine  de  l'expérience  précédente.  Il  attire,  par 
exemple,  le  corps  électrisé  par  le  verre  et  repousse  celui  qui 
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a  été  électrisé  par  la  résine,  ou  inversement.  Il  y  a  donc  deux 
espèces  d'électricités,  et  il  n*y  en  a  que  deux.  On  peut  résu- 
mer cette  propriété  fondamentale  en  disant  que  deux  corps 
chargés  de  même  électricité^  se  repoussent  et  que  deux  corps  char- 
gés d électricités  différentes  s'attirent. 

4.   AetloBS  électriques.  —    Maiaea   électrlqnei.  —   L'actiou 

qui  s'exerce  entre  deux  corps  électrisés,  de  petites  dimensions 
eu  égard  à  la  distance  qui  les  sépare,  est  dirigée  suivant  la 
droite  qui  les  joint. 

Coulomb  a  vérifié  directement  que  cette  force  est  en  rai- 
son inverse  du  carré  de  la  distance.  Elle  est  aussi  fonction  de 
rétat  électrique  des  corps  en  présence,  ou  de  leur  électrisa" 
tion. 

Si,  entre  deux  corps  identiques  de  très  petites  dimensions  et 
placés  a  l'unité  de  distance,  l'action  électrique  est  égale  à 
l'unité  de  force,  on  dit  que  la  quantité  d'électricité  ou  la  masse 
électrique  de  chacun  d'eux  est  égale  à  l'unité. 

Si,  l'état  de  l'un  des  corps  restant  invariable,  ainsi  que  la 
distance,  l'action  réciproque  devient  2,  3, ...  fois  plus  grande, 
on  dit  que  la  masse  électrique  du  second  est  devenue  elle- 
même  2,  3,  ...  fois  plus  grande. 

La  masse  électrique  d'un  corps  est  donc,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs^  proporlionnelle  a  la  force  qu'il  exerce  sur  un  corps 
extérieur  situé  à  une  grande  dislance  par  rapport  à  ses  di- 
mensions, et  l'action  réciproque  de  deux  corps  électrisés  est 
proportionnelle  au  produit  de  leurs  masses  électriques. 

5.  —  Lorsque  deux  corps,  par  exemple  deux  disques,  l'un 
de  verre,  l'autre  de  métal,  le  disque  de  métal  étant  isolé, 
après  avoir  été  frottés  l'un  contre  Tautre,  sont  maintenus  en 
contact,  l'ensemble  se  comporte  vis-à-vis  de  tout  corps  exté- 
rieur, électrisé  ou  non,  comme  s'il  était  à  l'état  neutre.  Cepen- 
dant les  propriétés  électriques  développées  par  le  frottement 
n'ont  pas  disparu,  puisqu'il  suffit  de  séparer  les  deux  disques 
pour  constater  qu'ils  sont  électrisés  tous  deux.  Les  actions  des 
deux  corps  au  contact  sont  donc  égales  et  de  signes  contraires. 
De  là  cette  double  conséquence  : 

Par  leur  frottement  réciproque  deux  corps  prennent  des 
quantités  d'électricité  égales  et  d'espèces  différentes; 
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La  loi  suivant  laquelle  F  action  varie  avec  la  disiatwe  est  la 
même  pour  les  deux  électricités. 

6.  sifniM  dM  maMcs  éieetriquM.  —  On  est  ainsi  amené  à  con- 
sidérer les  masses  électriques  d'espèces  différentes  comme  des 
quantités  de  même  nature  et  de  signes  contraires.  Lorsqu'une 
surface  fermée  renferme  des  masses  d'espèces  différentes, 
Taciion  exercée  sur  une  masse  extérieure  égale  à  l'unité,  et 
située  à  une  grande  distance  par  rapport  aux  dimensions  de 
la  surface  considérée,  est  proportionnelle  à  la  différence  des 
masses  électriques  de  chaque  espèce,  et  attractive  ou  répul- 
sive suivant  l'espèce  qui  domine.  En  affectant  ces  masses  des 
signes  4-  et  —,  on  peut  dire  que  l'action  résultante  est  pro- 
portionnelle à  la  somme  algébrique  des  masses  électriques 
renfermées  dans  la  surface,  et  répulsive  ou  attractive  suivant 
le  signe  de  cette  somme. 

L'usage  s'est  établi  de  prendre  comme  positive  l'électricité 
développée  sur  le  verre  frotté  avec  de  la  résine,  et,  comme 
négativCy  l'électricité  acquise  en  même  temps  par  la  résine. 

9.  Forc«  électrique.  —  Entre  dcux  corps  de  petites  dimen- 
sions séparés  par  une  distance  r  et  chargés  de  masses  m  et  m\ 
l'action  a  donc  pour  expression 

^ mm' 

Celte  expression  est  positive  si  les  deux  masses  sont  de  même 
signe,  et  la  force  est  alors  une  répulsion.  C'est  une  attraction 
dans  le  cas  contraire. 

Si  une  masse  m  est  en  présence  de  corps  électrisés  quel- 
conques, on  peut  considérer  comme  évident  que  l'action  to- 
tale qu'elle  éprouve  est  la  résultante  de  toutes  les  actions 
qu'exercerait  sur  elle  chacune  des  masses  élémentaires  consi- 
dérées isolément,  soit  que  ces  masses  appartiennent  à  des 
corps  distincts,  soit  qu'elles  fassent  partie  de  la  charge  d'un 
même  corps. 

Pour  abréger  le  langage,  nous  appellerons  force  électrique 
en  un  points  la  résultante  de  toutes  les  actions  qui  s'exerce- 
raient sur  une  masse  d'électricité  positive,  égale  à  l'unité, 
placée  en  ce  point. 
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S.  Partage  des  mamwft.  —  Coulomb  a  Térifié 'directement 
que,  lorsqu'une  sphère  conductrice  électrisée  est  mise  en  con- 
tact aYec  une  sphère  identique  à  Tétat  neutre,  chacune 
d*e]les  possède  ensuite  une  masse  électrique  égale  à  la  moitié 
de  la  masse  primitive,  c'est-à-dire  qu'agissant  isolément, 
chacune  d'elles  exerce  sur  un  corps  électrisé  extérieur  et  à  la 
même  distance  une  action  moitié  moindre  que  celle  de  la 
sphère  dans  son  état  primitif.  Si  la  seconde  sphère,  au  lieu 
d'être  à  Tétat  neutre,  est  elle-même  électrisée  avant  le  con- 
tact, les  charges  finales  sont  encore  égales  entre  elles  ;  cha- 
cune d'elles  est  la  moitié  de  la  somme  algébrique  des  masses 
primitives,  de  telle  sorte  qu'elle  est  nulle  et  que  les  corps  se 
retrouvent  à  l'état  naturel,  si  les  charges  primitives  étaient 
égales  et  de  signes  contraires. 

11  en  serait  encore  de  même  pour  deux  conducteurs  iden- 
tiques de  forme  quelconque,  que  Ton  ferait  toucher  l'un  par 
l'autre,  à  la  condition  qu'ils  soient  symétriques  par  rapport  au 
point  de  contact. 

Si  la  condition  de  symétrie  n'est  pas  remplie,  les  charges 
cessent  d'être  égales  ;  mais  leur  somme  algébrique  reste  tou- 
jours égale  à  la  masse  primitive.  Le  fait  est  d'ailleurs  général 
et  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  corps  :  de  quelque 
manière  qu'on  les  mette  en  relation  les  uns  avec  les  autres, 
et  à  la  condition  qu'aucun  des  conducteurs  du  système  con- 
sidéré ne  soit  mis,  à  un  moment  quelconque,  en  communi- 
cation avec  le  sol;  la  somme  algébrique  des  masses  électriques 
du  système  demeure  invariable. 

9.  Électricité  de  contact.  —  Volta  a  découvert  ce  fait  capi- 
tal que  le  .contact  de  deux  métaux  différents  primitivement 
à  l'état  naturel,  ou  plus  généralement  de  deux  corps  quel- 
conques à  la  même  température,  suffit  pour  les  constituer 
dans  deux  états  électriques  différents  et  les  charger  res- 
pectivement de  quantités  égales  d'électricités  de  signes  con- 
traires. 

Le  frottement  n'est  qu'une  forme  particulière  de  contact. 
La  cause  qui  produit  l'électricité  parait  donc  être  la  même 
dans  les  deux  cas. 

Il  résulte  de  la  découverte  de  Volta  que  deux  sphères  con- 
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ductrices  de  même  rayon  n'auront  des  charges  égaies,  après 
avoir  clé  mises  en  contact,  que  si  elles  sont  de  nature  iden- 
tique et  à  la  même  température.  Mais  rien  n*est  changé  à  la 
proposition  fondamentale  que  la  somme  algébrique  des  char- 
ges est  la  même  avant  et  après  le  contact. 

10.  ÉlectrUatloB  par  laflaenee.  —  laduetlon.  —  Lorsqu'un 

corps  primitivement  à  Tétat  neutre  est  placé  dans  le  voi- 
sinage de  corps  électrisés,  il  devient  lui-même  électrisé  ;  le 
phénomène  est  désigné  sous  le  nom  d'électrisation  par  in- 
fluence ou  induction.  Si  le  corps  soumis  à  Tinfluence  est 
isolé,  sa  masse  électrique  totale,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
voir,  doit  rester  nulle;  il  se  chargera  donc  de  deux  masses 
égales  et  de  signes  contraires  distribuées  suivant  une  cer- 
taine loi.  Le  phénomène  de  l'induction  précède  toujours 
l'attraction  d'un  corps  à  l'état  neutre  par  un  corps  électrisé, 
et  l'action  qui  s'exerce  entre  les  deux  corps  est  simplement 
celle  des  masses  électriques  en  présence.  On  peut  donc  con- 
sidérer comme  un  fait  expérimental  qu'il  n'y  a  jamais  d'ac- 
tion directe  que  celle  de  masses  électriques  sur  d'autres 
masses  électriques. 

11.  Équilibre  éieetriqne.  —  Le  caractère  essentiel  de  l'in- 
duction est  que  l'électricité  se  produit  en  tout  point  d'un 
conducteur  où  s'exerce  une  force  électrique.  L'équilibre 
ne  peut  donc  exister  pour  un  corps  conducteur  que  si  la 
force  électrique  est  nulle  en  chacun  de  ses  points;  l'élec- 
tricité qu'il  possède  exerce  en  chaque  point  de  son  étendue 
une  action  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  des  masses 
extérieures. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  l'équilibre  élec- 
trique dans  un  système  de  corps  conducteurs,  isolés  ou  non, 
est  donc  que  la  force  électrique  soit  nulle  en  un  point  quel- 
conque  de  chacun  d'eux. 

18.  DiéiectriqoM.  —  Il  ne  peut,  par  suite,  y  avoir  de  force 
électrique,  à  l'état  d'équilibre,  que  dans  les  corps  mauvais 
conducteurs  ou  isolants.  C'est  pour  cette  raison  que  Faraday 
a  donné  à  ces  corps  le  nom  de  diélectriques,  pour  rappeler  que 
ce  sont  des  corps  dans  lesquels  les  forces  électriques  peuvent 
exister  ou  se  propager. 
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18.  liOcallsatloB  de  l^électriclté  à  la  fturfaee  des  eondactears. 

—  Les  expériences  de  Cavendish  et  de  Coulomb  ont  mon- 
tré que,  dans  tout  système  électrique  en  équilibre,  les  con- 
ducieiiî's  n'ont  (^électricité  qu'à  leur  svrface  extérieure.  La 
surface  de  toute  cavité  fermée,  creusée  dans  le  conducteur 
et  ne  renfermant  pas  de  masses  électriques,  est  dépourvue 
d'électricité,  et  la  force  électrique  est  nulle  dans  toute  Té- 
tendue  de  la  cavité.  Nous  verrons  que  celte  propriété  fon- 
damentale n'est  compatible  qu'avec  la  loi  du  carré  des  dis- 
tances. 

14.  IndoctioB  eur  an  conductcvi*  fermé.  —  Cette  localisa- 
tion de  l'électricité  à  la  surface  des  conducteurs  conduit  à 
plusieurs  conséquences  importantes. 

Lorsqu'un  conducteur  est  électrisé  par  influence^  chacune 
des  couches  positives  et  négatives  dont  il  se  trouve  chargé 
forme  une  masse  inférieure,  ou  au  plus  égale^  à  celle  du 
corps  influent  ou  inducteur.  Quand  le  conducteur  influencé 
ou  induit  entoure  complètement  l'inducteur,  la  couche  élec- 
trique extérieure  est  de  même  espèce  que  celle  de  l'inducteur, 
et  la  charge  en  chaque  point  est  indépendante  de  la  position  de 
ce  dernier.  Rien  n'est  changé,  quand  même  l'inducteur  vient 
à  toucher  la  surface  interne  ;  mais  alors,  s'il  est  aussi  conduc- 
teur^ il  ne  forme  plus  avec  Tinduit  qu'une  masse  conduc- 
trice unique,  et  la  surface  interne  ne  garde  aucune  trace  d'é- 
lectricité. Il  y  avait  donc  à  l'intérieur  de  l'induit  une  couche 
électrique  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  de  l'inducteur, 
et,  par  suite,  sur  la  surface  externe,  une  couche  égale  etdt 
même  signe. 

La  quantité  d'électricité  induite  par  un  corps  électrisé  sur 
un  conducteur  qui  l'entoure  complètement  est  donc  égale  à 
la  quantité  d'électricité  inductrice.  Cette  propriété  est  encore 
vraie  si  le  corps  influent  est  mauvais  conducteur,  et  plus 
généralement,  si  les  masses  électriques  influentes  sont  dis- 
tribuées d'une  manière  quelconque  dans  la  cavité  du  conduc- 
teur fermé. 

16.  Addition  des  ekariTM*  —  ^OUS  aVOns  VU  pluS  haut  qu'oU 

peut  diviser  en  deux  la  charge  électrique  d'un  conducteur. 
On  peut  de  même  ajouter  sur  un  conducteur  des  masses 
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électriques  quelconques.  Il  suffit  que  le  conducteur  présente 
une  cavité  presque  entièrement  fermée  permettant  d'intro- 
duire des  conducteurs  électrisés  et  de  transmettre  par  contact, 
à  la  surface  extérieure^  l'électricité  dont  ils  sont  chargés. 

16.  —  On  peut  donc  à  volonté  augmenter  ou  diminuer  la 
somme  algébrique  des  masses  électriques  contenues  à  Tinté- 
rieur  d'une  surface  fermée,  à  la  condition  d'y  introduire  ou 
d'en  faire  sortir  des  masses  positives  ou  négatives.  Mais  il  est 
important  de  remarquer  que,  si  aucune  masse  ne  traverse  la 
surface  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  il  est  impossible,  quelles 
que  soient  les  actions  auxquelles  on  soumette  les  corps  qu'elle 
renferme,  frottement,  induction,  contact,  actions  physiques 
ou  chimiques,  de  modifier  la  quantité  totale  d'électricité  du 
système.  On  ne  peut  ni  créer  ni  détruire,  sur  un  corps  quel- 
conque, une  quantité  déterminée  d'électricité,  sans  qu'il  y 
ait,  en  même  temps,  sur  le  même  corps  ou  sur  un  autre,  créa- 
tion ou  destruction  d'une  quantité  égale  d'électricité  de  signe 
contraire. 

19.  HypothèMS  rar  la  nature  de  l'éleelrlclté.  —  L'électricité^ 

définie  et  mesurée  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  est  une  gran- 
deur d'une  nature  particulière  parfaitement  déterminée  au 
point  de  vue  mécanique,  afTeclée  d'un  signe  comme  une  quan- 
tité de  mouvement,  et  la  théorie  des  phénomènes  peut  être 
établie,  d'après  les  lois  expérimentales,  sans  le  secours  d'au- 
cune hypothèse.  A  cause  de  la  facilité  avec  laquelle  l'électri- 
cité se  propage  dans  les  conducteurs,  on  l'a  souvent  assimilée 
à  un  fluide,  comme  on  expliquait  autrefois  les  effets  de  con- 
ductibilité calorifique  par  la  propagation  d'un  fluide  spécial. 
Quant  au  caractère  de  dualité  que  présentent  les  phénomènes 
électriques,  on  en  a  rendu  compte  de  deux  manières. 

D'après  Franklin,  un  corps  à  l'état  naturel  renferme  une 
quantité  normale  de  fluide  électrique,  et  il  devient  électrisé 
positivement  ou  négativement  suivant  que,  par  Taction  de 
corps  extérieurs,  on  a  augmenté  ou  diminué  sa  charge  de 
fluide.  Les  attractions  et  les  répulsions  des  corps  s'expliquent 
alors  par  la  répulsion  mutuelle  des  fluides  et  par  l'attraction 
qu'ils  exercent  sur  les  masses  pondérables. 

L'hypothèse  des  deux  fluides,  imaginée  par  Symmer   et 
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adoptée  par  Coulomb,  au  moins  à  titre  provisoire,  consiste  à 
admettre  qu'il  y  a  deux  fluides  différents,  que  les  molécules 
•d'un  même  fluide  se  repoussent,  que  les  fluides  différents 
s'attirent  et  qu'enfin,  dans  un  corps  à  l'état  naturel,  il  y  a  des 
quantités  équivalentes  des  deux  fluides  formant  le  fluide 
neutre.  Un  corps  serait  électrisé  positivement  ou  négative- 
ment suivant  qu'il  contiendrait  un  excès  de  l'un  ou  de  l'autre 
fluide.  Les  attractions  et  les  répulsions  s'expliquent  de  même 
par  les  actions  qui  s'exercent  entre  les  fluides  et  la  matière 
pondérable. 

Le  moindre  défaut  de  ces  hypothèses  est  qu'elles  sont  super* 
ilues.  Comme,  d'ailleurs,  rien  ne  semble  marquer  dans  les 
expériences  qu'il  y  ait  une  limite  à  Télectrisation  des  corps, 
on  est  conduit  à  admettre  que  la  charge  normale  d*un  corps 
dans  la  théorie  de  Franklin,  ou  que  la  masse  de  fluide  neutre 
dans  la  théorie  des  deux  fluides,  est  illimitée,  conséquence 
qui  est  évidemment  contradictoire  avec  la  notion  même  d'un 
fluide  matériel. 

Un  certain  nombre  des  expressions  employées  dans  l'étude 
de  rélectricité  ont  pour  origine  l'idée  des  fluides;  il  n'y  a  pas 
d'inconvénient  sérieux  a  les  conserver,  si  l'on  a  soin  de  les 
définir  par  les  propriétés  mathématiques  et  expérimentales 
auxquelles  elles  correspondent,  dans  le  but,  comme  l'écrivait 
Coulomb,  <c  de  présenter,  avec  le  moins  d'éléments  possible, 
les  résultats  du  calcul  et  de  l'expérience,  et  non  d'indiquer  les 
véritables  causes  de  l'électricité  (i).  » 

19.  Densité  éiectrtqne.  —  C'est  ainsi  que  l'idée  de  fluide 
a  conduit  à  la  notion  de  la  densité  électrique.  Si  l'électricité 
•occupe  toute  l'étendue  d'un  corps,  dans  le  cas  d'un  diélec- 
trique, par  exemple,  et  qu'elle  y  soit  distribuée  d'une  manière 
uniforme,  on  appelle  derisité  électrique,  la  quantité  d'électri- 
cité définie,  comme  plus  haut,  qui  existe  dans  l'unité  de 
volume.  Si  la  distribution  est  irrégulière,  la  densité  en  un 
point  est  le  rapport  qui  existe  entre  la  charge  électrique  d'un 
«lément  de  volume  en  ce  point  et  le  volume  lui-même. 

Les  corps  conducteurs  n'ont  d'électricité  qu  a  la  surface.  Si 

(i)  Histoire  de  F  Académie  des  sciences  pour  1788,  p.  673. 
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la  distribution  est  uniforme,  la  densité  superficielle  est  la 
quantité  d'électricité  qui  existe  sur  l'unité  de  surface.  Dans  le 
cas  d'une  distribution  quelconque,  la  densité  superficielle  en 
un  point  est  le  rapport  de  la  charge  d*un  clément  de  surface 
pris  autour  de  ce  point  à  l'étendue  de  l'élément. 

Dans  l'hypothèse  des  fluides,  il  faut  bien  admettre  que  la 
couche  électrique  superficielle  a  une  épaisseur  et  qu'elle  pé- 
nètre jusqu'à  une  certaine  profondeur,  si  petite  qu'on  le  vou- 
dra, dans  le  conducteur  ou  dans  le  milieu  diélectrique  qui 
l'entoure.  L'expérience  ne  permettant  pas  de  déterminer  l'é- 
paisseur de  cette  couche,  on  peut,  toujours  dans  le  même 
ordre  d'idées,  ou  supposer  la  densité  variable  avec  l'épaisseur 
constante,  ou  la  densité  constante  avec  l'épaisseur  variable  ; 
dans  ce  cas,  les  expressions  de  densité  électrique  et  d'épais- 
seur  électrique  en  un  point  sont  équivalentes. 

On  voit  que,  abstraction  faite  de  toute  idée  de  fluide,  les 
expressions  de  densité  électrique  en  volume  ou  densité  super- 
ficielle, ont  une  signification  purement  mathématique  ou 
expérimentale,  indépendante  de  toute  hypothèse. 


CHAPITRE    DEUXIÈME 


DU    POTENTIEL 


19.  —  Nous  admetlrons  d*abord,  conformément  à  l'expé- 
rience, que  Taction  de  deux  corps  éleclrisés  de  petites  dimen- 
sions est  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint  et  ne  varie 
qu'avec  leur  distance,  en  un  mot  qu'elle  satisfait  à  la  défini- 
tion des  forces  dites  centrales;  enfin,  qu'elle  est  proportion- 
nelle, par  définition  (4),  au  produit  des  quantités  d'électricité 
que  possèdent  les  deux  corps. 

Nous  admettrons  en  outre,  comme  évident,  que  l'action  réci- 
proque de  deux  corps  électrisés  de  dimensions  finies  est  la  ré- 
sultante des  actions  qui  s'exercent,  suivant  la  même  fonction 
des  distances,  entre  les  masses  élémentaires  qui  constituent 
leur  charge, 

80.  Champ  électrique.  —  On  doune  le  nom  de  champ  élec- 
trique à  toute  l'étendue  de  l'espace  dans  lequel  se  fait  sentir 
l'action  du  système  électrique  que  l'on  envisage.  Un  champ 
électrique  est  généralement  indéfini;  il  peut  aussi  être  limité, 
par  exemple,  dans  le  cas  où  les  masses  agissantes  sont  toutes 
comprises  à  l'intérieur  d'un  conducteur  entièrement  fermé. 
Pour  des  masses  données  de  grandeur  et  de  position^  la  force 
électrique  en  chaque  point  du  champ  est  fonction  seulement 
des  coordonnées  du  point. 

A  Tétat  d'équilibre,  la  force  est  nulle  dans  tous  les  conduc- 
teurs; le  champ  électrique  ne  comprend  donc  pas  les  volumes 
des  corps  conducteurs,  il  est  formé  des  espaces  intermédiaires 
occupés  par  un  milieu  isolant  ou  diélectrique. 
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21.  Ëjiguem  de  forée.  —  Une  ligne  de  force  dans  le  champ 
électrique  est  une  ligne  tangente  en  chaque  point  à  la  direc- 
tion de  la  force.  Une  pareille  ligne  est  évidemment  continue 
tant  qu'elle  ne  rencontre  pas  de  masses  agissantes. 

22.  Déflnition  du  potentiel.  —  Considérons  un  système  en 
équilibre  et  supposons  que,  toutes  les  masses  agissantes  étant 
fixées  dans  les  positions  qu'elles  occupent,  on  déplace  de  A  en 
B  une  masse  d'électricité  positive  égale  à  Tunilé.  Le  travail 
des  forces  électriques  qui  correspond  à  ce  déplacement  est  in- 
dépendant du  chemin  suivi  pour  aller  de  A  en  B.  C'est  la  con- 
séquence de  l'hypothèse  (lo)  que  les  forces  sont  centrales;  on 
voit  d'ailleurs  que,  s'il  en  était  autrement,  on  pourrait,  en  fai- 
sant circuler  une  masse  électrique  par  des  chemins  conve- 
nables, entre  les  deux  points  A  et  B,  produire  une  quantité 
indéfinie  de  travail,  sans  dépense  équivalente.  Le  travail  con- 
sidéré ne  dépend  donc  que  des  coordonnées  des  points  A  et  B; 
il  est  égal  à  la  différence  des  valeurs  V^  et  V,  que  prend  une 
même  fonction  V  en  ces  deux  points  et  Ton  peut  écrire,  en 

représentant  par  W'  ce  travail, 

(l)  W':=V-V. 

\     '  A  A  B 

La  fonction  V  joue  un  rôle  capital  dans  Télude  des  phéno- 
mènes électriques;  on  l'a  appelée  potentiel.  Comme  cette  fonc- 
tion n'est  définie  que  par  une  intégrale,  la  valeur  n'en  est 
déterminée  qu'à  une  constante  près  et  les  variations  sont  me- 
surées par  le  travail  électrique. 

D'après  l'équation  (i),  l'excès  du  potentiel  en  un  point  A  sur 
le  potentiel  en  B  est  égal  au  travail  accompli  par  les  actions 
electrigues  sur  fimité  de  masse  qui  irait  de  A  enB;  ou  invtr- 
sèment,  cest  le  travail  qu'il  faudrait  dépenser  contre  les  forces 
électriques  pour  amener  cette  7nasse  de  B  en  k. 

Si  l'unité  de  masse  se  meut  le  long  d'une  ligne  de  force, 
le  travail  pour  un  déplacement  infiniment  petit  ds  est  Fr/5,  et 
le  travail  total  de  A  en  B  a  pour  expression 


(2)  w^=r¥ds. 
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%B,  SwfaoM  de  MlTeau.  —  Forée  éleetvomotrlee.  —  On  ap- 
pelle surface  de  7iiveau  une  surface  normale  en  chaque  point 
à  la  direction  de  la  force^  c'est-à-dire  une  surface  normale 
à  toutes  les  lignes  de  force  qu'elle  rencontre.  Dans  le  cas  des 
forces  centrales,  on  peut  toujours  mener  par  un  point  quel- 
conque une  surface  satisfaisant  ù  cette  condition.  Si  une  masse 
électrique  se  meut  sur  une  surface  de  niveau,  le  travail  clé- 
jnen taire  est  constamment  nul,  puisque  la  force  est  toujours 
normale  au  déplacement.  Le  potentiel  a  donc  la  même  valeur 
pour  tous  les  points  d'une  même  surface  de  niveau. 

Considérons  deux  surfaces  de  niveau  S4  et  S^  dont  les  poten- 
tiels sont  respectivement  V^  et  V,.  Le  travail  qui  correspond 
au  déplacement  de  Tunité  de  masse  d'un  point  de  la  première 
à  un  point  de  la  seconde,  a  pour  valeur  V^  — V^;  il  est  indé- 
pendant du  chemin  parcouru  et  même  de  la  position  du  point 
de  départ  et  du  point  d'arrivée  sur  les  deux  surfaces. 

Pour  une  masse  m  d'électricité  allant  de  la  surface  du  ni- 
veau S,  à  la  surface  S^,  le  travail  est  m  (V^— V^).  Le  travail 
électrique,  comme  celui  de  la  pesanteur  sur  un  corps  qui 
tombe,  se  présente  sous  la  forme  d'un  produit  de  deux  fac- 
teurs, l'un  m  qui  correspond  au  poids  du  corps,  et  l'autre 
V|  —  Vj  à  la  hauteur  de  chute. 

Quand  une  masse  électrique  positive  est  abandonnée  à  elle- 
même,  elle  tend  à  marcher  suivant  une  ligne  de  force  vers  les 
points  où  le  potentiel  est  plus  faible;  l'électricité  négative 
marcherait  vers  les  hauts  potentiels. 

Si  les  masses  électriques  sont  distribuées  sur  des  corps  dié- 
lectriques, elles  ne  peuvent  se  déplacer  qu'en  entraînant  avec 
elles  le  diélectrique  lui-même.  Les  corps  conducteurs,  au  con- 
traire, sont  caractérisés  par  la  propriété  de  laisser  un  libre 
passage  aux  masses  électriques,  lesquelles  se  portent  à  la  sur- 
face et  s'y  distribuent  de  manière  à  assurer  l'équilibre. 

Dans  tous  les  cas,  la  différence  du  potentiel  V^— Vj  peut 
être  considérée  comme  la  cause  qui  produit  le  mouvement 
des  masses  électriques  ;  on  la  désigne  souvent  sous  le  nom  de 
force  électromotrice. 

94.  ExprewIoB  de  la  forée  en  fonetlon  du  potentiel.  —  Con- 
sidérons deux  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines  S  et  S', 
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dont  les  potentiels  sont  V  et  V  (fig.  i).  Au  point  M  de  la  pre- 
mière surface  la  force  est  F  ;  si  dn  désigne  la  distance  des  deux 
surfaces  comptée  suivant  la  normale,  le  travail  produit  par 
cette  force  sur  Tunîté  de  masse  qui  irait  de  M  en  M' est  égal  à 
¥dn.  On  a  donc  Téquation 


qui  donne, 

(3) 


Frfn=V-V'=-rfV, 


dn 


Ainsi,  la  force  en  unpoint  est  égale  et  de  signe  conti^aire  à  la 
dérivée  du  potentiel  par  rapport  à  la  normale  à  la  surface  de 
niveau  qui  passe  en  ce  point. 


Fig.  I 


Les  composantes  de  la  force  par  rapport  à  un  axe  quel- 
conque jouissent  de  la  même  propriété.  Menons,  en  effet,  par 
le  point  M  '  une  droite  MA  faisant  avec  la  normale  un 
angle  ô,  et  désignons  par  da  la  portion  de  cette  droite  inter- 
ceptée par  les  deux  surfaces  S  et  S'.  La  composante  F^  de  la 
force  F  parallèle  à  la  droite  MA  a  pour  expression 

Fa=Fcose=~-r-cose. 
an 

La  figure  donne  d'ailleurs 

r///=^/rtCos6; 
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on  en  déduit 

dn    da  Da 

Ainsi,  la  composante  de  la  force  suivant  une  direction  quel- 
conque est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  dérivée  partielle  du 
potentiel  suivant  cette  même  direction. 

Si  Ton  considère  trois  axes  rectangulaires,  les  composantes 
X,  Y  et  Z  de  la  Torce  F  parallèles  aux  axes  sont 

A  =  — :--» 

il  en  résulte, 

25.  Équilibre  des  coBdaeteurf.  —  Dans  Tintérieur  d*un  con- 
ducteur en  équilibre  la  force  est  nulle  (ii).  On  a  donc,  pour 
toute  rétendue  des  conducteurs, 

dV^        iW^        ^_ 

et,  par  suite, 

V=const. 

D*après  cela,  le  volume  entier  d'un  conducteur  en  équilibre 
est  à  un  mime  potentiel;  c'est  ce  qu'on  pourrait  appeler  un 
volume  de  niveau.  Sa  surface  étant  alors  une  surface  de 
niveau,  la  force  est  normale  en  chacun  de  ses  points  ;  par 
conséquent,  toutes  les  lignes  de  force  émanent  normalement  des 
conducteurs  et  y  aboutissent  normalement. 

26.  Taleiu*  numérique  du  potentiel.  —  Dans  toUS  les  phé- 

nomèneSy  les  niveaux  électriques  n'interviennent  que  par  les 
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différences  et  non  par  les  valeurs  absolues  des  potentiel» 
correspondants.  On  peut  donc  ajouter  à  ces  potentiels  une 
constante  quelconque. 
Dans  Texpression 

w;=v,^v., 

qui  détermine  le  travail  correspondant  au  déplacement  d*uae 
unité  d'électricité  d'une  surface  de  niveau  V^  à  une  surface 
de  niveau  V,,  supposons  que  la  surface  de  niveau  V,  soit  le 
sol  et  que  nous  convenions  de  prendre  ;on  potentiel  égal  à 
zéro,  nous  aurons  simplement 

La  valeur  numérique  du  potentiel  en  un  point  quelconque 
est  le  nombre  cTunités  de  travail  qui  correspond  au  déplacement 
d'une  unité  d'électricité  positive  depuis  ce  povit  jusqu'au  sol 
par  un  chemin  quelconque.  Le  signe  du  potentiel  est  celui  du 
travail  des  forces  électriques  dans  ce  déplacement. 

En  d'autres  termes,  le  potentiel  en  un  point  est  le  travail 
qu'il  faudrait  dépenser  pour  amener  en  ce  point,  depuis  la  sur- 
face du  sol  ou  d'un  corps  quelconque  communiquant  au  sol,, 
une  masse  électrique  égale  à  l'unité. 

87.  Potentiel  dans  le  cas  de  1»  loi  du  earré  des  dlstanees.  — 

Nous  avons  jusqu'à  présent  laissé  indéterminée  la  loi  suivant 
laquelle  l'action  des  masses  électriques  varie  avec  la  distance. 
Nous  admettrons  désormais  que  cette  loi  est  Vinverse  du  carré 
de  la  distance^  conformément  aux  expériences  de  Coulomb. 
Dans  ce  cas,  le  potentiel  s*exprime  simplement  en  fonction 
des  masses  et  des  distances. 

Supposons  d'abord  que  le  système  électrique  se  réduise  à 
une  masse  +  m  placée  en  un  point  0  (fig.  â).  Si  une  masse 
égale  à  l'unité,  située  au  point  M,  à  une  distance  r  de  la  pre- 
mière, se  déplace  de  MM'  ou  ds  suivant  une  courbe  quel- 
conque dont  la  tangente  MT  fait  l'angle  a  avec  la  direction  de 
la  force,  le  travail  élémentaire  correspondant  est 

dW=Frf^cosa=Frf/r 


DU  POTENTIEL.  17 

comme  la  force  a  pour  expression 


il  vient 


cm=!!ldr=z^md^=^d 


m 
r 


Le  travail  relatif  au  déplacement  de  Tunité  de  masse  de  A 
en  B  est,  en  appelant  r^  et  r^  les  distances  OA  et  OB, 


^       r         r 


Si  l'on  compare  cette  équation  à  Téquation  (i),  on  reconnaît 


Fig.  2 


771       .     771 


que  les  deux  termes  »  et  —  représentent  respectivement,  à 

une  constante  près,  la  valeur  du  potentiel  en  A  et  en  B; 
par  suite,  le  potentiel  d'une  masse  unique  tti  en  un  point 

silué  à  la  distance  r  est  égal,  à  une  constante  près,  à  —,  c'est- 
à-dire  au  quotient  de  la  masse  agissante  par  sa  distance  au 
point  considéré. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  plusieurs  masses  agis- 
santes 771, 77i',  m"^...^  le  travail  total  relatif  au  déplacement  de 
l'unité  d'électricité  est  égala  la  somme  algébrique  des  travaux 
partiels  qui  correspondent  à  chacune  des  masses  ;  on  aura 

donc,  en  désignant  par  2]—  la  somme  des  quotients  des  dif- 
férentes masses  par  leurs  distances  au  point  de  départ  A  et  par 

Èlectr,  et  Magn.  l  —   2 
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2]—  la  somme  analogue  pour  le  point  d'arrivée  B, 

w:=i:^-i:^=v.-v.. 


Si  le  point  B  communique  avec  le  sol,  le  potentiel  V.  est 

égal  à  zéro.  D'autre  part,  l'expression  2]—  devient  nulle  si 

le  point  B  est  très  éloigné  des  masses  considérées»  qu'il  soit 
pris  dans  l'air  ou  sur  le  sol;  comme  le  sol,  en  tant  que  con- 
ducteur en  équilibre,  a  partout  le  même  potentiel,  cette 
expression,  qui  renferme  implicitement  les  masses  relatives 


Fig.  3 


à  l'électricité  induite,  est  aussi  nulle  sur  le  sol.  La  valeur  de 

V^  se  réduit  alors  à  2]-t* 

On  a  donc,  d'une  manière  générale,  pour  l'expression  du 
potentiel  V  en  un  point  quelconque  M  du  champ, 


(6) 


v=2?- 


Ainsi,  le  potentiel  en  un  point  est  égal  à  la  somme  des  quo- 
tients obtenus  en  divisant  chacune  des  masses  agissantes  par  sa 
distance  au  point  considère'. 

ns.  om  flux  de  force.  —  Soit  A  (fig.  3)  une  surface  de  ni- 
veau et  d\  un  élément  de  cette  surface  au  point  P.  Menons 
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par  le  contour  de  cet  élément  les  lignes  de  force  correspon- 
dantes, lesquelles  coupent  à  angle  droit  toutes  les  surfaces  de 
niveau  successives.  Un  canal  orthogonal  limité  ainsi  par  des 
lignes  de  force  s'appelle  un  tube  de  force. 

Le  tube  de  force  élémentaire  limité  au  contour  de  Télé- 
ment  dX  découpe  sur  une  surface  quelconque  S  passant  par 
le  point  P  un  élément  de  surface  ^S. 

£n  P  la  force  électrique  F  est  normale  à  dX\  soit F„  la  com- 
posante de  cette  force  suivant  la  normale  à  la  surface  S  ;  Tan- 
gle  des  deux  forces  étant  égal  à  celui  des  deux  éléments  de 
surface,  on  a 

¥n     dA 

ou 

FdA  =  FndS. 

Si  Ton  imagine  qu'un  liquide,  à  l'état  de  régime  perma- 
nent, traverse  normalement  l'élément  dA  avec  une  vitesse  F, 
le  produit  FdA  représente  le  volume  de  liquide  qui  coule  à 
travers  l'élément  ^A  pendant  l'unité  de  temps,  ou^  plus  briè- 
vement, le  flux  de  liquide  correspondant  à  cet  élément.  Ce 
flux  a  encore  pour  expression  le  produit  FndU  obtenu  en 
multipliant  une  section  quelconque  du  canal  par  la  compo- 
sante de  la  vitesse  suivant  la  normale  à  cette  section. 

Par  analogie,  nous  appellerons  quantité  de  force  ou  flux  de 
force  correspondant  à  un  élément  de  surface^  le  produit  F^rfS 
de  la  surface  de  P  élément  par  la  composante  normale  de  la 
force  en  ce  point.  Le  flux  de  force  par  unité  de  surface  est  égal 
numériquement  à  la  composante  normale  de  la  force. 

Les  propriétés  que  nous  allons  établir  justifieront  complè- 
tement cette  analogie. 

La  notion  des  lignes  de  force  est  due  à  Faraday,  et  cet  éminent 
physicien  a  montré  tout  le  parti  que  l'on  peut  en  tirer  dans 
l'étude  des  phénomènes^électriques.  Faraday  appelait  nombre 
de  lignes  de  force  ce  que  nous  désignons  ici  parles  expressions 
quantité  ou  flux  de  force.  11  nous  a  paru  utile  d'adopter  une 
autre  dénomination,  d'abord  pour  simplifier  le  langage,  et  en- 
suite parce  que  le  mot  flux  semble  mieux  correspondre  au 
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caractère  de  continuité  que  présente  la  grandeur  que  l'on 
yeut  évaluer. 
89.  Théorème  de  csrcen.  —  Considérons  une  surface  fermée 

entièrement  convexe  S  (fig.  4)  et  soit -h  m  une  masse  électri- 
que située  au  point  0,  en  dehors  de  cette  surface.  Un  c6ne 
infiniment  délié  d'ouverture  r/o,  ayant  son  sommet  en  O^ 
intercepte  sur  cette  surface  deux  éléments  dS  et  dS\  Soient 
fetf  les  valeurs  de  la  force  électrique  en  dS  et  rfS',  dA  et  dX' 


Fig.  /, 


les  sections  normales  du  cône  correspondantes,  r  et  r  leurs 
distances  au  point  0.  On  a  évidemment 

et,  en  multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  on  ob- 
tient 

fdA=fdA.'=md^', 

mais,  en  vertu  du  théorème  du  flux  d^  force,  on  a  aussi 

fd\=f„ds,    /^A'=/:rfs', 

et,  par  suite. 
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Si  Ton  convient  déconsidérer  comme  positives  les  compo- 
santes normales  dirigées  vers  Textérieur  de  la  surrace,  et 
comme  négatives  celles  qui  sont  dirigées  vers  Tintérieur.y),  et 
f^  sont  de  signes  contraires,  ce  qui  donne 

/„^s+/;rfS'=o. 

Si  la  surface,  tout  en  restant  continue,  avait  des  portions 
concaves,  et  si  le  cône  considéré  diù  la  coupait  en  plus  de  deux 
points,  il  la  rencontrerait  un  nombre  pair  de  fois;  le  produit 
fnd^  aurait  la  même  valeur  numérique  pour  chacun  des  élé- 
ments interceptés,  mais  on  devrait  prendre  ces  produits  alter- 
nativement en  signes  contraires,  et  la  somme  algébrique  serait 


\ 
as(-~_   -^ \ 


+m         ~-^S' 


Fig.  5 

encore  nulle.  On  a  donc,  pour  une  surface  quelconque  fermée 
extérieure  à  la  masse  agissante  /n,  Téquation 


J/„r/S  =  o, 


c'est-à-dire  que  le  fltix  total  de  force  qui  sort  de  la  surface 
est  égat  à  zéro. 

Si  la  masse  agissante  m  est  située  dans  l'intérieur  de  la 
surface  fermée  S  (fig.  5)^  les  éléments  ^S  et  r/S'  découpés  par 
un  cône  d'ouverture  diù  émanant  de  la  masse  m  donnent  tou- 
jours la  relation 

fnd^  =fn^S'  =  mdtù . 

Mais,  dans  le  cas  actuel,  les  composantes  normales//,  et/n  sont 
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de  même  signe.  On  a  donc,  pour  la  surface  entière, 


I  f'„flS=m  j  diù=4f^m. 


Donc,  le  flux  de  force  çtii  sort  d'une  surface  S  renfermant  une 
masse  agissante  m  est  égal  à  /ii:m.  On  peut  dire^  en  d'autres 
termes,  que  le  flux  total  de  force  gui  émane  d'une  masse  m, 
dafis  toutes  les  directions,  est  égal  à  \%m. 

Il  est  évident  que,  si  chaque  nappe  du  c6ne  rencontre  plus 
d'une  fois  la  surface,  elle  la  rencontre  un  nombre  impair  de 
fois,  pour  lesquelles  les  \aleurs  de  J\4^  doivent  être  prises 
alternativement  de  signes  contraires,  et  le  résultat  final  est 
toujours  le  même. 

ao.  —  Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  des  masses  m,  m\ 


rig.  6 

m',...  comprises  dans  la  surface  S  (fig.  6), et  d'autres  masses  m^, 
mj,  m„...  à  Textérieur. 

En  chaque  point  de  la  surface,  la  composante  normale  Fa  de 
la  force  résultante  F  est  égale  à  la  somme  algébrique  des  com* 
posantes  normales  des  forces  émanant  de  toutes  les  masses 
agissantes,  tant  intérieures  qu'extérieures. 

En  désignant  par  ^  /„  la  somme  en  un  point  des  compo- 
santes normales  qui  proviennent  des  masses  extérieures  et 
par  2]^/«  1^  somme  des  composantes  relatives  aux  masses 

intérieures,  le  flux  total  de  force  qui  sort  de  la  surface  S  a  pour 
expression 
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Comme  le  Qux  de  force  est  nul  pour  chacune  des  masses 
extérieures,  il  en  résulte 


/2/' 


Pour  chaque  masse  intérieure,  au  contraire,  on  a 

et,  par  suite, 

j  I]//«^S = 4^2  ni = 4xM , 

M  étant  la  somme  algébrique  de  toutes  les  masses  intérieures. 
11  reste  finalement 


(7)  JFndS=^i^M. 


Ainsi,  pour  toute  surface  fermée  tracée  (Twie  manière  quel- 
conque dans  un  champ  électrique^  le  flux  total  de  force  qui  sort 
de  la  surface^  cest-à-dire  f  excès  du  flux  des  forces  qui  sortent 
sur  le  flux  des  forces  qui  entrent,  est  égal  à  la  quantité  d^ élec- 
tricité comprise  dans  la  surface  multipliée  par  4::. 

Si  Ton  désigne  par  i  Tangle  de  la  direction  de  la  force  F 
en  un  point  de  la  surface  avec  la  normale,  la  composante 
normale  a  pour  expression 

F«  =  Fcosi. 

En  appelant  a  la  normale  à  la  surface  de  niveau  qui  passe 
par  le  point  considéré,  et  n  la  normale  à  la  surface  S  comptée 
vers  l'extérieur,  onad'ailleurs 

t^=— -7-      et      t^«  =  — •— , 
aa  on 

de  sorte  que  le  théorème  précédent  peut  être  exprimé  analy- 
se 
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tiquement  par  l'une  ou  Tautre  des  équations 

ai.Équailoiisdel4aplaceetdePolMOB.   —  Soient  X,   Y    et  Z 

les  composantes  de  la  force  en  un  point  dont  les  coordonnées 
sont  Xj  j^  Zy  et  considérons  Téiément  de  volume  dxdydz. 

Si  le  milieu  renferme  des  masses  agissantes  distribuées 
d'une  manière  continue  et  que  e/M  soit  la  masse  totale  conte- 
nue dans  l'élément,  on  a,  en  désignant  par  p  la  densité, 

d^=i^dxdydz. 

Le  flux  de  force  qui  entre  par  la  surface  djdz  est 

\dydz  ; 

le  flux  qui  sort  par  la  face  opposée  est 

L'excès  du  flux  qui  sort  est  égal  à 

^Idxdydz^-^^^dxdydz. 

En  répétant  le  même  raisonnement  pour  les  autres  coor- 
données, on  voit  que  le  flux  total  de  force  qui  sort  de  l'élément 
de  volume  a  pour  expression 


En  vertu  du  théorème  précédent,  cet  excès  est  égal  au  pro- 
duit de  4^  par  la  masse  totale  d* électricité  comprise  dans  le 
volume,  ce  qui  donne  l'équation 

jjay      ^y     ^^V 
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Représentant  par  AY  la  somme  des  trois  dérivées  secondes 
partielles  du  potentiel  par  rapport  aux  coordonnées,  on  peut 
écrire  : 

(9)  AV=-4^p. 

Si  l'élément  de  volume  n'est  pas^éleclrisé,  p=  o  et  Téqua- 
tionse  réduit  à 

(10)  AV  =  o. 

Ainsi,  Va  somme  en  tm point  des  trois  dérivées  secondes  par- 
tielles du  potentiel^  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires j 
est  égale  et  de  signe  contraire  au  produit  de  J^r^par  la  densité  de 
la  masse  agissante  en  ce  poiîit. 

Cette  somme  est  nulle  quand  il  ny  a  pas  d! électricité  au  voi- 
sinage du  point. 

Le  théorème  des  dérivées  secondes  avait  été  énoncé  d'a- 
bord par  Laplace,  sous  la  forme  (10).  La  forme  plus  géné- 
rale (9)  est  due  à  Poisson. 

32.  —  Si  les  surfaces  de  niveau  sont  des  sphères  concen- 
triques, la  force  F  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance r  au  centre  commun,  et  Ton  a 

-       F=-^=^, 
d'où 

Prenons  l'axe  des  2;  suivant  la  normale,  les  deux  autres  seront 
dans  le  plan  tangent  ;  en  comptant  la  distance  dans  le  sens  de 
la  force,  il  vient 

^__2F 

-bz^"       r' 
et,  par  suite,  d'après  le  théorème  de  Laplace, 

Si  la  surface  de  niveau  est  de  forme  quelconque,  on  voit  ai- 
sément que  la  dérivée  seconde  du  potentiel  suivant  la  tangente 
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à  une  section  normale  est  la  même  que  pour  le  cercle  oscu- 
lateur  correspondant.  L'axe  des  z  étant  toujours  normal,  et 
les  deux  autres  suivant  les  tangentes  aux  sections  principales 
dont  les  rayons  de  courbure  sont  R,  et  R^,  on  aura 


et,  parsuite. 


S3.  Dlstrlbntlon  de  Féleetrlclié  à  la  surface  des  condacteurs* 

—  Il  résulte  du  théorème  de  Poisson  que  dans  tout  conduc- 
teur en  équilibre  il  n'existe  d'électricité  qu'à  la  surface. 

Nous  avons  vu,  en  effet,  que  la  force  est  nulle  dans  un 
conducteur  en  équilibre  et  que,  par  suite,  le  potentiel  a  une 
valeur  constante  dans  toute  l'étendue  des  conducteurs.  Les 
dérivées  de  tout  ordre  du  potentiel  sont  nulles  en  chaque  point; 
on  a  donc 

AV  =  o,       ou      p  =  o. 

Ainsi,  à  Tinlérieur  d'un  conducteur  en  équilibre,  non  seu- 
lement il  n'y  a  pas  de  force  électrique,  mais  il  n'y  a  pas 
d'électricité.  La  distribution  est  purement  superficielle. 

341.  Formule  de  «reen.  —  Dans  Téquation  (8) 


-/ 


^rfS-r4^M, 


la  masse  M  intérieure  à  la  surface  est  égale  à  la  somme 
des  masses  ^dv  comprises  dans  les  différents  éléments  de  vo- 
lume; on  a  donc,  en  tenant  compte  de  Téquation  (9), 

(, ,)         r^ds^-  UT.^d^>=  CA\d^. 

Cette  équation  est  un  cas  particulier  d'une  formule  plus 
générale  due  à  Green. 

Soient  U  et  V  deux  fonctions  finies  et  continues  de  x,j^etz. 
Posons  encore 
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et  considérons  l'intégrale 

étendue  au  volume  enveloppé  par  une  surface  fermée  S. 
Cette  intégrale  se  compose  de  trois  termes  de  la  forme 

En  intégrant  cette  expression  par  parties,  on  obtient 

Dans  le  second  membre  l'intégrale  doit  être  étendue,  pour 
le  premier  terme,  à  toute  la  surface  S^  et,  pour  le  second,  au 
volume  limité  par  cette  surface.  En  opérant  de  même  pour 
les  autres  coordonnées,  la  somme  des  intégrales  relatives  à  la 
surface  S  sera 

Or,  si  Ton  considère  V  comme  un  potentiel,  ce  qui  n'enlève 

rien  à  la  généralité  de  la  démonstration,  l'expression —"^dydz^ 

ou  Xdjdzy  représente  le  flux  de  force  traversant  Télément  de 
surface  djrdz^  c'est-à-dire  la  projection  d'un  élément  rfS  de 
la  surface  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  x.  11  en  est 
de  même  pour  les  autres  termes,  de  sorte  que  la  parenthèse 
représente,  au  signe  près^  le  flux  de  force  qui  traverse  cet 
élément  de  surface.  Cette  parenthèse  est  donc  égale  à  —  F^^S, 

ou  —  rfS,  et  l'on  a  finalement  la  formule  de  Green  : 
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En  y  faisant  U:=:i,  on  retrouve  Téquation  précédente  (ii). 
Lorsque  les  fonctions  U  et  V  sont  identiques,  il  vient 

<,,/v.v*=/v^*-/[(S)".(LV)V(iY)>. 

Si  la  fonction  V  représente  le  potentiel  d'un  système  élec- 
trique, la  force  F  est  déterminée  par  Téquation, 

ce  qui  donne 
(  1 4)  fVà\ds^=:f\  ^  dS  - /fV^ 

ou^  d'après  le  théorème  de  Poisson, 

( 1 5)  4- jVprfç' = - yV 2 rfS 4- /P^rf^. 

as.  De*  tnbes  de  forée.  —  Nous  avons  VU  qu'un  tube  de  force* 


Fig-  7 

est  un  canal  orthogonal  aux  surfaces  de  niveau,  limité  latéra- 
lement par  des  lignes  de  force. 

Considérons  untubede  force  terminé  par  deux  surfaces  quel- 
conques S  et  S'  (fig.  7),  et  appliquons  l'équation  (7)  au  volume 
ainsi  défini.  La  surface  latérale  ne  donne  rien  dans  l'intégrale,, 
puisqu'en  chaque  point  la  composante  normale  de  la  force 
est  nulle;  l'intégrale  se  réduit  donc  aux  deux  termes  fournis^ 
par  les  surfaces  terminales. 

Supposons  d'abord  que  le  canal  ne  renferme  aucune  masse 
électrique.  L'intégrale,  réduite  aux  deux  termes  des  bases,  doit 
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-être  nulle,  ce  qui  donne 

ou,  en  valeurs  absolues, 

jFndS=fF:ciS'; 

<; 'est-à-dire  que  le  flux  de  force  est  le  même  à  Ventrée  et  à  la 
sortie  du  canal. 

On  voit,  d'après  cela,  que  le  flux  de  force  est  le  même  à 
travers  une  section  quelconque  d'un  canal  orthogonal.  Ce  flux 
de  force  se  conserve  donc,  comme  le  débit  d'un  liquide  en 
mouvement  dont  la  vitesse  en  chaque  point  serait  égale  et 
parallèle  à  la  direction  de  la  force. 

Si  la  section  du  canal  est  infiniment  étroite  et  les  surfaces 
terminales  normales  à  la  force,  l'équation  se  réduit  à 

FdS=FdS'; 

d  où  il  résulte  que  la  force  en  chaque  point  du  tube  est  en  rai- 
son inverse  de  la  section. 

36.  Théorème  de  Coulomb.  —  Considérons  sur  un  conduc- 
teur en  équilibre  un  élément  de  surface  dS,  et  menons  à  l'ex- 
térieur le  canal  correspondant  jusqu'à  la  rencontre  d'une  sur- 
face de  niveau  S^  infiniment  voisine.  Prolongeons  le  canal  à 
Tintérieur  du  conducteur  d'une  manière  quelconque,  termi- 
nons-le par  une  surface  arbitraire  S^,  et  appliquons  le  théo- 
rème au  volume  limité  par  les  surfaces  S^  et  S^  et  la  surface 
latérale  du  canal.  La  force  est  nulle  sur  toute  la  surface  S^ 
qui  fait  partie  du  conducteur,  et  la  composante  normale  est 
nulle  sur  la  surface  latérale  du  canal;  il  n'y  aura  donc  de 
flux  de  force  que  pour  la  surface  extérieure  dS^.  Si  Ton  dé- 
signe par  (?  la  densité  superficielle  de  l'électricité  sur  l'élé- 
ment ^S,  la  masse  totale  comprise  dans  le  volume  considéré 
est  zdS.  Il  en  résulte 

FrfS^=4iccirfS. 
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Les  deux  surfaces  élant  infiniment  voisines  et  parallèles, 
on  a  rfS^  =  rfS,  et  il  reste 

Ainsi,  la  force  électrique  en  un  point  infiniment  voisin  d'un 
conducteur  en  équilibre j  quelles  que  soient  dailletirs  les  masses 
agissantes,  est  égale  à  la  densité  électrique  dans  le  voisinage 
de  ce  point  multipliée  par  4?:. 

Comme  on  a  d'ailleurs 

il  en  résulte  que  la  densité  superficielle  à  la  surface  d'un 
conducteur  peut  être  exprimée  en  fonction  de  la  force  exté- 
rieure ou  du  potentiel  par  la  relation 

415  4^^  dn 

87.  Éiémanto  eorrMp^adaato.  —  Considérons  enfin  un  tube 
de  force  infiniment  étroit  placé  entre  les  surfaces  de  deux 
conducteurs  auxquelles  il  aboutit  normalement. 

Les  deux  éléments  de  surface  e/S  et  d^'  découpés  par  le  tube 
sont  appelés  éléments  correspondants. 

Prolongeons  le  tube  de  part  et  d'autre  jusque  dans  l'inté- 
rieur des  conducteurs,  où  nous  le  supposerons  terminé  par 
deux  surfaces  quelconques.  Le  flux  de  force  est  nul  sur  toute 
la  surface  du  volume  ainsi  déterminé,  puisque  la  force  est 
tangente  le  long  des  parois  latérales  et  nulle  aux  deux  ex- 
trémités qui  font  partie  des  conducteurs.  Quant  aux  masses 
électriques,  si  on  désigne  par  a  et  a'  les  densités  sur  les  élé- 
ments correspondants  rfS  et  rfS',  leur  somme  est  arfS-i-aWS'. 
Cette  somme  doit  être  nulle,  ce  qui  donne 

ffrfS  =  —  ff'rfS'. 

Ainsi,  deux  éléments  correspondants  contiennent  des  quan- 
tités délectincité  égales  et  de  signes  contraires. 
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Si  les  deux  surfaces  en  regard  sont  des  plans  parallèles, 
toutes  les  lignes  de  force  sont  des  normales  aux  plans  ;  les 
éléments  correspondants  sont  égaux  et  il  reste 

ff= — j . 

11  en  est  de  même  si  les  deux  conducteurs,  sans  être  plans, 
sont  infiniment  Toisins,  parce  qu'alors  les  éléments  de  surface 
dS  et  dS'  peuvent  être  considérés  comme  égaux. 

a^.  Champ  «niforaie.  —  Lorsque  les  lignes  de  force  sont 
parallèles  entre  elles,  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans 
parallèles.  Le  flux  de  force  étant  constant  dans  un  tube  cy- 
lindrique, on  voit  que  la  force  a  une  valeur  constante.  On  dit 
alors  que  le  champ  est  uniforme. 

Réciproquement,  si  la  force  dans  un  champ  électrique  est 
constante  en  grandeur  et  en  direction,  les  surfaces  de  niveau 
sont  nécessairement  des  plans  parallèles. 

39.  Uurfmem  éleetrlsée  séiM^rant  de«x  dléleclrlqnes.  -~  Sup- 
posons enfin  qu'une  surface  électrisée  S  (fig.  8),  n'apparte- 


2ûi 


/ 


Fig.  8 


Dant  pas  à  un  corps  conducteur,  sépare  deux  diélectriques 
différents. 

Considérons  un  élément  de  surface  ^S  sur  lequel  la  densité 
est  (7.  Menons  par  le  contour  de  cet  élément  un  canal  orthogo- 
nal terminé  par  deux  bases  égales  et  parallèles  à  ^S,  et  de 
hauteur  telle  que  la  surface  latérale  soit  infiniment  petite  par 
rapport  à  celle  des  bases.  Le  flux  de  force  relatif  aux  parois 
de  ce  cylindre  est  négligeable  par  rapport  au  flux  qui  traverse 
les  bases.  En  appelant  F  et  F'  les  forces  dans  les  deux  milieux 
au  voisinage  de  cet  élément,  on  aura  donc 

4^TrfS=F;rfS-F„rfS, 
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OU 


4TCCr=:F;-F; 


«• 


Donc  la  différence  des  composantes  normales  de  la  force  de 
part  et  d'autre  d'une  surface  électrisée  est  égale  au  produit  de 
4i:  par  la  densité  sur  la  surface. 

Ce  théorème  comprend,  comme  cas  particulier,  celui  de 
Coulomb  (35)  où  S  est  la  surface  d'un  corps  conducteur. 

4:0.  —  Considérons  deux  points  P  et  P'  situés  au  milieu 
des  bases  du  cylindre  précédent.  L'action  F  au  point  P  se 
compose  de  l'action  de  toutes  les  masses  extérieures  à  l'élé- 
ment et  de  l'action  —9  de  cet  élément.  Quand  on  passe  de  P 
en  P',  l'action  des  masses  extérieures  ne  change  pas  d'une 
manière  sensible,  mais  celle  de  l'élément  change  de  signe  et 
devient  4-9.  Comme  celte  force  9  est  d'ailleurs  normale  par 
symétrie,  la  composante  normale  de  la  force  varie  de  aç,  ce 
qui  donne 

F^j  — F,/  -9.9  =  47:7, 
ou 

La  composante  normale  de  la  force  étant  seule  modifiée, 
les  composantes  tangentielles  des  forces  F  et  F'  restent  égales 
de  part  et  d'autre  de  la  surface.  Appelant  i  et  i'  les  angles  des 
forces  avec  la  normale  d'un  même  côté  de  la  surface,  on  a  donc 

F'sini'r^Fsin/. 
L'équation  précédente  donne  d'ailleurs 

F'  cos  i  —  F  cos  i  =  4w?x  ; 
on  en  déduit 

tangi"  _  ^  ^    4^J  _  j     4^g_ 
langi  Fcosi  F«* 

Les  forces  éprouvent  donc  une  sorte  de  réfraction^  lors- 
qu'elles rencontrent  une  surface  électrisée.  On  peut  remar^ 
quer  en  passant  que,  la  loi  de  réfraction  étant  déterminée  par 
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le  rapport  des  tangentes  des  angles  de  la  normale  avec  les 
forces,  il  ne  se  présentera  jamais  de  phénomène  analogue  à 
la  réflexion  totale. 

41.   PreMion  électrostatifl|«e.    —    L*électricité    OCCUpe   à   la 

surface  du  conducteur  une  couche  très  mince  dont  l'épaisseur 
ne  parait  pas  pouvoir  être  déterminée  par  expérience,  mais 
qui  est  nécessairement  finie.  Il  est  probable  que  cette  cou- 
che est  limitée  à  la  surface  même  du  conducteur  et  qu/eiie 
occupe  une  partie  du  milieu  diélectrique  ambiant. 

Soit  AB  (fig.  9)  répaisseur  de  cette  couche.  La  force  est  nulle 
en  À  sur  la  surface  interne  S^  et,  à  partir  du  point  B  sur  la 
surface  externe  S^,,  elle  a  pour  valeur  F=4wj.  Dans  Tinter- 
valle,  la  force  varie  donc  de  o  à  F  suivant  une  loi  inconnue. 


4M_ 


Fig.  9 

Soit  p  la  densité  de  la  couche  en  un  point  M,  et  V  le  po- 
tentiel. La   force  en   ce  point   est   normale  à  une  surface 

de  niveau  intermédiaire  à  S^  et  S^  et  a  pour  valeur  —  t— • 

Désignons  par  e  l'épaisseur  AB.  Ce  qu*on  a  appelé  jusque 
présent  densité  superficielle  représente  la  quantité  d'électri- 
cité qui  se  trouve  dans  la  couche  e  pour  Tunité  de  surface  ;  ' 
on  a  donc 


r=  /   pdn. 


Prenons  trois  axes  rectangulaires  dont  Tun  soit  dirigé  suivant 
la  normale  en  M  à  la  surface  de  niveau,  c'est-à-dire  la  nor- 
male aux  surfaces  S,  et  S,,  et  dont  les  deux  autres  x  eij  soient 
dans  le  plan  tangent  à  cette  surface  de  niveau. 

Électr.  et  Mugn,  I  —   3 
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Les  dérivées  secondes  — ^  et  —^  étant  nulles  (31),  la  den- 
sité a  pour  expression 

*^        4^  ^'^^ 

La  force  totale  qui  s^exerce  sur  la  couche  électrique  cdS 
d'un  élément  de  surface  est  donc»  en  désignant  par  p  la  force 
sur  Tunité  de  surface, 

rfV 
Gomme  -j-^st  nul  au  point  A,  il^reste  simplement 


D'autre  part, 
ce  qui  donne 


P  =^-  1 6x V  =  azff*. 


Il  est  remarquable  que  cette  expression  puisse  être  obtenue 
rigoureusement  sans  autre  hypothèse  que  Textrême  petitesse 
de  répaisseur  e^  et,  par  suite,  quelle  que  soit  la  loi  de  distri- 
bution suivant  la  normale. 

Ainsi,  la  masse  électrique  répandue  sur  chaque  unité  de 
Hurface  est  poussée  vers  l'extérieur  avec  une  force  égale  à  axa^, 
*  proportionnelle  par  conséquent  au  carré  de  la  densité.  Cette 
pression  électrostatique,  ou  tension  électrique,  est  contrebalan- 
cée par  la  résistance  du  diélectrique. 

Lorsque  les  conducteurs  sont  dans  Tair,  cette  force  a  pour 
kifïei  de  diminuer  la  pression  atmosphérique  à  leur  surface. 
Si  la  pression  était  primitivement  P  par  unité  de  surface  sur 
les  corps  à  Tétat  neutre,  elle  deviendra  après  Télectrisation,  en 
chaque  point  de  la  surface  des  conducteurs^ 
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Ainsi  une  bulle  de  savon  isolée  augmentera  de  Yolunrie  par 
rélecirisaiion  et  reprendra  son  volume  primitif  quand  on  là 
ramènera  à  Tétat  naturel.  Cette  remarque  est  due  à  Yan 
Marum;  il  a  constaté,  par  exemple,  qu^un  ballon  rempli 
d'hydrogène  devient  plus  léger  et  que  sa  force  ascensionnelle 
augmente  quand  on  Télectrise. 

Si  l'on  cherche  îV  composer  les  pressions  électrostatiques  qui 
s'exercent  normalement  en  chaque  point  de  la  surface  d'un 
conducteur,  on  trouvera,  en  général,  que  leur  effet  équivaut 
à  une  force  et  à  un  couple.  Le  résultat  auquel  on  arrivera 
par  ce  mode  de  calcul  est  évidemment  identique  à  celui  que 


Fig.  10. 

donnerait  la  considération  directe  des  actions  des  masses  exté- 
rieures sur  les  différentes  masses  électriques  du  conducteur, 
que  l'on  supposerait  fixées  à  la  matière  pondérable. 

42.  Conséquence  de  la  distribution  de  l'électricité  à  la  sur- 
face des  conducteurs.  —  La  théorie  qui  précède  a  pour  base 
la  loi  de  Coulomb,  considérée  comme  un  fait  expérimental. 
On  pourrait  suivre  une  marche  différente  en  prenant  comme 
point  de  départ  cet  autre  fait  expérimental,  plus  facile  à  véri- 
fier d'une  manière  rigoureuse,  que  rélectricité  existe  seule- 
ment  à  la  surface  des  conducteurs  et  qu'à  f  intérieur  il  n'y  a 
ni  électricité  ni  force  électrique^  même  lorsque  les  conducteurs 
contiennent  des  cavités  fermées. 

Considérons  une  surface  S  électrisée  (fig.  lo).  Menons  par  un 
point  intérieur  P  un  cône  d'ouverture  infiniment  petite  rfu),  qui 
découpe  sur  la  surface,  aux  distances  r  et  r\  deux  éléments 
dH  dS'  sur  lesquels  les  densités  sont  respectivement  <j  et  7 . 

3* 
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Si  les  forces  électriques  sont  proportionnelles  à  une  fonc- 
tion de  la  distance /(r),  l'action  de  Télément  dS  sur  l'unité  de 
masse  au  point  P  peut  s*écrire 

En  appelant  i  Tangle  du  rayon  vecteur  r  avec  la  normale  à 
rélément  dSy  on  a 

/•*rfu)=irfScosi, 
ce  qui  donne 

^       COSl     "^  ^   ' 

L'action  de  l'élément  dS'  est,  de  même, 

cosi     -^  ^   ^ 

et  ces  deux  actions  sont  directement  opposées. 

Si  la  surface  considérée  est  une  sphère,  les  angles  i  et  i'  sont 
égaux.  Si  de  plus  la  sphère  est  isolée  et  soustraite  à  toute  ac- 
tion étrangère,  la  distribution  est  homogène,  et  les  densités  a 
et  Q  sont  égales. 

La  force  au  point  P  est  nulle  si  les  actions  des  éléments 
opposés  t/S  et  dS'  sont  égales  et  il  suffit  pour  cela  que  Ton  ait 
la  relation 

'•yw-'-yco^const., 

c'est-à-dire  que  les  forces  électriques  soient  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance. 

La  loi  du  carré  satisfait  donc  à  la  condition,  comme  on  le 
savait  déjà,  et  c'est  la  seule.  On  peut  le  voir  d'une  manière 
simple  parle  raisonnement  suivant  dû  à  M.  Bertrand. 

Quel  quesoit/(r),  on  peut  choisir  deux  valeurs  r^  et  r^  telles 
qu'entre  ces  deux  valeurs  de  la  variable  le  produit  r*  /  (r) 
soit  toujours  croissant  ou  décroissant  quand  r  augmente. 

Construisons  une  sphère  (fig.  1 1)  dont  le  diamètre  soit  égal 
à  la  somme  r^-hr„  et  considérons  le  point  P  qui  partage  le 
diamètre  dans  les  deux  segments  r^  et  r^.  Sur  ce  point,  les 
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actions  des  éléments  opposés  ^S  et  dS\  déterminés  par  un 
même  cône  d'ouverture  ^(o,  sont  : 
pour  dS 


çdtù 


cosi 


i^m, 


et,  pour  rfS', 


cdiù 


cosi 


-/W). 


Toutes  les  valeurs  de  /*  et  de  r  sont  comprises  entre  les 
limites  r^  etr^,  et  la  valeur  de  r  est  toujours  plus  petite  que  la 
valeur  correspondante  de  r  ;  la  valeur  de  r^f{r),  pour  les  élé- 
ments de  la  partie  supérieure^  sera  toujours  plus  petite  ou  tou- 


jours plus  grande  que  celle  de  r'^f{r)  pour  ceux  de  la  partie. 
inférieure  ;  par  suite,  l'action  de  la  zone  DAC  plus  petite  ou 
plus  grande  que  celle  de  la  zone  DBG.  L'équilibre  sera  donc 
impossible,  à  moins  que  J^f[r)  ne  soit  une  constante,  c'est- 
à-dire  à  moins  que  la  fonction/  (r)  ne  soit  précisément  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

48.  Aetloms  des  eoaelies  s^kéri^ues.  —  L'action  dune  COU- 

ehesphérique  homogène  sur  un  point  extérieur  est  la  même  que 
si  toute  la  masse  était  concentrée  au  centre  de  la  sphère. 

Ck»nsidérons,  en  effet,  l'action  qu'une  sphère  S  (fîg.  12),  re- 
couverte d*une  couche  homogène  de  densité  a^  exerce  sur  un 
point  P  extérieur. 
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L*action  étant  évidemment  dirigée  vers  le  centre,  il  suf- 
lira  de  faire  la  somme  des  composantes  des  actions  élémentai- 
res suivant  cette  direction. 

Cette  composante  pour  l'élément  rfS  de  surface  au  point  A, 
situé  à  une  distance  p  de  P,  est 

drfS  '  . 

0= — r-COSa. 
P 

Soit  P'  le  point  conjugué  du  point  P,  c'est-à-dire  tel  qu'on  ait 

OF.OP=R^ 
si  nous  inenoTis  AP'  et  AO,  les  triangles  AOP'  et  AOP  sont 


3L:-rX] 


Fig.  lî. 

semblables,  à  cause  de  l'angle  commun  eii  0  et  de  la  relation 

OP  _  R  . 
R  -QP' 

par  suite,  les  angles  OPA  et  OAP'  sont  égaux  et  Ton  a,  en  ap- 
pelant r  la  dislance  P'A  et  D  la  distance  OP, 

P__D 
7-R- 

Enfin,  soit  J(o  Tangle  qui  sous-tend  l'élément  d^  vu  du 
point  P,  . 

/•^rf(«)  =  r/Scosa. 
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Eq  remplaçant  ^Scosa  par  cette  valeur  daas  Texpression 
de  la  composante  s>,  il  \ient 


et  l'action  totale  de  la  sphère  est 


On  Yoit  que  l'action  est  la  même  que  si  toute  la  masse  M  était 
concentrée  au  centre  de  la  sphère. 

Le  potentiel  de  la  couche  sphérique  à  l'extérieur  est  aussi 
le  même  que  si  toute  la  masse  était  concentrée  au  centre. 

Si  le  point  P  est  très  voisin  de  la  surface,  D  =  R  et  l'actioiii 
de  la  couche  est  égale  à  4^^,  conformément  à  ce  que  nous 
avons  trouvé  déjà  (35)  pour  un  conducteur  quelconque. 

La  composante  parallèle  à  OP  de  l'action  exercée  sur  le 
point  P  par  l'élément  de  surface  rfS  ne  dépend  qu  t  de  l'angle 
dio  sous  lequel  on  voit  cet  élément  du  point  P'.  C  îtte  compo- 
sante est  donc  la  même  pour  un  élément  JS'  si  lue  en  A'  et 
opposé  au  premier  par  rapport  au  point  P'. 

Il  en  est  de  même  pour  tous  les  éléments  de  la  zone  CB'C'^ 
comparés  deux  à  deux  aux  éléments  de  la  couche  CBC. 

Le  plan  CC  partage  donc  la  surface  de  la  sphère  en  deux 
parties  dont  les  actinns  sur  le  point  P  sont  égales^  chacune 

délies  étant  égale  à  27:7  rp. 

Si  le  point  P  s'éloigne  indéBniment,  les  deux  zones  tendent  à 
devenir  égales;  s'il  est  infiniment  voisin  de  la  surface,  la  zone 
antérieure  devient  infiniment  petite  et  son  action  sur  un  point 
infiniment  voisin  se  réduit  à  27:7.  Nous  avons  déjà  obtenu  ce 
résultat  (30)  pour  une  surface  quelconque. 

41k.   Aetlom  d'ane  sphère   formée  de   eoaches  homon^ènes.  — 

Considérons  d'abord  une  sphère  électrisée  dans  toute  son 
épaisseur  et  formée  de  couches  concentriques  homogènes. 
L'action  de  cette  sphère  en  un  point  extérieur  est  la  même 
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que  si  toute  la  masse  agissante  était  concentrée  au  centre,  ou 
encore  portée  à  la  surface  de  manière  à  y  former  une  couche 
uniforme. 

Sur  un  point  situé  à  l'intérieur  de  la  sphère,  l'action  des 
couches  qui  Tenveloppent  est  nulle  ;  celle  des  couches  de  rayon 
plus  petit  que  sa  distance  au  centre  est  encore  la  même  que  si 
leur  masse  était  concentrée  au  centre. 

Quand  on  va  yers  le  centre^  la  masse  agissante  diminue 
donc  de  plus  en  plus;  la  force  est  toujours  dirigée  suivant  le 
rayon,  et  dépend  de  la  manière  dont  varie  la  densité. 

Lorsque  la  densité  p  de  la  sphère  est  constante,  Taction  qui 
s'exerce  sur  un  point  intérieur  à  la  distance  r  est  égale  à  - 


F=l.|x/-p=^^p,-; 


elle  est  donc  proportionnelle  à  la  distance  au  centre. 

Si  la  densité  en  un  point  est  proportionnelle  à  la  puis- 
sance n*de  sa  distance  /  au  centre,  p=a/'';  l'action  à  la  dis- 
tance r  de  la  couche  d'épaisseur  dl  est 

et  l'action  totale 


3'     • 


Cette  action  est  constante  pour  w=— i  ;  elle  croît,  au  con- 
traire, à  mesure  que  l'on  se  rapproche  du  centre,  si  «<  — i. 
La  masse  totale  de  la  sphère  de  rayon  R  est 

J  W-hO 

ce  qui  donne 
Supposons  que  la  densité  varie  suivant  une  loi  quelconque. 
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Soit  m  la  masse  extérieure  à  la  sphère  qui  passe  par  le  point  P, 
p^  la  densité  moyenne  de  la  sphère  entière  et  p  la  densité 
moyenne  des  couches  extérieures,  on  aura 

La  force  à  la  surface  est  F^  =  pi»  ce  qui  donne 

La  force  peut  d'abord  être  croissante  à  partir  de  la  surface, 
puis  atteindre  un  maximum,  et  devenir  ensuite  décroissante 
jusqu'au  centre.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  les  varia- 
tions de  la  pesanteur  dans  l'intérieur  du  globe.  Il  faut,  pour 
cela,  que  Ton  ait 

Si  répaisseur  /i=R— r  est  très  petite  par  rapport  à  R,  cette 
condition  peut  s'écrire 

La  densité  moyenne  de  la  Terre  étant  environ  égale  à  5,5  et 
celle  de  la  surface  à  2,5,  on  a,  en  effet, 

P      2,5         ^ 
t^3  =  ^'^-^- 


CHAPITRE     TROISIEME 
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45.  Émission  et  absorption  de  forces  par  les  masses  élec- 
triques. —  Le  flux  de  force  qui  se  propage  dans  uq  tube 
orthogonal  reste  constant,  comme  nous  l'avons  vu  (34),  tant 
que  ce  tube  ne  rencontre  aucune  masse  agissante  ;  le  sens  de 
la  propagation  est  celui  où  le  potentiel  diminue. 

Si  le  tube  rencontre  une  masse  m  d'électricité,  le  flux  de 
force  prend,  au  lieu  du  passage,  un  accroissement  4^//i, 
qu'il  conserve  au  delà  tant  que  le  tube  ne  rencontre  pas  de 
nouvelles  masses.  Si  la  masse  rencontrée  est  sur  la  surface 
d'un  conducteur,  cette  masse  est  telle  qu'elle  réduit  à  zéro 
le  flux  de  force  propagé  par  le  tube;  on  peut  donc  dire,  de 
deux  éléments  correspondants  rfS  et  rfS'  où  les  densités 
sont  (7  et  œ',  que  l'électricité  positive  de  l'élément  rfS  émet 
un  flux  de  force  ^T^adS  qui  va  s'absorber  à  Taulre  bout  du 
tube  dans  la  quantité  égale  d'électricité  négative  située  sur 
l'élément  rfS'. 

D'après  les  idées  de  Faraday,  il  n'existerait  pas  de  tubes  de 
force  indéfinis;  un  tube  émanant  d'un  corps  électrisé  irait  tou- 
jours aboutir  quelque  part  sur  un  autre  corps,  de  manière  à 
induire  sur  l'élément  correspondant  une  quantité  d'électri- 
cité égale  et  de  signe  contraire.  Il  ne  pourrait,  d'après  cela, 
exister  nulle  part  une  quantité  absolue  et  indépendante  d'élec- 
tricité, soit  positive  soit  négative,  et  qui  n'aurait  pas  à  l'autre 
extrémité  du  tube  sa  quantité  complémentaire. 
Aucune  ligne  de  force  ne  peut  exister  entre  deux  points 
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chargés  de  même  électricité.  Il  n'en  peut  exister  également 
entre  deux  points  au  même  potentiel.  Enfin,  aucune  ligne  de 
force  ne  peut  correspondre,  sur  un  conducteur,  à  un  point 
non  chargé  d'électricité  (as). 

4kB.  Em   dekors  des   maMes  a^lManteSy   le  potentiel  ne  peut 

n^otr  ni  maximum  ni  minimum.  —  Une  masse  isoIée  m  concen- 
trée en  un  point  peut  être  regardée  comme  une  couche  répan- 
due sur  un  conducteur  très  petit.  Si  la  masse  m  est  positive, 
le  point  A  qu'elle  occupe  est  un  centre  d'émission  de  force 
pour  toutes  les  directions  ;  si  elle  est  négative,  c'est  pour  toutes 
les  directions  un  centre  d'absorption.  Dans  les  deux  cas,  les 
surfaces  du  niveau  voisines  sont  des  surfaces  fermées.  Ces  sur- 
faces à  la  limite  sont  même  sphériques,  car  à  une  distance  très 
petite  r  du  point  A,  le  potentiel  des  masses  extérieures  devient 

négligeable  devant  le  potentiel  —  de  la  masse  m. 

Les  surfaces  de  niveau  étant  fermées  autour  de  A,  le  poten- 
tiel y  a  une  valeur  maximum  et  minimum  :  maximum,  si  la 
masse  m  est  positive  ;  minimum,  si  elle  est  négative. 

Réciproquement,  partout  oii  le  potentiel  présente  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  il  y  a  de  l'électricité. 

En  effet,  à  partir  d'un  point  A  de  maximum,  le  potentiel  est 
décroissant  dans  toutes  les  directions,  les  surfaces  du  niveau 
voisines  sont  nécessairement  fermées,  et  le  flux  de  force  qui 
traverse,  par  exemple,  une  surface  sphérique  S  très  petite 
comprenant  le  point  A  a  une  valeur  finie  Q.  11  y  a  donc  dans 
l'intérieur  de  cette  surface  une  quantité  d'électricité  positive 

ég»leà« 

De  même,  un  minimum  de  potentiel  est  un  centre  d'absorp- 
tion de  force  où  il  y  a  une  masse  correspondante  d'électricité 
négative. 

Donc,  dans  un  système  électrique  quelconque^  il  ne  peut  y 
avoir  ni  maximum  absolu  ni  minimum  absolu  de  potentiel  en 
dehors  des  masses  agissantes. . 

4».  Pointset  liffnesd'éqaiiibre.— -SoîtVJe  potentiel  au  point 
P^,  V  )e  potentiel  en  un  point  voisin  P^  dont  les  coordonnées 
par  rapport  à  des  axes  passant  par  le  premier  sont  x^j  et  z. 
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On  peut  développer  le  potentiel  Y  en  fonction  des  puissances 
croissantes  des  coordonnées  et  écrire 


V=V+H,  +  H,+ +H. 


Hi  étant  une  fonction  homogène  du  premier  degré  des  coor- 
données du  point  P,  H,  une  fonction  du  second  degré,....  H» 
du  n  degré.... 

L'équation  de  Laplace  devra  être  satisfaite  séparément  pour 
chacune  de  ces  fonctions  et  on  aura,  en  général, 

Si  la  fonction  H^  est  identiquement  nulle,  c'est-à-dire  si  les 
trois  dérivées  partielles  du  potentiel  (t~)>(t")>(^) 

sont  nulles  au  point  P^,  ce  point  est  un  point  singulier  de  la 

surface  du  niveau  V^  ;  la  force  y  est  nulle,  c'est  un  point  iVé- 
quilibre. 

Pour  les  points  voisins,  on  pourra  négliger  les  puissances 
des  coordonnées  supérieures  à  la  seconde,  et  l'expression  du 
potentiel  se  réduit  à 

V=V„+H,. 

L'équation  H^^o  représente  un  cône  du  second  degré  tan- 
gent à  la  surface  du  niveau  au  point  d'équilibre  P^. 

Si  la  fonction  H,  est  elle-même  identiquement  nulle,  ainsi 
que  quelques-unes  des  suivantes,  et  que  H^,  soit  la  première 
fonction  du  développement  du  potentiel  qui  ne  s'évanouisse 
pas,  l'équation 

H„  =  o 

représentera  de  même  un  cône  du  n**  degré  tanp^ent  à  la  sur- 
face du  niveau  au  point  P^. 
Ce  cône  sera  formé  de  n  nappes^  ou  d'un  nombre  moindre, 
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correspondant  à  un  nombre  égal  de  nappes  de  la  surface  du 
niveau. 

Si  les  nappes  du  cône  se  coupent,  chaque  ligne  d'intersec- 
tion est  tangente  à  Tintersection  de  nappes  correspondantes 
de  la  surface  de  niveau,  c'est-à-dire  à  une  ligne  d'équilibre  qui 
passe  par  le  point  P^. 

48.  Si  la  surface  de  niveau  au  point  P^  est  formée  de  deux 
nappes  qui  se  coupent^  F  intersection  se  fait  à  angle  droit. 

Lorsque  la  surface  de  niveau  est  formée  de  deux  nappes 
qui  se  coupent,  le  cône  du  second  degré  tangent  en  un  point 
P^  de  la  ligne  d'intersection  se  réduit  à  deux  plans.  Si  on 
prend  la  tangente  à  cette  ligne  pour  axe  des  z,  Téquation  du 
cône  H^=o  ne  renfermera  pas  de  terme  en  z.  Pour  satisfaire 
àTéquationde  Laplace,  qui  se  réduit  à 


o. 


il  faut  alors  que  les  coefficients  des  termes  en  x^  et  j^  soient 
égaux  et  de  signes  contraires,  de  sorte  que  Téqualion  du  cône 
est  de  la  forme 

elle  représente  deux  plans  rectangulaires. 

Considérons  comme  exemple  le  cas  d'un  conducteur  A 
dont  la  surface  est  chargée  en  partie  d'électricité  positive  et 
d'électricité  négative  ;  la  ligne  de  séparation  des  deux  couches 
est  une  ligne  neutre.  La  force  est  nulle  en  tous  les  points  de  la 
ligne  neutre  (s«)  et  il  y  a  dans  le  diélectrique  une  autre  sur- 
face de  niveau,  au  même  potentiel  que  le  conducteur,  qui  le 
coupe  normalement  le  long  de  cette  ligne.  On  remarquera 
que  cette  surface  de  niveau  particulière  sépare  les  lignes  de 
force  émanant  du  conducteur  A  de  celles  qui  viennent  y 
aboutir.  On  pourrait  donc  la  considérer  comme  une  surface 
limite  des  lignes  de  force. 

49.  Si  la  surface  de  niveau  est  formée  de  n  feuillets  se  cou- 
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fmU  $uiva?it  la  même  ligne  y  les  intersections  successives  ont  lietd 

sous  r angle  -. 

Toutes  les  fonctions  H  du  développement  du  potentiel,  à 
partir  d'un  point  P^  de  la  ligne  d'équilibre,  sont  nulles  identi- 
quement jusqu'à  celle  de  degré  n,  puisque  le  cône  tangent  est 
formé  de  n  nappes.  Pour  que  Téquation  H«  =  o  représente  /* 
plans  passant  par  Taxe  de  z,  elle  ne  doit  pas  renfermer  de 
termes  en  z.  L'équation  de  Laplace  se  réduit  donc  à 

ou,  en  posant 

X— /'cosô,        j  =i:rsiné, 

La  fonction  de  degré  n  qui  satisfait  à  cette  équation  est 

H,,  =  A«r«cos(/284-afl). 

En  régalant  à  zéro,  il  vient 

cos(«0-{-a;,)~o, 

équation  qui  représente  n  plans  passant  l'axe  des  z  et  dont  les 
successifs  sont  égaux  à  -.  Les  feuillets  de  la  surface  de  niveau 

se  coupent  donc  aussi  successivement  sous  le  même  angle. 

50.  L'état  d'équilibre  est  unique.  —  On  peut  remarquer, 
d'abord,  que  la  superposition  de  deux  états  d'équilibre  est  un 
état  d'équilibre. 

En  effet,  dans  chacun  des  deux  élats  d'équilibre  le  poten- 
tiel est  constant  sur  tous  les  conducteurs.  La  superposition 
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des  deux  systèmes  de  couches  électriques  produit  en  chaque 
poiut  uo  potentiel  égal  à  la  somme  des  potentiels  relatifs  aux 
deux  états  primitifs.  Le  potentiel  est  donc  encore  constant  sur 
chacun  des  conducteurs  et  Téquilibre  existe. 

Il  en  résulte  que,  si  Ton  change  dans  un  rapport  constant  la 
densité  électrique  en  chaque  point,  on  obtiendra  un  nouvel 
état  d'équilibre,  puisque  l'opération  revient  à  superposer  deux 
ou  plusieurs  états  d'équilibre  identiques. 

51.  —  Un  système  de  conducteurs  A^,  AjjAj...,  dont  les  char- 
ges électriques  sont  toutes  nulles  séparément^  est  nécessairement 
à  rétat  neutre. 

Désignons,  en  effet,  par  Vp  Vj,  V3...,  les  potentiels  de  ces 
différents  conducteurs,  et  soit  V^,  le  plus  grand. 

Il  ne  peut  y  avoir  dans  le  diélectrique  aucun  point  où  le 
potentiel  soit  plus  élevé  que  Vp  puisqu'il  n'y  a  pas  de  maxi- 
mum de  potentiel  en  dehors  des  masses  agissantes.  Le  po- 
tentiel baisse  donc  dans  tous  les  sens  h  partir  du  conduc- 
teur A^  toutes  les  lignes  de  force  émanent  de  ce  conducteur 
et  aucune  n'y  aboutit.  Gomme  la  somme  des  flux  de  force  doit 
être  nulle,  puisque,  par  hypothèse,  la  charge  totale  de  A, 
est  nulle,  on  voit  que  tous  les  flux  de  force  élémentaires 
sont  nuls.  La  densité  est  donc  nulle  sur  toute  la  surface  et, 
par  suite,  le  conducteur  n'est  pas  électrisé. 

Le  conducteur  A^  étant  à  l'état  neutre  n'exerce  aucune  ac- 
tion sur  les  conducteurs  voisins,  on  peut  le  supprimer  et 
raisonner  de  la  même  manière  sur  le  conducteur  suivant  A^  ; 
on  démontrera  ainsi  successivement  que  tous  les  conducteurs 
sont  à  l'état  neutre. 

Supposons  maintenant  que  les  conducteurs  Ap  A,,  A3..., 
ayant  des  charges  IMp  M,^  Mj...^  différentes  de  zéro,  il  y  ait 
deux  états  d'équilibre  possibles,  tels  que  les  densités  sur 
les  conducteurs  A^,  A,,  A3...,  soient  ffp  a^,  Cj...,  dans  le 
premier  état  et  a.|,  a^,  a,...,  dans  le  second. 

En  changeant  les  signes  de  toutes  les  masses  électriques 
du  deuxième  état^  on  aura  encore  un  état  d'équilibre,  le- 
quel, superposé  au  premier,  donnera  un  nouvel  état  d'équi- 
libre où  la  charge  totale  sera  nulle  sur  chacun  des  conduc- 
teurs. 
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Dans  ce  cas,  la  densité  doit  être  nulle  partout,  d  après  la 
remarque  précédente.  On  a  donc 

/ 

/ 

«^3 ^3? 


La  distribution  est  donc  la  même  dans  les  deux  états,  et  par 
suite  réquilibre  est  unique.  Si  le  système  proposé  comprenait 
des  masses  fixes,  on  pourrait  toujours  les  supposer  sur  des 
conducteurs  infiniment  petits  et  rien  ne  serait  changé  aux 
raisonnements.  Le  théorème  est  donc  général. 

ft9.  Théorème*  relatif*  aux  «urfaee*  fermées.  —  Si  le  poteti- 

tielest  constant  sur  une  surface  fermée  S  ne  rejifermant  pas  de 
masse  agissante^  il  est  constant  dans  tout  f  intérieur. 

En  effet,  le  potentiel  ne  pourrait  varier  à  l'intérieur  de  la 
surface  S  sans  atteindre  en  un  point  une  valeur  maximum  ou 
minimum,  ce  qui  est  impossible  puisqu'il  n^y  a  pas  d'élec- 
tricité (4ft). 

Si  la  surface  considérée  est  la  surface  extérieure  d'un  con- 
ducteur, on  voit  que  le  potentiel  est  constant^  non  seulement 
dans  la  masse  du  conducteur,  ce  qui  est  une  conséquence 
déjà  déduite  des  conditions  de  l'équilibre,  mais  dans  les  cavi- 
tés que  celui-ci  peut  renfermer. 

53.  —  Si  une  surface  à  potentiel  constant  comprend  unepor^ 
tion  du  diélectrique^  le  potentiel  est  constant^  non  seulement  dans 
l'espace  intérieur,  mais  dam  tout  F  espace  extérieur^  en  dehors 
des  masses  agissantes. 

En  effet,  le  potentiel  étant  constant  à  l'intérieur,  aucune 
ligne  de  force  ne  traverse  la  surface  ;  toutes  celles  qui  pour- 
raient la  rencontrer  devraient  y  naître  ou  s'y  absorber,  ce 
qui  est  impossible  puisque  la  surface  ne  porte  pas  d'électri- 
cité. Aucune  ligne  de  force  ne  rencontre  donc  la  surface. 

Puisqu'il  n'y  a  aucune  ligne  de  force  rencontrant  la  sur- 
face, le  potentiel  est  constant  à  l'extérieur  dans  son  voisi- 
nage immédiat  ;  on  peut  donc  tracer  tout  autour  une  nouvelle 
surface  S' jouissant  de  la  même  propriété,  sur  laquelle  on 
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répétera  le  même  raisonnement,  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment, à  la  condition  de  se  tenir  toujours  en  dehors  des  mas- 
ses agissantes. 

64.  —  Ce  dernier  théorème  a  été  démontré  par  Gauss, 
d'une  manière  différente,  au  moyen  du  lemne  suivant  : 

Si  une  surface  sphérique  ne  renferme  aucune  masse  agis- 
sante, le  potentiel  au  centre  est  la  moyenne  des  valeurs  du 
potentiel  aux  différents  points  de  la  surface. 

En  effet,  soit  R  le  rayon  de  la  sphère,  m  une  des  masses 
agissantes  située  en  un  point  A  à  une  distance  d  du  centre, 
et  r  la  distance  au  point  A  d'un  élément  rfS  de  la  surface; 
la  valeur  moyenne,  sur  la  surface,  du  potentiel  dû  à  la  masse 
m  a  pour  expression 

rmd% 

V    -1-J—' 

la  somme    /  — -;-  est  la  valeur  en  A  du  potentiel  d'une 

couche  homogène  de  densité  m  qui  recouvrirait  la  sphère, 
elle  est  égale  [^i)  à 

47:R^m 


La  valeur  moyenne  du  potentiel  sur  la  sphère  est  donc 

V   -- 

c'est-à-dire,  égale  à  la  valeur  du  potentiel  au  centre. 

Ce  raisonnement  s'étend  évidemment  à  un  nombre  de  mas- 
ses quelconque. 

Cela  posé,  supposons  que  dans  une  portion  du  diélectrique 
limitée  parla  surface  S,  le  potentiel  ait  une  valeur  constante 
V  ;  si  la  valeur  du  potentiel  était  différente  de  V  à  Textérieur, 
il  serait  toujours  possible  de  tracer  une  sphère  ayant  son 
centre  à  l'intérieur  de  S  et  ne  rencontrant  à  l'extérieur  que 
des  points  où  le  potentiel  aurait  une  valeur  toujours  plus 

Éleclr.  et  Magn,  I  —  4 
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grande  ou  toujours  plus  petite  que  V  ;  mais  alors  la  valeur 
moyenne  du  potentiel  sur  la  sphère  serait  différente  de  sa 
valeur  au  centre.  Le  potentiel  à  l'extérieur  de  la  surface  S 
ne  peut  donc  être  différent  de  V. 

55.  —  Larsqu'tme  surface  fermée  S  enveloppe  toutes  les 
masses  agissantes  et  que,  sur  cette  surface,  le  potentiel  a  une 
valeur  constante  V,  il  a  en  chacun  des  points  extérieurs  une 
valeur  comprise  entre  V  et  zéro. 

Supposons  V  positif.  Comme  le  potentiel  est  nul  à  l'infini, 
il  ne  peut  avoir  en  un  point  P  extérieur  à  la  surface  une  va- 
leur supérieure  à  V,  sans  quoi  il  y  aurait  quelque  part  un 
maximum  de  potentiel  et,  par  suite,  des  masses  électriques,  ce 
qui  est  contraire  à  Thypothèse.  De  même,  le  potentiel  en  P  ne 
peut  pas  être  plus  petit  que  zéro,  sans  quoi  il  y  aurait  un 
minimum.  Le  potentiel  à  l'extérieur  est  donc  compris  entre 
V  et  zéro.  Il  ne  peut  même  être  égal  à  V,  à  moins  que  V 
lui-même  ne  soit  nul.  En  effet,  il  ne  peut  être  égal  à  V  sans 
être  un  maximum  par  rapport  aux  points  voisins  ou  sans 
faire  partie  d'une  région  à  potentiel  constant  qui  s'étendrait 
jusqu'à  la  surface  S  ;  mais,  dans  ce  dernier  cas,  d'après  le 
théorème  précédent,  le  potentiel  serait  constant  dans  tout 
le  diélectrique  et  ne  pourrait  avoir  que  la  valeur  zéro,  puis- 
qu'il est  nul  à  l'infini. 

50.  —  Une  surface  conductrice  S  qui  renferme  toutes  les 
masses  agissantes  ne  peut  avoir  d^électricité  que  d'une  seule 
espèce. 

En  effet,  soit  V  le  potentiel  de  la  surface  que  nous  sup- 
poserons positif.  S'il  y  avait  de  l'électricité  négative  en  un 
point  A,  des  lignes  de  force  aboutiraient  à  ce  point,  et  il  fau- 
drait qu'il  y  eût  quelque  part  un  point  extérieur  P  où  le  po- 
tentiel eût  une  valeur  supérieure  à  V,  ce  qui  est  impossible 
d'après  le  théorème  précédent. 

5».  —  Lorsque,  dans  un  système  en  équilibre,  un  corps  con- 
ducteur  enveloppe  diverses  masses  électriques,  la  somme  algé- 
brique des  quantités  d^électricité  situées  à  l'intérieur  et  sur  la 
surface  interne  du  corps  est  nulle. 

Soient  m,  m\  m\...  les  masses  comprises  à  l'intérieur  du 
conducteur  A  (fig.  i3)  et  M  la  masse  de  la  couche  répandue  sur 
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la  surface  interne  S  ;  ajoutons  qu'il  peut  y  avoir  de  l'électri- 
cité sur  la  surface  extérieure  S' et  d'autres  masses  en  dehors. 
Sur  une  surface  fermée  S^  prise  dans  le  conducteur  et  com- 
prenant toutes  les  masses  internes,  la  force  est  nulle  en  cha- 
que point. 

Le  flux  de  force  relatif  à  cette  surface  est  donc  nul  et,  par 


Fig.  i3 

conséquent,  la  somme  algébrique  des  masses  qu'elle  renferme 
est  nulle.  On  a  donc 

M  +  m -h  m' -h  m*  H- =:o, 

ou 

M-h2]'^=o. 

La  couche  M  développée  par  influence  sur  la  surface  S  est 
égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme  algébrique  des  masses 
comprises  dans  la  cavité.  Cette  couche  absorbe  le  flux  de 
force  qui  émane  des  masses  intérieures.  Le  système  de  cette 
couche  et  des  masses  qu'elle  comprend  donne  un  potentiel  nul 
et  une  action  nulle  en  tout  point  extérieur. 

Si  le  conducteur  A  est  en  communication  avec  le  sol,  son 
potentiel  est  nul  ;  si  donc  il  n'y  a  pas  d'autres  masses  agis- 
santes que  celles  qui  sont  comprises  dans  la  cavité^  la  surface 
extérieure  S'  est  à  l'état  neutre  et  le  potentiel  est  nul  partout 
en  dehors  de  la  cavité. 

Une  masse  électrique  M'  mise  sur  la  surface  S'  isolée  y 
prend  une  distribution  indépendante  des  masses  intérieures. 
Elle  produira  un  potentiel  constant  V  dans  toute  l'étendue  du 
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conducteur  A  et  des  cavités  qu'il  renferme,  et  ce  potentiel 
s'ajoutera  en  chaque  point  au  potentiel  déjà  existant.  La 
niasse  M'  n'aura  donc  aucune  influence  sur  l'équilibre  des 
masses  intérieures. 

58.  —  S'il  n'y  a  pas  d'autres  masses  agissantes  que  celles 
qui  sont  comprises  dans  la  cavité,  et  si  le  conducteur  A  était 
primitivement  à  l'état  neutre,  sa  charge  totale  doit  rester 
nulle  ;  en  même  temps  qu'une  couche  M  sur  la  surface  in- 
térieure S,  il  se  développera  une  couche  égale  et  contraire  M' 
sur  la  surface  extérieure  S'  et  on  aura, 

M'  =  --M— m4-m'-+-m" =^m. 

Cette  couche  W,  égale  à  la  somme  algébrique  des  masses 
intérieures  et  de  même  signe,  est  en  équilibre  d  elle-même 
quelle  que  soit  la  position  des  masses  intérieures. 

On  trouve  ainsi  la  loi  de  Faraday  :  La  quantité  (T électricité 
induite  par  un  système  électrique  sur  un  corps  conducteur  qui 
V enveloppe  est  égale  à  la  quantité  inductrice. 

59.  —  L action  que  des  masses  électriques  données  exercent 
à  r extérieur  d'une  surface  fermée  quelconque  est  la  même  que 
celle  d'aine  couche  de  même  masse  répandue  sur  cette  surface 
suivant  une  certaine  loi. 

Soient  in\m\nx' ou  ^m  les  masses  données,  que  nous 

supposerons  fixes  comme  si  elles  appartenaient  à  des  corps 
non  conducteurs  ;  une  surface  S  de  forme  quelconque  les 
renferme.  Supposonsque,  pour  un  instant,  nous  remplacions 
cette  surface  par  un  feuillet  matériel  formant  un  conducteur 
infiniment  mince  relié  au  sol  ;  la  surface  interne  de  ce  feuil- 
let se  recouvrira  d'une  masse  —  M=— 2]'"  dont  le  potentiel 
pour  tous  les  points  extérieurs  est  égal  et  de  signe  contraire 
à  celui  de  ^m.  Une  couche  4- M  distribuée  de  la  même  ma- 
nière sur  la  surface  S  aura  donc  partout  à  l'extérieur  un  po- 
tentiel égal  et  de  même  signe  que  celui  des  masses  considé- 
rées ^ni. 

En  général,  la  couche  M  ne  sera  pas  en  équilibre  d'elle- 
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même,  c'est-à-dire  qu'elle  n'aura  pas  la  distribution  qui  résul- 
terait de  la  forme  de  la  surface  et  de  l'action  des  masses  exté- 
rieures; les  lignes  de  force  ne  la  coupent  pas  normalement. 

60.  —  La  couche  -+-  M  sera  en  équilibre  d'elle-même,  si  la 
surface  S  est  une  surface  de  niveau  du  système  primitif,  en 
tenant  compte  des  m/isses  extérieures. 

Désignons  par  ^m'  les  masses  extérieures.  Les  lignes  de 

force  du  champ  sont  les  mêmes  à  l'extérieur  de  S  pour  le 

système  ^m  et  ^m'  et  pour  le  système  M  et  ^m';  ces  lignes 

étant  normales  à  S  par  hypothèse,  la  couche  M  qui  la  recouvre 
y  est  en  équilibre  et  a  un  potentiel  constant  V. 
On  pourra  donc,  pour  les  points  extérieurs,  remplacer  le 

système  ^m  par  une  masse  égale  en  équilibre  sur  une  surface 

de  niveau  qui  l'entoure,  la  densité  étant  déterminée  en  cha- 
que point  par  la  condition 


^_F  ^ idW 


Cette  substitution  modifie  toujours  le  champ  à  Tintérieur 
de  la  surface  S  ;  dans  le  cas  actuel,  le  potentiel  intérieur  est 
deyenu  constant  et  égal  à  V,  puisqu'il  est  constant  sur  la 
surface  et  que  la  cavité  ne  renferme  plus  d'électricité. 

Si  le  potentiel  est  constant^  la  force  est  nulle,  le  système 

extérieur  ^m'  et  la  couche  M  exercent  donc  en  chaque  point 

de  l'intérieur  de  S  des  actions  égales  et  contraires;  une  couche 
— M  exercerait  des  actions  égales  et  de  même  signe  que  celles 

de  ^m\  On  peut  donc,  pour  tous  les  points  intérieurs  à  la  sur- 

Tace  de  niyeau  S,  substituer  a  l'action  des  masses  extérieures 

celle  d'une  couche  en  équilibre  égale  aux  masses  intérieures  et 

de  signe  contraire. 
•1.  —  Il  en  résulte  les  théorèmes  suivants  : 
Si  l'on  considère  une  surface  de  niveau  S  dans  un  système 

électrique  quelconque,  on  peut  : 

I*  Pottr  tous  les  points  extérieurs ,  remplacer  les  masses  in-- 
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térieures^m  par  une  masse  M,  égale  et  de  même  signe ^  en 

équilibre  sur  cette  surface  ; 

2®  Pour  les  points  intérieurs,  remplacer  les  masses  extérieures 

^m' par  la  même  masse  M  changée  de  signe,  c'est-à-dire  par 

une  masse  égale  et  contraire  aux  masses  intérieures,  cette  cou- 
che étant  encore  en  équilibre. 
62.   Tkéorème  de  «auM.  —  Étant  donnés  deux  Systèmes 

électriques,  l'un  formé  de  masses  m^,m^,m^, et  donnant 

un  potentiel  V,  Tautre  de  masses  m^fm^ym^, et  donnant 

un  potentiel  V,  on  aura  identiquement 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  masses  élémentaires  du  premier 
système,  multipliées  respectivement  par  la  valeur  du  potentiel 
du  second  système  au  point  qu'elles  occupent,  est  égale  à  la 
somme  analogue  relative  aux  masses  du  second  système;  les 
sommes  doivent  être  remplacées  par  des  intégrales  si  les 
masses  occupent  une  étendue  finie. 

Cette  proposition  est  une  identité  et  il  suffit,  pour  s'en  as- 
surer, de  remplacer  les  potentiels  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion des  masses  et  des  distances.  On  voit  alors  que  chacun 
des  membres  de  l'équation  est  égal  à  la  somme  des  produits 
obtenus  en  multipliant  chaque  masse  d'un  système  par  une 
masse  de  l'autre  et  divisant  le  produit  par  la  distance  qui 
les  sépare. 

Il  suffirait  aussi  de  remarquer  que  les  sommes  ^m'\  et 

^mV  désignent  le  travail  qu'il  faudrait  dépenser  pour  ame- 
ner respectivement  en  présence  l'un  de  l'autre,  depuis  l'infini 
jusqu'à  la  position  qu'ils  occupent,  les  deux  systèmes  ^m  et 

^m'  supposés  rigides  et,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  ce  travail 

est  évidemment  le  même. 

Lorsque  les  deux  systèmes  considérés  sont  des  conduc- 
teurs ApAjyAs, en  équilibre,  le  potentiel  est  constant 

sur  chaque  conducteur,  et  si  on  désigne  leurs  masses  totales 
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par  MpM,,  M3,  et  M\,M\^W^ ,  Téquation  devient 


M,v;4-M,v;4-M,v; =M;Vi4-M;v,+M;v3 


63.  Corollaires.  —  Les  théorëmes  suivants,  comme  Ta  mon- 
tré M.  Bertrand,  peuvent  être  considérés  comme  des  corol- 
laires du  théorème  de  Gau?s. 

I.  —  Si  un  conducteur  A  d  tétat  neutrCy  isolé  ou  non,  est 
soumis  à  Faction  iune  masse  électinque  m  placée  successive- 
ment  en  deux  points  P  et  P'  du  diélectrique^  le  potentiel  dû 
à  la  charge  induite  en  A  sera  le  même  au  point  P'  dans  le 
premier  cas  quau  point  P  dans  le  second. 

Remarquons  d*abord  qu'on  peut  toujours  considérer  un 
point  quelconque  du  diélectrique  comme  le  centre  d*uiie 
sphère  conductrice  infiniment  petite,  puisque  la  charge  que 
prend  cette  sphère  est  toujours  nulle,  et  donne  toujours  en 
son  centre  un  potentiel  égal  à  zéro. 

Si  le  corps  A  est  en  communication  avec  le  sol,  on  aura  à 
considérer  les  deux  états  d'équilibre  suivants  : 


Poteiuiela. 

Charges. 

(  Sphère  P 

u 

m 

I* 

Sphère  P' 

V 

0 

(  Corps  A 

0 

X 

Sphère  P 

v 

0 

2* 

Sphère  P' 

U' 

m 

Corps  A 

0 

X 

Si  l'on  applique  le  théorème  de  Gauss  à  ces  deux  états, 

on  obtient 

mV'r 

=  mV, 

ou 

v=. 

=V'. 

Si  le  corps  A  est  isolé,  son  potentiel  n*est  pas  égal  ù  zéro, 
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mais  sa  charge  totale  est  nulle  dans  les  deux  états  et  le  résul- 
tat final  est  le  même. 

II.  —  Si,  de  deux  conducteurs  A  et  B,  chacun  est  mis 
successivement  en  communication  avec  une  source  qui  le 
porte  au  potentiel  V,  t autre  étant  en  communication  avec 
le  sol  et  par  suite  au  potentiel  zéro,  la  quantité  d* électricité 
développée  par  influence  sur  le  dernier  est  la  même  dans  les 
deux  cas. 

On  a,  en  effet,  dans  le  premier  état 


Potentiel. 

Charge. 

A 

V 

X 

B 

o 

~M 

et,  dans  le  second, 

Potentiel. 

Charge. 

A 

0 

-M' 

B 

V 

X 

Appliquante  théorème  précédent. 

on  obtient 

MV=MV, 

ou 

M'=:M. 

64.  Théorème  d'Earnshftw.  —  Uîi  corps  électrisé  ne  petit  pas 
être  en  équilibre  stable  dans  un  champ  électrique. 

Soit  un  corps  électrisé  A  placé  dans  un  champ  produit  par 
des  masses  extérieures  B,  et  supposons  fixées  toutes  les  masses, 
y  compris  celle  de  A. 

Désignons  par  m  la  masse  électrique  d'un  élément  de  vo- 
lume de  A  en  un  point  P  où  le  potentiel  des  masses  exté- 
rieures est  V.  L'énergie  du  corps  dans  le  champ  est 

(i)  W=2]'^V. 

.  Pour  qu  il  y  ait  équilibre  stable,  il  faut  que  dans  une  direc- 
tion quelconque  r  la  dérivée  Ar-7  soit  nulle  ou  positive. 
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Soient  a:,  j,  z,  les  coordonnées  du  point  P  ;  Ç,  y;,  ;  celles 
d'un  point  P^  pris  à  l'intérieur  du  corps  A,  et  a,  i,  c  celles  du 
point  P  par  rapport  à  trois  axes  nouveaux  parallèles  aux  pre- 
miers et  passant  par  le  point  P^  ;  on  aura 

Z:=C+l. 

Le  potentiel  V  peut  être  considéré  comme  une  fonction 
de  a,  by  e  et  de  5,  yj,  Ç,  Si  le  corps  A  est  astreint  à  se  déplacer 
parallèlement  à  lui-même,  on  aura 

et,  par  suite 

Cette  somme  étant  nulle  pour  chacun  des  termes  mV  du 
second  membre  de  l'équation  (i),  puisque  V  représente  le  po- 
tentiel des  masses  extérieures,  on  aura  aussi 

Aw    ^'W    ;)2W    D»W 

L'énergie  W  est  donc  une  fonction  des  coordonnées  du 
point  P^,  et  cette  fonction  satisfait  à  l'équation  de  Laplace, 
tant  que  l'équation  (2)  est  elle-même  satisfaite.  On  peut  sup- 
poser que  le  point  P^  reste  compris  à  l'intérieur  d'une  sphère 
de  rayon  r  assez  petit  pour  que  le  corps  considéré  A  ne  ren- 
contre aucune  des  masses  extérieures.  Pour  tout  déplacement 
parallèle  à  l'un  des  rayons  de  cette  sphère,  la  variation  d'é- 
nergie sera 

Dr 
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Appliquons  Téquation  de  Green  (39)  à  la  surface  de  celte 
sphère^  nous  aurons 


f^dS=fAWds^=^o, 


L'intégrale   /  -r—  dS  devant  être  nulle,  il  en  résulte  que 

la  dérivée  -r—  est  négative  pour  certaines  directions  et  posi- 
tive pour  d'autres  ;  par  conséquent  le  corps  A  n'est  pas  en 
équilibre,  et  il  tend  à  se  déplacer  vers  les  régions  pour  les- 
quelles l'énergie  W  diminue. 

il  y  a  équilibre  si  -—  est  toujours  nul,  c'est-à-dire  si  l'éner- 

gie  est  constante  ou  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum 
absolu.  On  a  alors 

ir  =  ir=I'«-5ï=-I'^X=:o, 
et,  de  même. 

^/nZ  =0. 

Les  composantes  X,  Y,  Z  de  la  force  du  champ  produit  par 
les  masses  extérieures  peuvent  être  développées  en  fonction 
des  puissances  croissantes  des  coordonnées  a,  £,  c,  et  des  com- 
posantes X^,  Y^,  Z^  relatives  au  point  P^,  ce  qui  donne 


X:=X„-hH^+H,-h 4-H;.4-. 


Hp  H2,....  H/,.,  étant  des  fonctions  des  degrés  i,  2....  /i..  des 
coordonnées  a,  b  et  c. 
11  vient  alors 

2;mX=2'^(X,H-H,4-H,+ +H.)  =  o. 
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Pour  que  cette  équation  soit  satisfaite,  il  est  nécessaire  que 
tous  les  coefficients  du  développement  soient  nuls  ;  cela 
exige  d'abord  que  toutes  les  dérivées  de  X  soient  nulles,  puis- 
que la  position  du  poiat  P^  est  arbitraire,  et  ensuite  qu'on  ait 

Il  faut  donc,  ou  que  la  masse  totale  ^m  du  corps  A  soit  nulle, 

ou  que  les  composantes  X^,  Y^  et  Z^  de  la  force  soient  nulles 
elles-mêmes. 

Ainsi,  pour  qu'un  corps  électrisé  soit  en  équilibre  dans  un 
champ  électrique,  il  faut,  ou  que  la  force  du  champ  soit  nulle, 
ou  que  le  champ  soit  uniforme,  avec  la  condition  que  la 
somme  algébrique  des  masses  électriques  que  possède  le 
corps  soit  nulle. 

Nous  avons  supposé  pour  cette  démonstration  que  Télectri- 
cité  était  fixée  sur  le  corps  A  et  que  les  masses  extérieures 
formaient  elles-mêmes  un  système  rigide.  Le  théorème  s'ap- 
plique, à  plus  forte  raison,  au  cas  où  le  système  renfermerait 
des  corps  conducteurs.  Si  l'équilibre  stable  n'existe  pas 
quand  on  introduit  des  liaisons  dans  le  système,  il  existe  en- 
core moins  lorsqu'on  supprime  ces  liaisons,  par  exemple,  lors- 
que les  corps  électrisés  sont  en  partie  conducteurs,  ce  qui 
laisse  plus  de  Jeu  au  déplacement  des  masses  électriques. 
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65.  Conditions  d'équilibre  des  conducteim.   —    Le    problème 

général  de  Téquilibre  électrique,  quand  il  ne  s'agit  que  de 
conducteurs,  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Les  conducteurs  étant  donnés  de  forme  et  de  position^  les  uns 
isolésy  les  autres  en  communication  avec  le  sol,  les  premiers 
chargés  (Tune  quantité  donnée  d'électricité,  déterminer  le  poten- 
tiel  en  chaque  point. 

En  d'autres  termes,  le  problème  revient  à  déterminer  une 
fonction  V  des  coordonnées  qui  satisfasse  aux  conditions  sui- 
vantes : 

1^  La  fonction  doit  devenir  nulle  à  Tinfini  et  prendre  une 
valeur  constante  sur  chacun  des  conducteurs,  celte  valeur 
étant  zéro  sur  tous  les  conducteurs  en  communication  avec 
le  sol. 

2®  La  somme  des  trois  dérivées  secondes  partielles  de  la 
fonction  doit  être  nulle  dans  toute  l'étendue  des  diélectriques 
et  à  rintérieur  des  conducteurs,  puisque  la  densité  électrique 
est  nulle  en  tous  ces  points. 

3""  En  chaque  point  de  la  surface  des  conducteurs  la  den- 
sité superficielle  est  déterminée  par  l'équation 

^ i_rfV 

"~      4^  dn  ' 

de  sorte  que  la  charge  totale  M  de  l'un  des  conducteurs  a 
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pour  expression 


Ces  trois  conditions  sont  suffisantes,  puisqu'elles  déterminent 
un  état  d'équilibre  satisfaisant  aux  données  de  la  question,  et 
qu'il  n'y  a  pour  le  système  qu'un  seul  état  d'équilibre. 

Ce  problème  présente  le  plus  souvent  de  grandes  difficul- 
tés au  point  de  vue  mathématique,  et  on  n'en  connaît  pas  de 
solution  générale.  Il  n'a  été  résolu  d'une  manière  complète 
que  dans  quelques  cas  particuliers,  dont  nous  étudierons  plus 
loin  les  principaux;  mais  on  peut  déduire  de  l'énoncé  géné- 
ral un  certain  nombre  de  propriétés  remarquables. 

66.  Bemav4ue«  i^énéraiea.  —  Supposons  d'abord  que,  parmi 
tous  les  conducteurs  en  présence  A^  Aj...  An,  un  seul  A^,  étant 
isolé,  ait  reçu  une  charge  M,  et  que  tous  les  autres  soient  en 
communication  avec  le  sol. 

Lorsque  l'équilibre  est  établi,  le  potentiel  a  une  valeur 
constante  V^  sur  A^,  et  il  est  nul  sur  tous  les  autres  conduc- 
teurs. Supposons  V|  >  o. 

Dans  toute  l'étendue  du  diélectrique  le  potentiel  ne  peut 
être  ni  supérieur  à  V^  ni  inférieur  à  zéro,  et  il  est  compris 
entre  V^  et  o  {55).  11  en  résulte  que  les  conducteurs  en  commu- 
nication avec  le  sol  ne  possèdent  que  de  l'électricité  négative  ; 
car  si  leur  surface  présentait  des  régions  positives,  il  en  par* 
tirait  des  lignes  de  force  qui  se  dirigeraient  vers  des  points 
où  le  potentiel  serait  plus  faible,  c'est-à-dire  négatif,  et  ces 
points  n'existent  pas. 

Toutes  les  lignes  de  force  du  champ  émanent  donc  exclu- 
sivement du  conducteur  A^;  les  unes  vont  aboutir  aux 
conducteurs  en  communication  avec  le  sol,  les  autres  s'éloi- 
gnent indéfiniment. 

Il  en  résulte  que  la  charge  négative  de  ces  conducteurs  est 
une  fraction  seulement  de  celle  qui  existe  sur  A|  ;  les  deux 
charges  ne  seraient  égales  que  si  l'un  des  conducteurs  en 
communication  avec  le  sol  entourait  complètement  A^. 

•7.  —  Supposons  maintenant  quil  y  ait  en  présence 
du  conducteur  A^  d'autres  conducteurs  isolés  A^,  A3, , 
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d'abord  à  réiai  neutre  et  dont  la  charge  totale  est,  par  suite, 
restée  nulle. 

Le  potentiel  est  encore  positif  et  plus  petit  que  V^  dans 
toute  rétendue  du  diélectrique.  Il  a  une  valeur  constante  sur 
chacun  des  autres  conducteurs;  cette  valeur  est  positive, 
puisque  tous  les  conducteurs  ont  une  partie  de  leur  surface 
chargée  d'électricité  positive,  qu'il  en  émane,  par  conséquent, 
des  lignes  de  force,  et  que  ces  lignes  de  force  se  propagent 
vers  des  régions  où  le  potentiel  est  partout  positif. 

Soit  Aj  celui  des  conducteurs  isolés  dont  le  potentiel  V, 
est  le  plus  élevé  ;  une  portion  de  sa  surface  est  négative,  il 
reçoit  donc  des  lignes  de  force.  Aucune  de  ces  lignes  de  force 
ne  lui  vient  du  sol,  ni,  par  hypothèse,  des  autres  conducteurs, 
dont  le  potentiel  est  plus  faible;  toutes  proviennent  donc  du 
conducteur  A^,  et  par  suite  V^  est  plus  petit  que  V^.  Comme, 
d'ailleurs,  les  lignes  de  force  reçues  par  A,  ne  forment  pas  la 
totalité  de  celles  qui  sont  émises  par  A^,  chacune  des  couches 
positive  et  négative  qui  forment  la  charge  nulle  de  A^  est  plus 
petite  que  la  charge  totale  de  A^. 

On  raisonnerait  de  même  pour  tous  les  autres  conduc- 
teurs ;  ainsi,  le  suivant  par  ordre  de  grandeur  du  potentiel,  A3 
par  exemple,  reçoit  des  lignes  de  force  de  A^  et  de  A^,  et  ces 
dernières  peuvent  être  considérées  comme  provenant  indi- 
rectement de  A^.  Sur  chacun  des  conducteurs  isolés,  la  charge 
négative  est  donc  moindre  que  la  charge  positive  de  A^,  à 
moins  que  l'un  d'eux  ne  forme  une  surface  fermée  envelop- 
pant complètement  le  conducteur  A^. 

es.  ItcIaCloiis  entre  les  chariree  et  les  potentiels.  —  Dési- 
gnons toujours  par  A^,  A^...  An  les  conducteurs,  et  soient 
M^,  M^....  Un  leurs  charges  respectives  et  V^,  Vj...  V^  les 
potentiels  correspondants. 

Supposons  d'abord  tous  les  conducteurs  isolés,  à  l'état  neu- 
tre et  au  potentiel  zéro.  Si  nous  donnons  à  l'un  d'eux,  A^  une 
charge  positive  égale  à  l'unité,  son  potentiel  devient  ai,  et  ceux 
des  autres  conducteurs  sont  respectivement  oji,  «si...  a^,.  Si, 
au  lieu  d'une  charge  égale  à  l'unité,  on  donnait  à  A,  la 
charge  M^,  tous  les  potentiels  seraient  multipliés  par  M,  ; 
ils  seraient  aiiMi,ai,Mi...  (XnMi.  Supposons  qu'on  décharge  A^ 
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et  qu'on  donne  à  A,  la  charge  M^,  les  potentiels  deviendront 

oisHs,  osMi a/iaM»;  et  ainsi  de  suite.  Or  Tétat  final,  quand 

tous  les  conducteurs  reçoivent  simultanément  leurs  charges 
respectives,  est  la  superposition  de  tous  les  états  obtenus 
ainsi  successivement;  on  aura  donc,  pour  exprimer  le  poten- 
tiel de  chacun  des  conducteurs^  une  équation  de  la  forme 

et,  par  suite,  n  équations  semblables  pour  le  système  total. 

On  en  conclut  le  théorème  suivant  : 

Dam  tm  système  électrique  quelconque  en  équilibre^  les  po- 
tentiels des  divers  conducteurs  peuvent  s  exprimer  linéairement 
en  fonction  des  charges. 

Parmi  les  n*  coefficients  des  équations  (i),  le  coefficient  «^^ 
exprime  le  potentiel  du  conducteur  A,  quand  il  est  charge 
de  Tunité  d'électricité,  tous  les  autres  étant  à  Tétat  neutre  ; 
un  coefficient  tel  que  o^p  désigne  le  potentiel  que  prend,  en 
même  temps,  un  des  conducteurs  tels  que  A^. 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  derniers  coefficients  satisfont 
à  la  relation 

(2)  *W=*2P- 

En  effet,  considérons  les  deux  états  successifs  où  chacun 
des  conducteurs  Ap  et  A^  est  seul  chargé  de  l'unité  d'élec- 
tricité, tous  les  autres  étant  à  l'état  neutre;  l'application  du 
théorème  de  Gauss  (es)  donne  immédiatement  la  rela- 
tion (2). 

La  remarque  faite  plus  haut  (e?)  montre  que  tous  les 
coefficients  a  sont  {)ositifs  et  qu'un  coefficient  tel  que  ol^ 
n'est  jamais  supérieur  à  o^p  ou  a^^. 

••.  —  Si  l'on  résout  les  équations  (i)  par  rapport  aux 
charges,  on  aura  n  équations  de  la  forme 

(3)  Mp  =  Y„iVi  -h  Yi.aV, -h  YpnVn, 

contenant  n^  coefficients  dont  la  signification  est  évidente. 
Le  coefficient  ^^^  exprime  la  charge  qu'il  faut  donner  au 
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conducteur  A^  pour  le  porter  au  potentiel  un,  tous  les  autres 
étant  au  potentiel  zéro.  Ce  coefficient,  qui  joue  un  grand  rôle 
dans  la  théorie  de  rélcctricité,  est  appelé  la  capacité  du  con- 
ducteur Â^;  nous  y  reviendrons  dans  un  instant.  Un  coeffi- 
cient tel  que  Yç?  exprime  la  charge  que  prend,  en  même 
temps,  par  induction,  le  conducteur  A^  en  communication 
avec  le  sol;  on  pourrait  l'appeler  le  coefficient  (T électricité 
induite  sur  A^  par  A^. 

L'application  du  théorème  de  Gauss,  dans  le  cas  de  deux 
états  successifs  où  chacun  des  conducteurs  A^  et  A,  est  porté 
au  potentiel  t/n,  les  autres  communiquant  avec  le  sol,  montre 
que  ces  coefficients  sont  encore  égaux  deux  à  deux  et  qu'on  a 
la  relation 

qui  n'est  qu'une  extension  du  théorème  démontré  plus  haut 
(ea)  pour  deux  conducteurs. 

Si  on  se  reporte  à  la  remarque  du  n"*  ee,  il  est  facile  de  voir 
que,  tandis  que  les  coefficients  y^p,  qui  expriment  les  capa- 
cités, sont  tous  positifs^  les  coefficients  d'électricité  induite, 
tels  que  y^,,  sont  tous  négatifs  ;  de  plus,  que  la  somme  de  tous 
ceux  qui  sont  relatifs  à  L'induction  exercée  par  un  même 
conducteur  n'est  jamais  supérieure,  en  valeur  absolue,  à  la 
capacité  de  ce  conducteur  lui-même.  Par  exemple,  on  a 

à  moins  que  l'un  des  conducteurs  A,  en  communication  avec 
le  sol  n'enveloppe  complètement  le  conducteur  Ap.  Dans  ce 
cas,  on  aurait 

et  les  n  —  2  autres  coefficients  relatifs  au  conducteur  A^,  Yip» 
Yïp Y«p»  seraient  nuls. 

90.  Analoi^les  du  problème  de  l'équilibre  éleetrlqae.   —  Il 

est  intéressant  de  rapprocher  du  problème  que  nous  venons 
de  traiter,  deux  autres  problèmes  relatifs  à  des  phénomènes 
tout  différents,  mais  qui,  au  point  de  vue  analytique,  pré- 
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sentent  Tanalogie  la  plus  complète  :  celui  de  la  propaga- 
tion uniforme  de  la  chaleur  dans  un  milieu  homogène  et 
celui  du  mouvement  permanent  d'un  liquide  incompressible 
et  sans  frottement. 

En  résumé,  le  problème  électrique  est  caractérisé  par 
Texistence d'une  fonction  des  coordonnées  V  qui,  s'annulant  à 
llnfini,  a  une  valeur  constante  sur  chacun  des  conducteurs, 
et  satisfait  pour  tout  point  du  diélectrique  à  la  relation 

AV-rO, 

dont  la  signification  physique  est  très  simple.  X,  Y  et  Z  étant 
les  composantes  de  la  force  en  un  point  P,  la  quantité 

DX     DY     ^Z^ 


,,,         /DX     DY     M\ 


représente  le  flux  total  de  force  qui  sort  d'un  élément  de 
volume  pris  en  ce  point,  et  l'équation  AV  =  o  exprime  que  ce 
flux  est  nul  dans  le  diélectrique  ou  à  l'intérieur  d'un  conduc- 
teur, c'est-à-dire  là  où  il  ne  se  trouve  pas  d'électricité. 

Imaginons  maintenant  que,  dans  un  problème  d'électricité 
statique,  on  remplace  le  milieu  isolant  par  un  milieu  conduc- 
teur de  la  chaleur  homogène  et  isotrope,  c'est-à-dire  qui  jouisse 
des  mêmes  propriétés  dans  toutes  les  directions,  et  chacun 
des  conducteurs  électrisés  par  des  sources  qui  dégagent  ou 
absorbent  de  la  chaleur,  de  manière  à  maintenir  sur  les  sur- 
faces des  températures  constantes,  égales  respectivement  en 
valeur  numérique  aux  potentiels  primitifs,  de  sorte  que  pour 
chacun  de  ces  conducteurs  on  ait  /^~V. 

Une  fois  l'équilibre  établi,  chaque  point  du  milieu  sera  à 
une  température  déterminée  et  on  pourra  tracer  des  surfaces 
isothermes^  c'est-à-dire  d'égale  température  ou  d'égal  niveau 
thermique.  Il  est  évident  que  la  température  d'un  point  P  com- 
pris entre  deux  surfaces  isothermes  S  et  S'  est  indépendante  de 
la  situation  des  sources,  et  qu'elle  resterait  la  même,  ces 
sources  étant  supprimées,  si  on  maintenait  constantes  d'une 
autre  manière  les  températures  t  et  t' de  ces  deux  surfaces. 

Êlectr.  et  Magn,  I  —  5 
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L*hypolhèse  de  Fourier  consiste  d*abord  à  admettre^  ce  que 
Ton  peut  considérer  comme  la  simple  traduction  des  faits^ 
que  la  chaleur  se  propage  de  proche  en  proche,  que  Tétai 
thermique  d'un  point  n*a  d'influence  sensible  que  sur  les 
points  très  voisins  et  que  les  points  les  plus  chauds  tendent  à 
élever  la  température  des  points  les  plus  froids.  Fourier  ad- 
met, en  outre,  ce  qui  est  moins  évident,  que  les  échanges  de 
chaleur  ne  dépendent  que  des  différences  de  température  et 
non  de  leurs  valeurs  absolues. 

Le  flux  de  chaleur  qui  traverse  un  élément  ^S  d'une  surrace 
isotherme  S  (fig.  i4)  est,  par  raison  de  symétrie,  normal  à  cette 
surface  et  à  toutes  les  surfaces  isothermes  qu'il  rencontre. 
Le  flux  de  chaleur  dQ  qui,  dans  l'unité  de  temps,  va  de  l'élé- 


ment JS  à  l'élément  JS'  infiniment  voisin,  est  proportionnel 
à  la  surface  dS,  à  la  différence  infiniment  petite  de  tempéra- 
ture t  — t',  à  un  coefficient  h  qui  ne  dépend  que  de  la  nature 
du  milieu,  enfin  à  une  fonction  de  la  distance  de  ces  éléments. 
On  peut  donc  écrire 

Si  l'on  considère  une  surface  intermédiaire  S|  à  la  tempé- 
rature t^,  le  flux  de  chaleur  qui  va  de  dS  en  ^S'  passe  d'abord 
par  l'élément  dS^  à  la  distance  e^,  ce  qui  donne 
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Comme  les  différences  de  température  t^t^  elt  —  t' sont 
proportionnelles  auK  distances  normales,  par  raison  de  conti- 
nuité, la  fonction  9  est  simplement  proportionnelle  à  la  dis- 
tance. Le  fluK  de  chaleur  entre  deux  éléments  correspondants 
infiniment  voisins,  en  appelant  dt  la  variation  de  tempé- 
rature comptée  dans  le  sens  du  flux  de  chaleur  et  dn  la  dis- 
tance des  éléments,  peut  donc  être  exprimée  par  la  formule 
suivante  : 


Le  coefficient  k  est  le  coefficient  de  conductibilité  du  milieu. 
il  représente  le  flux  de  chaleur  par  unité  de  surface  entre 
deux  plans  parallèles  distants  de  Tunité  et  dont  la  différence 
de  température  serait  de  i*. 

Dans  le  cas  actuel,  le  flux  par  unité  de  surface  en  chaque 
point  a  pour  valeur 

il  est  proportionnel  à  la  dérivée  du  potentiel  par  rapporté  la 
normale  à  la  surface  de  niveau  correspondante. 

Le  flux  de  chaleur  est  le  même  au  travers  d'un  élément  d\ 
d'une  surface  quelconque  A  limité  au  même  canal.  En  appe- 
lant 0  Tangle  que  fait  cet  élément  avec  la  surface  de  niveau 
tida  la  portion  de  la  normale  à  Télément  d\  comprise  entre 
les  surfaces  S  et  S',  on  a 

dQ=-'kdk  cos6-r-=— A^^A-T—-7-=— ArrfAr-. 
an  an  du  Da 

Le  flux  de  chaleur  au  travers  d'un  élément  de  surface  quel- 
conque est  donc  proportionnel  à  la  dérivée  partielle  de  la 
température  dans  le  milieu  par  rapport  à  la  normale  à  cette 
surface. 

Puisque  l'équilibre  est  établi^  le  flux  total  de  chaleur  cor- 
respondant à  une  surface  fermée  quelconque  ne  renfermant 
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pas  de  sources  doit  être  nul.  Soient  m,  veiw  les  composantes 
du  flux  en  un  point  P,  et  dxdydz  un  élément  de  volume  au 
même  point;  le  flux  qui  entre  par  Tune  des  surfaces  dydz 
est  udjdzy  celui  qui  sort  par  la  surface  opposée  est  égal  à 

(u-[-^—dx]djdz,  la  difl'érence  est  dadjdz  ^;  le  flux  total 
correspondant  à  la  surface  entière  de  Télément  est  donc 


comme  ce  flux  doit  être  nul,  il  en  résulte 

hr \-—=z-^t=zO. 

Dx      ^Y      ^z 

11  est  évident  d'ailleurs  que  l'action  du  système  n'est  plus 
sensible  à  de  grandes  distances  et  que  la  température  t  qu'il 
détermine  est  nulle  à  Tinfini. 

La  fonction  t  satisfait  donc^  pour  chaque  point  du  milieu 
et  pour  les  limites,  aux  mêmes  conditions  que  la  fonction  V. 
On  voit,  de  plus,  que  si  la  constante  k  est  égale  à  Tunité,  les 
valeurs  numériques  du  flux  de  force  électrique  et  du  flux  de 
chaleur  pendant  Tunité  de  temps  sont  en  chaque  point  iden- 
tiques dans  les  deux  problèmes. 

»i,  — Considérons  maintenant  le  problème  correspondant 
d'hydrodynamique.  Supposons  que  l'espace  occupé  primitive- 
ment par  le  diélectrique  soit  rempli  par  un  liquide  incom- 
pressible et  sans  frottement  ;  supposons,  en  outre,  que  les 
conducteurs  soient  remplacés  par  des  surfaces  poreuses  de 
telle  sorte  que  le  liquide  ait  en  chaque  point  de  leur  surface 
une  vitesse  normale  et  égale  à  la  valeur  primitive  de  la  force 
électrique  au  même  point.  L'ensemble  des  trajectoires  des 
molécules  qui  ont  traversé  au  même  instant  l'élément  efS  de 
la  surface  d'un  conducteur  forment  un  filei  liquide^  qui  s'en 
détache  normalement  et  présente  le  même  débit  dans  toutes 
les  sections.  Comme  il  n'y  a  nulle  part  accumulation  de  li- 
quide, le  flux  qui  pénètre  dans  un  élément  de  volume  dxdrdz 
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pris  en  un  point  quelconque  P  est  égal  à  celui  qui  en  sort  ;  or,  si 
on  désigne  par  UyV,w  les  composantes  de  la  vitesse  au  point  P , 
cette  condition  s'exprime  par  Téquation 

Le  mouvement  est  d'ailleurs  insensible  à  l'infini  ;  on  voit  donc 
que  la  vitesse  en  chaque  point  dépend  d'une  fonction  des 
coordonnées  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  que  le  poten- 
tiel ou  la  température.  Partout  les  lignes  de  flux  coïncideront 
avec  les  lignes  de  force  du  problème  électrique  correspon- 
dant et  en  chaque  point  la  force  électrique  et  la  vitesse  du 
liquide  auront  la  même  valeur  numérique. 

La  corrélation  que  nous  venons  d\^tablir  présente  un  grand 
intérêt;  car,  s'il  est  clair  que  les  difficultés  analytiques  sont 
exactement  les  mêmes  dans  les  trois  espèces  de  problèmes,  il 
n*en  est  pas  moins  vrai  que  certaines  conséquences  se  pré- 
sentent d'une  façon  plus  naturelle  dans  un  ordre  d'idées  que 
dans  un  autre  et  il  est  évident  que  tout  résultat  obtenu  dans 
un  cas  peut  être  immédiatement  transporté,  avec  sa  traduc- 
tion spéciale,  dans  les  deux  autres.  On  en  trouvera  plusieurs 
exemples  par  la  suite. 

««.  Capacités  électriques.  —  Nous  avous  appelé  (69)  Capacité 
{Tun  conducteur^  la  charge  qu'il  faut  lui  communiquer  pour  le 
porter  au  potentiel  un,  quand  tous  les  conducteurs  qui  f  entou- 
rent sont  en  communication  avec  le  sol. 

11  résulte  de  cette  définition  que  la  capacité  d'un  conduc- 
teur dépend  non  seulement  de  sa  forme,  mais  de  la  forme 
et  de  la  position  de  tous  les  conducteurs  qui  l'entourent. 

Nous  représenterons  cette  constante  par  la  lettre  C.  Si,  les 
conditions  restant  les  mêmes,  on  donne  au  conducteur  une 
charge  M,  son  potentiel  sera  évidemment,  en  vertu  du  prin- 
cipe de  la  superposition  des  états  d'équilibre, 

on  en  déduit 

M  =  CV. 
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Le  problème  qui  consiste  à  déterminer  la  capacité  d'un 
conducteur,  dans  une  circonstance  donnée,  revient  à  cher- 
eher  Tétat  de  l'équilibre  du  système  formé  parle  conducteur 
en  question  et  tous  les  conducteurs  qui  Tentourent,  ceux-ci 
étant  en  communication  avec  le  sol  ;  il  se  confond  donc 
avec  le  problème  général  de  l'équilibre. 

Le  mot  capacité  a  été  emprunté,  par  analogie,  à  la  théorie 
de  la  chaleur  ;  mais  il  est  important  de  remarquer  que,  tan- 
dis que  la  capacité  calorifique  d'un  corps  ne  dépend  que  de 
la  nature  et  du  poids  de  ce  corps,  la  capacité  électrique  d'un 
conducteur  ne  dépend  ni  de  sa  nature^  ni  de  son  poids,  mais 
seulement  de  sa  forme  extérieure  et  de  la  forme  et  de  la  po- 
sition de  tous  les  conducteurs  voisins.  La  capacité  électrique 
n'est  donc  point,  comme  la  capacité  calorifique,  une  constante 
fixe  pour  le  corps  considéré. 

73.  Sphère. —  Considérons  une  sphère  conductrice  extrê- 
mement éloignée  de  tout  autre  conducteur.  Soit  R  son  rayon, 
M  sa  charge.  Par  raison  de  symétrie,  cette  charge  forme  à 
la  surface  une  couche  uniforme  ;  elle  satisfait  d'ailleurs  aux 
conditions  d'équilibre,  car  son  action  sur  tout  point  intérieur 
est  nulle  («t).  Le  potentiel  est  donc  constant  dans  tout  l'inté- 
rieur :  sa  valeur  au  centre  est  -^  ;  par  suite, 

V-.^      ou      M-.RV. 

La  capacité  de  la  sphère  est  donc 

C=R; 

elle  est  égale  au  rayon.  Cet  exemple  fait  voir  que  la  capacité 
électrostatique  d'un  conducteur  est  une  quantité  linéaire, 

»4.  EiiiiMoVde.  —  Si  un  conducteur  terminé  parla  surface 
d'un  ellipsoïde  est  couvert  d  une  couche  électrique  homogène 
limitée  elle-même  par  une  seconde  surface  ellipsoïdale  con- 
centrique et  homothétique  à  la  première,  Faction  de  la  couche 
sur  un  point  intérieur  quelconque  P  est  nulle. 
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Supposons,  en  effet,  cette  couche  très  mince  et  menons 
par  le  point  P  (fig.  i5)  un  cône  infiniment- petit  t/co,  qui 
découpe  en  M  à  la  distance  u  un  élément  de  surrace  dS  et 
dans  la  couche  un  élément  de  volume  dont  la  hauteur  sui- 
vant le  rayon  vecteur  est  du.  L'action  en  P  de  cet  élément 
de  volume  est  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  et  a  pour 
valeur,  en  appelant  p  la  densité, 

p.u^dtù.du       j   j 
5 =  patAidu . 


L'action  de  l'élément  opposé  situé  en  M'  est  aussi  pdiùdu. 


Fig.  i5 

Comme  les  hauteurs  du  et  du  sont  égales  et  les  forces  di- 
rectement opposées,  leur  résultante  est  nulle;  il  en  est  de 
même  pour  tous  les  éléments  de  surface  deux  à  deux  et 
Faction  de  la  couche  entière  sur  le  point  P  est  nulle.  Une 
couche  électrique  distribuée  suivant  cette  loi  sur  un  ellip* 
solde  sera  donc  en  équilibre  et  aura  à  l'intérieur  un  potentiel 
constant. 

Soit  (i  +a)  le  rapport  de  similitude  des  deux  surfaces  sup- 
posées très  voisines.  L'épaisseur  de  la  couche  en  un  point  N  est 
proportionnelle  à  la  distance  des  plans  tangents  aux  deux 
points  homologues  N  et  N\  et  égale  à  pa^  p  désignant  la  per- 
pendiculaire OQ  abaissée  du  centre  commun  0  sur  le  plan 
tangent  en  N  ;  la  densité  superficielle  ?  a  pour  valeur 
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L'ellipsoïde  étant  représenté  par  l'équation 


n^      Ir      '^ 


c' 


la  masse  totale  d'électricité  est 


M=-5::r«ic[(n-a)^-- i]p=:4zaicpa. 


On  en  déduit 


^    M       ^^    M 


Le  potentiel  intérieur  étant  constant,  il  suffît  d'en  calculer  la 
valeur  au  centre.  On  a  donc,  en  appelant  r  le  rayon  ON, 


~~J     r   ~^T.abc  j      r 


et  la  capacité  de  rellîpsoïde  est  donnée  par  l'équation 


i_      I       ÇpdS 
C~~/\T.abcJ     r 


95.  —  Pour  un  ellipsoïde  à  trois  ax.es  inégaux,  la  capacité 
est  une  fonction  elliptique,  mais  elle  peut  être  obtenue  faci- 
lement dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  de  révolution. 

Prenons  comme  élément  de  surface  ^S  la  zone  décrite  par 
un  élément  ds  de  la  courbe  méridienne  et  supposons  que 
l'axe  a  soit  l'axe  de  rotation.  On  a  alors 

,c,              7       2::>Y/.r     ir.rdx     ir.b^  j 
efb^=2r.)  ds=.  /        — — : — — = dXy 


\dsj  b^ 


ou 


pdS^2.TJ?^dx,' 
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Cette  relation  montre  déjà  que  la  charge  totale  d'électricité 
est  la  même  sur  toutes  les  zones  d'égale  hauteur.  Sur  un  el- 
lipsoïde très  allongé  en  forme  de  double  pointe,  on  peut  donc 
dire  que  la  densité  linéaire  est  constante  (i). 

On  en  déduit,  pour  la  capacité  de  Tellipsoïde, 

pdS i    r    dx 


J     r        ^ajy. 


Si  rellipsoide  est  de  révolution  autour  du  grand  axe,  on  a, 
en  appelant  e  l'excentricité  et  G^  la  capacité, 


+«       dx 


+« 


__    1     ,   i+g 
lae  *  i—e' 


Si  rellipsoïde'est  de  dévolution  autour  du  petit  axe  i,  la 
capacité  C^  est  alors 

'+*       dy  I    r        .    ey']-^^     arc  sine 


ae 


Chacune  de  ces  formules  donne 
C^=C2=rt, 

lorsque  rexcenlricité  est  nulle,  c'est-à-dire  quand  l'ellipsoïde 
devient  une  sphère. 

(1)  Cette  remarque  permet  d*expliqaer  le  pouvoir  des  pointes.  Sur  un  ellip- 
soïde très  allongé  en  forme  de  double  pointe,  on  voit  que  la  densité  superficielle 
est  en  raison  inverse  du  diamètre  et  croit  toujours  à  mesure  qu*on  s'approche 
de  rextrémité.  Si  le  pouvoir  isolant  de  Tair  était  lui-même  sans  limite,  la  densité 
et  la  tension,  qui  est  proportionnelle  au  carré  de  la  densité,  pourraient  croître 
jusqu'à  rinfini.  Mais  en  réalité,  quand  pour  une  pression  donnée  de  Tair  la  ten- 
sion a  atteint  une  certaine  valeur,  Télectricité  passe  du  conducteur  sur  les  masses 
d'air  qui  Tentourent,  et  celles-ci  chargées  d'électricité  s'échappent  d'abord  sui- 
vant la  direction  des  lignes  de  force  en  produisant  les  phénomènes  connus  du 
9ent  électrique  et  de  Vaigrelte, 
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te,  —  Un  plateau  elliptique  peut  être  considéré  comme  un 
ellipsoïde  très  aplati.  On  a  alors,  à  la  limite. 


La  densité  sur  le  plateau  a  pour  expression 
M  1 


4^»^ 


4/  "^  y 


el  Ton  voit  que  les  lignes  d'égale  densité  sont  des  ellipses  con- 
centriques et  homothétiques. 

Pour  un  plateau  circulaire  on  a  simplement,  à  une  distancer 
du  centre, 

^^  M  I       _        M 

et  la  capacité  du  plateau  se  réduit  à 


1,^71 

99.    Sphères  concentriques.    —    SuppOSOUS    qu'uue    Sphère 

conductrice  soit  entourée  d'un  conducteur  terminé  par  deux 
.surfaces  sphériques  concentriques  à  la  première. 

Soit  R  le  rayon  de  la  sphère  A  ((îg.  16),  R^  et  R^  ceux  de 
Tenveloppe  concentrique  B,  que  nous  supposerons  d'abord 
isolée.  Si  la  sphère  A  reçoit  une  charge  électrique  M,  Tenve- 
loppe  B  prend  (ss)  une  charge  égale  à  —  M  sur  sa  surface  inté- 
rieure S^  et  une  charge  -h  M  sur  sa  surface  extérieure  S^,  Le  po- 
tentiel au  centre  de  la  sphère  A  a  évidemment  pour  valeur 


v=M 


MM     M     ..r_i_/j_ i_\] 
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La  capacité  C  de  la  sphère  intérieure  étant  la  charge  qui 
correspond  à  V=  i,  on  a 


Les  deux  couches,  +  M  sur  la  sphère  A  et  —  M  sur  la  sur- 
face Si,  ont  un  potentiel  nul  à  l'extérieur  Le  potentiel  V^  de 
renyeloppe  B  dépend  donc  seulement  de  la  couche  exté- 


rieure +  M  et  il  est  le  même  qu'au  centre  de  la  sphère  S,  sup- 
posée homogène,  ce  qui  donne 

Si  l'enveloppe  B  communique  avec  le  sol,  son  potentiel  de- 
vient nul,  la  charge  extérieure  +  M  disparait  et  la  capacité  de 
la  sphère  est  alors 

I I        I  e 

c""r"k;"rr;' 

en  appelant  e  l'épaisseur  du  diélectrique. 

Si  l'épaisseur  du  diélectrique  est  petite  par  rapport  au  rayon 
de  la  sphère,  on  peut  négliger  la  différence  entre  R^  et  R^  et 

prendre  —  au  lieu  de  — -  pour  la  capacité.  Si  l'on  exprime 

cette  capacité  en  fonction  de  la  surface  S  de  la  sphère,  on 


76  ÉLECTRICITÉ  STATIQUE. 

obtient 

p_R^4-R'_  S 

La  charge  nécessaire  pour  porter  la  sphère  au  potentiel  V  a 
pour  expression 

On  voit  que,  dans  tous  les  cas,  Tenveloppe  concentrique,  aug- 
mentant la  capacité  de  la  sphère,  a  pour  effet  de  diminuer  le 
potentiel  relatif  à  une  charge  donnée  ou,  inversement,  d'aug- 
menter la  charge  relative  à  un  potentiel  donné, 

98.  Condenaaiearfl.  —  La  préscnce  de  Feuveloppe  permet 
donc  d'accumuler  ou  de  condenser  sur  la  sphère  A,  pour  un 
même  potentiel,  une  quantité  d'électricité  plus  grande  que  si 
cette  envelo[)pc  n'existait  pas.  Le  même  effet  serait  produit  sur 
un  conducteur  quelconque  A  par  la  présence  d'un  second 
conducteur  B  en  communication  avec  le  sol,  ou  isolé  mais 
avec  une  charge  nulle,  puisque  ce  conducteur  diminue  la 
valeur  du  potentiel  de  A  pour  une  charge  donnée.  On  donne 
le  nom  de  coîidensateur  à  un  ensemble  de  conducteurs  sépa- 
rés par  un  diélectrique  et  disposés  de  manière  à  augmenter 
dans  une  proportion  notable  la  capacité  de  l'un  d'eux.  Dans  le 
cas  actuel,  la  sphère  et  son  enveloppe  constituent  ce  qu'on 
appelle  les  armatures  du  condensateur,  la  sphère  A  étant  le 
collecteur  et  l'enveloppe  B  le  condenseur. 

La  force  condensante  d'un  condensateur  est  le  rapport  qui 
existe  entre  la  charge  du  collecteur  lorsqu'il  fait  partie  de 
l'appareil  de  condensation,  et  la  charge  qu'il  prendrait  pour 
le  même  potentiel,  s'il  était  éloigné  de  tout  autre  conduc- 
teur; c'est  donc  le  rapport  des  capacités  du  collecteur  dans 
ces  deux  circonstances.  Dans  le  condensateur  sphérique  à  sur- 
faces concentriques,  dont  l'armature  extérieure  communique 
au  sol,  la  force  condensante  a  pour  valeur 

C_R 
R~e* 
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La  force  condensante  ne  présente  d'ailleurs  aucun  intérêt 
dans  les  applications  ;  la  seule  grandeur  qu'il  importe  de  con- 
naître, c'est  la  capacité  d'un  condensateur. 

îo.  Bouteille  de  Eieyde.  —  On  appelle  bouteille  de  Leyde 
un  flacon  de  verre  dont  on  a  couvert  par  une  feuille  métalli- 
que la  surface  intérieure  et  la  surface  extérieure,  en  laissant 
le  verre  à  nu  au  voisinage  de  l'ouverture,  pour  que  les  feuilles 
métalliques  ne  communiquent  pas  entre  elles.  Une  tige  con- 
ductrice passant  par  le  goulot  de  la  bouteille  correspond  avec 
l'armature  intérieure. 

L'ensemble  de  ces  deux  surfaces  conductrices  et  de  la 
lame  diélectrique  constitue  un  condensateur  presque  fermé. 

Le  problème  précédent  correspond  au  cas  d'une  bouteiHe 
sphérique  d'épaisseur  constante;  la  petite  zone  qu'on  est 
obligé  de  supprimer  sur  la  surface  extérieure,  pour  permettre 


A 


Fig.  I 


la  communication  avec  Tintérieur,  n'a  qu'une  influence  né- 

S 
gligeable  ;  la  capacité  est  donc  représentée  par  - —  et  la  charge 

par  la  formule 

M=^ — 

11  est  facile  de  voir  que  cette  formule  s'applique  également  à 
une  bouteille  de  Leyde  de  forme  quelconque,  d'épaisseur  con- 
stante très  petite,  dont  les  armatures  couvrent  toute  la  surface 
à  rintérieur  et  à  l'extérieur. 

Soient  S^  et  S^  (fig.  17)  les  surfaces  opposées  des  deux 
armatures,  Vi  et  V^  leurs  potentiels.  L'armature  extérieure 
entourant  complètement  l'armature  intérieure,  les  masses 
électriques  sur  ces  deux  surfaces  sont  égales  et  de  signes 
contraires  (57).  Pour  un  point  P  du  diélectrique,  la  force 
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a  pour  valeur,  en  appelant  g  la  densilé  en  A  de  la  couche 
interne, 

Comme  Tépaisseur  e  est  supposée  très  petite,  la  dérivée 

rfV  V  —V 

•-T-  est  sensiblement  égale  à  — ^-^ — ^,  ce  qui  donne 

-  La  charge  d'un  élément  dS  de  la  surface  est  adS,  et  la  charge 
totale  a  pour  expression 


«=/-=^/?- 


Si  Tépaisseur  e  est  constante  ,11  vient  simplement,  en  posant 

v=v,-v„ 

M_v,-v.  s_vs 

4^       ^     4îcô 

La  capacité  de  la  bouteille^  c'est-à-dire  la  charge  qui  cor- 
respond à  une  différence  de  potentiel  égale  à  l'unité  entre 
les  armatures,  a  donc  la  même  expression  que  pour  les  con- 
densateurs sphériques,  c'est-à-dire 

4xe 

La  charge  ne  dépend  que  de  la  différence  des  potentiels  et 
nullement  de  leurs  valeurs  absolues  ;  ce  résultat  était  facile 
à  prévoir  puisque  la  force  elle-même  ne  dépend  que  de  cette 
différence. 

90.    Cylindres  eoneentrlqaes  eirealaires.     —    Soient    deux 

cylindres  concentriques  à  bases  circulaires  de  rayons  R|  et  R, 
aux  potentiels  V^  et  V,.  Considérons  l'angle  formé  par  deux 
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plans  passant  par  Taxe  et  laissant  entre  eux  un  angle  infini- 
ment pelit  diù,  et  coupons-le  par  deux  plans  perpendicu- 
laires à  Taxe,  dont  nous  prendrons  Tun  pour  le  plan  de  la 
figure  (fig.  i8).  Toutes  les  lignes  de  force  étant  normales  à 
Taxe  commun,  par  raison  de  symétrie,  le  volume  ainsi  déter- 
miné est  un  tube  de  force;  les  surfaces  qu'il  intercepte  sur  les 
deux  cylindres  sont  entre  elles  comme  les  arcs  dS^  et  ^S^.  Si 


Fig.  i8 

donc  F^  et  F,  sont  les  valeurs  de  la  force  aux  distances  R^  et 


Rjy  on  a 


Comme  d'ailleurs 


d(ù- 


dS,_dS^ 


R,       Rj  ' 
on  obtient,  en  substituant, 

F^R^rfa)=  FaRjrfa),       OU       F^R^ =FaR  ^^  A, 

La  force  en  un  point  quelconque  du  diélectrique  est  donc  en 
raison  inverse  de  la  distance  à  Taxe. 

Si  Ton  désigne  par  F  la  force  et  V  le  potentiel  à  une  distance 
quelconque  R,  on  a  donc 

A        d\ 


et,  par  suite, 


^~R~    ^R' 
V=-A/f. 
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En  étendant  cette  intégrale  au  volume  compris  entre  les 
surfaces  S^  et  S^  il  vient 

Va-V^-=-A/.R,4-A/.R,=-A/.5^. 
On  en  déduit,  pour  la  constante  A, 


A= 


D'autre  part,  la  densité  électrique  a  à  la  surface  du  cylin- 
dre intérieur  a  pour  expression 

4'ï:    ^      4*^4      47^R4      /  Ra 

% 

Soit  s  rétendue  de  la  surface  comprise  entre  les  deux  plans 
normaux  à  Taxe;  la  masse  M  d'électricité  répandue  sur  cette 
surface  est 

Si  L  est  la  longueur  du  cylindre  ainsi  déterminé, 
S=:2'::R,L, 
ce  qui  donne  finalement 

a/  -2 
•R, 

La  capacité  d'un  condensateur  cylindrique  par  unité  de  lon- 
gueur est  donc 

C !  - 


-© 
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Ce  problème  est  très  importanl  pour  la  pratique,  parce  qu'il 
correspond  précisément  au  cas  des  câbles  télégraphiques,  qui 
sont  formés  de  fils  conducteurs  entourés  d'une  couche  isolante 
garantie  elle-même  par  une  armateire  métallique. 

91.  c;emdeBfl»te«M  plftiis.  -^  Considérons  deux  conducteurs 
terminés  par  des  surfaces  planes  parallèles  S^  et  S^  à  la  dis- 
tance e  et  aux  potentiels  V^  et  V,  (fig.  19}.  A  une  distance  des 
bords  très  grande  par  rapport  à  l'épaisseur  du  diélectrique, 
les  lignes  de  force  sont  des  droites  parallèles  entre  elles,  nor- 
males aux  surfaces  considérées. 


^e 


Vi 


Fig.  19 

Le  champ  électrique  entre  les  deux  plans  est  donc  uni- 
forme ;  la  force  a  pour  expression 

V  —V 


et  la  densité  sur  la  surface  S,  est 

La  pression  électrostatique  (40),  c'est-à-dire  la  force  qui 
s*exerce  sur  l'unité  de  surface,  est 


elle  est  proportionnelle  au  carré  de  la  différence  de  potentiel 
et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Si  une  partie  de  la  surface  S^  d'étendue  a^  située  à  une 
grande  distance  des  bords,  est  seule  mobile  et  que,  communi- 
quant toujours  avec  la  surface  générale  pour  conserver  le  même 

tltdr.  et  Magn,  I  —  6 
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potentiel,  elle  soit  maintenue  dans  le  même  plan  par  une 
force  antagoniste,  cette  surface  a  aura  une  couche  électrique 
uniforme,  et  la  force  P  nécessaire  pour  résister  à  l'attraction 
électrique  a  pour  expression 


--=è-(^)' 


Sir  W.  Thomson  a  utilisé  cette  propriété  dans  la  construc- 
tion de  ses  électromètres  absolus  ;  il  appelle  plateau  de  garde 
(guard-plale)  la  portion  de  la  surface  S^  qui  entoure  la  partie 
mobile  pour  y  maintenir  une  densité  constante. 

82.  —  Supposons  maintenant  qu'un  plateau  A  conducteur, 
au  potentiel  V^  (Gg.  20),  soit  placé  entre  deux  conducteurs  B 
et  B'  terminés  par  des  surfaces  parallèles  à  celles  du  plateau. 


fX 


>'i 


Fig.  30 


Tun  à  la  distance  e  et  au  potentiel  V^,  Tautre  à  la  distance  e 
et  au  potentiel  V^. 
La  densité  sur  le  conducteur  A,  à  une  grande  distance  des 

V  —V  V  — v 

bords,  est  —^ — ^  pour  la  face  supérieure^  et  — — 7^  pour   la 

face  inférieure,  de  sorte  que  la  charge  qui  correspond  à  Tu- 
nité  de  surface  du  plateau  est 


'  /v,-v, ,  v.-v;\ 

4w\      e  e'     /' 


Ça  négligeant  la  Tariation  de  densité  sur  les  bords,  la 
charge  totale  du  plateau  A  d'étendue  S  est  donc 

S  /v.-v. ,  v.-v;\ 


4îC  \       e  e       J 
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Si  les  potentiels  V,  et  Va  sont  égaux,  on  a  simplement 

4w        \e      e) 

de  sorte  que  la  capacité  de  ce  condensateur  est 

S 


^T.\e      e) 


expression  conforme  à  celle  que  nous  avons  obtenue  déjà(?o) 
pour  les  condensateurs  fermés. 

88.  Capacité  d*aii  ensemble  de  condueteari.  —     Considérons 

différents  conducteurs  dont  les  capacités  électriques  sont 
C,C',  C% disposés  de  manière  que  leur  influence  récipro- 
que soit  nulle.  Tous  ces  conducteurs  étant  électrisés  au  même 
potentiel,  si  on  les  réunit  à  Taide  de  conducteurs  dont  la  ca- 
pacité est  négligeable^  par  exemple  des  fils  fins,  il  n*y  aura 
aucun  échange  électrique  entre  eux,  puisqu'ils  étaient  au 
même  potentiel,  et  ce  potentiel  ne  changera  pas. 

Ils  constituent  alors  un  conducteur  unique  dont  la  charge 
est  égale  à  la  somme  des  charges  primitives.  La  capacité 
électrique  de  Tensemble  C4  est  donc  égale  à  la  somme  des 
capacités  des  conducteurs  séparés. 

Supposons  que  les  potentiels  des  conducteurs  primitifs 

soient  différents  V,V',  V, les  charges  correspondantes 

sont 

M= VC,      M'=V'C',      M'= V'C 

Toutes  ces  charges  étant  distribuées  normalement  sur  le 
conducteur  unique  formé  par  Tensemble,  y  produiront  un 
potentiel  V^  donné  par  Téquation 

v^c^=vc4-v'C'4-v'cr-h , 

ou 

^1-      C-hC'+G^-+- ' 
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Cette  expression  est  fréquemmeot  utilisée  dans  les  recher- 
ches expérimentales.  On  remarquera  l'analogie  qu'elle  pré- 
sente avec  la  relation  qui  lie  les  températures  et  les  capacités 
calorifiques  lorsqu*on  fait  le  mélange  de  plusieurs  corps  à 
températures  différentes. 

84.  BAiteriM.  —  On  appelle  ainsi  le  sjstème  formé  par  plu- 
sieurs bouteilles  de  Leyde  ou  condensateurs  quelconques 
communiquant  entre  eux. 

Si  ces  condensateurs  sont  sensiblement  fermés,  comme  les 
bouteilles  de  Levde  ordinaires,  Faction  extérieure  de  chacun 
d'eux  est  inappréciable  et  on  peut  les  rapprocher  sans  qu'il  y 
ait  entre  eux  d'influence  réciproque. 

La  communication  peut  se  faire  de  deux  manières  : 

i""  On  réunit,  d'une  part,  toutes  les  armatures  intérieures 
entre  elles  et,  d'autre  part,  toutes  les  armatures  extérieures; 
on  dit  alors  que  la  batterie  est  disposée  en  surface.  L'ensem- 
ble constitue  un  condensateur  dont  la  capacité  est  égale  à  la 
somme  des  capacités  de  tous  les  bouteilles  séparées.  Si  )a  bat- 
terie renferme  p  bouteilles  identiques  de  capacité  C,  la  ca- 
pacité C^  de  la  batterie  est 

C^=pC. 

2^  Toutes  les  bouteilles  étant  isolées,  on  réunit  l'armature 
extérieure  de  chacune  d'elles  avec  l'armature  intérieure  de  la 
suivante;  on  charge  l'armature  intérieure  de  la  première  bou- 
teille au  potentiel  V^,  l'armature  extérieure  de  la  dernière 
étant  au  potentiel  V^  et  toutes  les  armatures  intermédiaires 
restent  isolées  ;  c'est  la  disposition  en  série  ou  en  cascade. 

9A.  cimrye  en  cMeade.  —  La  première  bouteiUe  reçoit  sur 
son  armature  intérieure  une  charge  m  et  prend  un  poten- 
tiel V|  ;  il  se  produit  sur  la  surface  en  regard  de  l'armature  ex- 
térieure une  charge  —  m  égaie  et  contraire.  Le  conducteur 
formé  par  cette  armature  et  l'armature  intérieure  de  la  se- 
conde bouteille  étant  resté  isolé,  il  prend  une  charge  +  m  qui 
se  distribue  normalement  sur  ce  conducteur,  comme  si  les 
charges  internes  n^existaient  pas,  et  y  établit  un  potentiel  V. 
La  plus  grande  partie  de  cette  charge  se  porte  sur  l'arma- 
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ture  interne  de  la  seconde  bouteille  dont  la  capacité  est  con- 
sidérable par  rapport  au  reste  du  conducteur  considéré.  En 
continuant  le  raisonnement,  on  voit  que  les  armatures  inté- 
rieures de  toutes  les  bouteilles  ont  des  charges  successivement 
décroissantes,  mais  la  diminution  est  très  lente  et  on  peut 
considérer  toutes  les  bouteilles  comme  ayant  la  même  charge 

interne  +m,  les  potentiels  successifs  étant  V,,  V'^V, V^. 

Si  la  batterie  renferme  p  bouteilles,  on  peut  donc  écrire 

m=C(V,-V)=C'(V'-V')= =C(''-0(V(''-'-V,). 


ou 


m 


^ V'     v 


m 


_^-V(i>-)-V,. 
Ajoutant  toutes  ces  équations  membre  a  membre,  il  vient 

Ainsi  la  charge  de  la  première  bouteille  du  système,  la  seule 
qui  reçoive  directement  de  Télectricité^  est 

mr- ? ? 


I       I        I 


On  a  donc,  pour  la  capacité  C4  de  la  batterie, 


p  _ 

I 

t.^- 

I 

I 

y 

I 

I 

I 

I 

-+-• 
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Si  les  p  bouteilles  sont  identiques^  la  capacité  de  la  batte- 
rie est  devenue  p  fois  plus  faible  que  celle  de  chacune  des 
bouteilles. 

Cet  arrangement  parait  défectueux  puisqu'il  a  pour  effet  de 
diminuer  beaucoup  la  capacité  de  la  batterie  ;  toutefois  il 
présente  des  avantages  précieux  dans  certaines  expériences. 
Les  bouteilles  de  Leyde  ne  peuvent  supporter  qu'une  diSe- 
rence  de  potentiel  limitée,  au  delà  de  laquelle  la  décharge 
s'effectue  directement  entre  les  armatures  le  long  de  la  sur- 
face du  verre  et  quelquefois  à  travers  le  yerre  lui-même  qui 
est  alors  percé  par  une  étincelle.  A  l'aide  d'une  batterie  en 
cascade^  on  peut  distribuer  la  différence  totale  de  potentiel  par 
échelons  sur  les  bouteilles  successives. 

Telle  est,  par  exemple,  la  disposition  adoptée  pour  les  ma- 
chines de  Holtz  ordinaires,  où  l'on  augmente  la  capacité  des 
conducteurs  en  mettant  chacun  d'eux  en  communication  avec 
l'armature  intérieure  d'une  bouteille  de  Lcyde;  mais  on  a  soin 
de  réunir  ces  bouteilles  en  cascade,  de  manière  à  conserver  la 
différence  de  potentiel  maximum  et,  par  suite,  la  distance 
explosive  maximum  que  comporte  le  jeu  de  la  machine. 

Quand  on  dispose  d*un  grand  nombre  de  bouteilles,  on 
peut  encore  en  former  plusieurs  batteries  groupées  en  surface 
que  Ton  réunit  ensuite  en  cascade.  On  utilise  ainsi  en  tota- 
lité la  différence  de  potentiel  que  peut  fournir  une  machine, 
et  on  obtient  le  maximum  d'effet  avec  la  moindre  dépense 
d'électricité. 

90.  Problème  général  de  l'inflaence  réelproque  de  deux  eoB- 
dnctenrs  isolés.  —  Méthode  de  Murphy. —  Pour  déterminer  la 

distribution  de  l'électricité  sur  deux  conducteurs  A  et  B  iso- 
lés, chargés  de  masses  totales  Ma  et  Mi  et  soumis  seulement  à 
leur  influence  réciproque,  il  suffit  de  connaître  pour  chacun 
d'eux  : 

1*  La  capacité  et  la  distribution  à  la  surface  quand  il  est 
isolé  et  soustrait  à  toute  influence  extérieure  ; 

2"  La  distribution  de  l'électricité  induite  sur  la  surface 
quand,  mis  en  communication  avec  le  sol,  il  est  soumis  à 
l'influence  d'une  masse  électrique  placée  en  un  point  quel- 
conque à  l'extérieur. 
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Soit  m  la  capacité  du  conducteur  A  seul,  c'est-à-dire  la 
charge  qui  lui  donnerait  alors  le  potentiel  un. 

Fixons  cette  masse,  dont  la  distribution  est  connue,  et  pla- 
çons dans  la  position  voulue  le  conducteur  B  en  communica- 
tion avec  le  sol.  Celui-ci  sera  au  potentiel  zéro  et  se  chargera 
d'une  masse  connue  d'électricité  contraire  —  m'. 

Fixons  de  même  la  masse  —m'  sur  B.  Isolons  ce  conduc- 
teur et  mettons  le  premier  en  communication  avec  le  sol;  ce 
dernier  prendra  une  masse  m^  au  potentiel  zéro. 

Fixant  de  nouveau  la  masse  -h  m^  sur  A,  on  obtiendra  sur 
B  une  couche  induite  —  rn^  etc. 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  successivement  sur  les 
deux  conducteurs  des  masses  m,  m^,  m^,,.  pour  le  premier, 
et  —m',  —rn^  —  rtC.,.  pour  le  second,  chacune  d'elles  ten- 
dant vers  zéro  assez  rapidement. 

La  superposition  de  toutes  les  couches  m,  m^,  m,...  sur  A 
et  de  toutes  les  couches  —m',  —  m\  —m"..,  sur  B  donne  un 
état  d'équilibre  avec  un  potentiel  nul  sur  B  et  égal  à  Tunité 
sur  A.  En  effet,  les  couches  successives  m  et  —  m\  m^  et 
—  m',...  considérées  deux  à  deux,  donnent  sur  B  un  potentiel 
nul;  les  couches  —m'  et  m^,  —m'  et  m^,...  donnent  de 
même  sur  A  un  potentiel  nul.  Il  ne  reste  donc  à  considérer 
sur  le  premier  conducteur  que  la  masse  m,  laquelle  produit 
un  potentiel  égal  à  Funité.    • 

En  posant 

C«— m+m^  +  mjj-h , 

C;=m'-hm"-hm^+ , 

on  voit  que  G»  représente  la  capacité  du  conducteur  A  isolé, 
en  présence  du  conducteur  B  réuni  au  sol  et  —Cl  le  coeffi- 
cient d'électricité  induite  sur  B  (••). 

Multiplions  ces  deux  masses  par  ¥«;  les  charges  respec- 
tives C«V«  et  —  C'aVa  correspondent  à  un  état  d'équilibre  avec 
un  potentiel  nul  sur  B  et  égal  à  \a  sur  A. 

Renversant  le  rôle  des  conducteurs,  on  obtiendra,  de  même, 
les  masses  C^V*  sur  B  et  —  C^Ve,  sur  A  correspondant  à  un 
nouvel  état  d'équilibre,  avec  un  potentiel  nul  sur  A  et  égal 
àV^surB. 
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La  superposition  de  ces  deux  états  d'équilibre  donne  un 
nouvel  état  d'équilibre  avec  addition  des  potentiels  sur  cha- 
cun des  conducteurs,  c'est-à-dire  le  potentiel  Va  sur  A  et  Y^ 
sur  B.  Les  charges  totales  Ma  et  M»  des  deux  conducteurs  sont 
alors 

Ces  équations  permettent  de  calculer  les  masses  totales  des 
deux  conducteurs  quand  on  connaît  les  potentiels. 

On  peut  aussi  en  déduire  les  potentiels  en  fonction  des 
masses,  ce  qui  donne 

CflMft-hClMrt 


V : 

'  h^  fy  fy       r*f  c  * 


89.    Aetiom    véelpr*««e  de  deux   eondnetenrs  éleetrlsés.  — 

La  méthode  précédente  permet  de  déterminer  la  distribution 
de  l'électricité  sur  les  deux  conducteurs,  puisque  la  densité 
finale  en  chaque  point  est  la  somme  des  densités  relatives 
aux  différentes  couches  superposées,  et  que,  par  hypothèse, 
on  connaît  la  loi  de  distribution  pour  chacune  d'elles.  On  a 
donc  tous  les  éléments  nécessaires  pour  calculer  l'action  qui 
s'exerce  entre  les  deux  corps;  le  problème  ne  présente  que 
des  difficultés  de  calcul. 

Cette  force  se  compose  de  l'action  de  chacune  des  deux  cou- 
ches C«V«  et  —  Ci Vft  du  corps  A  sur  les  deux  couches  C4V4 
et  —  C«V«  du  corps  B.  Les  potentiels  étant  supposés  positifs, 
l'action  de  C«V«  est  formée  de  deux  termes,  l'un  répulsif  pro- 
portionnel au  produit  V.V^des  deux  potentiels,  l'autre  attractif 

proportionnel  à  V^. 

L'action  de  —  CiV^  comprend  aussi  deux  termes,  l'un  at- 
tractif proportionnel  à  V^  et  Tautre  répulsif  proportionnel  au 
produit  VaVû. 

En  désignant  par  a,  &  et  c  des  coefficients  qui  dépendent 
de  la  forme  des  corps  et  de  leur  distance,  l'action  réciproque  R, 
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considérée  comme  répulsive,  a  donc  une  expression  de  la 
forme  suivante 

R=2eVaV,-aV;-AV;. 

Si  les  conducteurs  A  et  B  sont  identiques  et  disposés  symé- 
triquement, les  coefficients  a  et  b  sont  égaux  et  la  formule 
devient 

R=='cv.v»-a(v;4-v;). 

Mous  avons  supposé  que  Faction  des  deux  corps  se  réduit  à 
une  résultante  unique.  S'il  en  était  autrement,  le  même  rai- 
sonnement s'appliquerait  aux  deux  résultantes  par  lesquelles 
on  peut  remplacer  Tensemble  des  forces. 

£n  réalité  les  calculs  que  comporte  cette  méthode,  pour 
déterminer  les  coefficients  Ga»  C&,  Ca  et  Cà  et  la  force  résul- 
tante R,  sont  extrêmement  pénibles,  même  dans  les  cas  les 
plus  simples.  Nous  indiquerons  plus  tard  Tapplication  qu'en 
a  faite  sir  W.  Thomson  au  calcul  de  Tinfluence  réciproque 
de  deux  sphères. 
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88.  Énergie  électrique.  —  Lorsqu'on  met  en  communica- 
tion avec  le  sol  différents  conducteurs  électrisés,  le  système 
revient  de  lui-même  à  Tétat  neutre  en  produisant  un  travail 
qui  est  nécessairement  positif.  Un  système  quelconque  de 
conducteurs  électrisés  possède  donc  une  énergie  disponible 
correspondant  à  ce  travail  ;  c'est  une  énergie  potentielle,  que 
l'on  peut  appeler  simplement  énergie  électrique, 

L'électrisation  d'un  système  exige  la  dépense  d'une  quantité 
de  travail  égale  à  l'énergie  potentielle  qu'il  acquiert  dans  ce 
nouvel  état. 

Quand  on  établit  une  communication  entre  deux  conduc- 
teurs,  il  se  produit  en  général  un  changement  dans  la  distri- 
bution des  masses  électriques,  et  cette  modification  correspond 
à  un  travail  positif.  L'énergie  électrique  d'un  système  de  con- 
ducteurs est  donc  égale  ou  supérieure  à  celle  du  système  que 
l'on  obtiendrait  en  ajoutant  des  communications  quelconques 
entre  les  conducteurs. 

Lorsque  le  système  renferme  un  corps  isolant  élcctrisé,  on 
peut  considérer  les  différentes  masses  électriques  dont  ce  corps 
est  chargé  comme  appartenant  à  des  conducteurs  infiniment 
petits.  Si  on  relie  entre  elles  toutes  ces  masses,  l'énergie  dimi- 
nue. L'énergie  d'un  système  de  corps,  dont  chacun  possède 
une  masse  totale  déterminée,  est  donc  minimum  lorsque  tous 
les  corps  sont  conducteurs. 

On  peut  évaluer  l'énergie  potentielle  d'un  système,  soit  par 
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le  trayail  dépensé  pendant  Télectrisation,  soit  par  le  travail 
fourni  dans  la  décharge. 

80.  Éneri^e  d*iaii  conducteur  naïqnc.  —  Considérons  d'abord 
un  conducteur  unique  de  capacité  G,  et  supposons  qu'on  lui  ait 
déjà  communiqué  la  charge  M  qui  le  porte  au  potentiel  V. 
Pour  augmenter  la  charge  de  e/M,  il  faut  amener  de  Tinfini 
ou  de  la  surface  du  sol  Jusque  sur  ce  conducteur,  une  quantité 
dM.  d^électricité,  et  le  travail  dépensé  pour  cette  opération  est 
égal  à  \dM. 

L'accroissement  cfW  de  l'énergie  du  conducteur  est  donc 

rfW=VrfM=:5yM. 


Lorsque  la  masse  électrique  change  de  M^  à  Mi,  l'accroisse- 
ment d'énergie  est 

w.-w.=^(m;-m;). 

Comme  l'énergie  s'annule  avec  la  masse,  on  voit  que  l'éner- 
gie qui  correspond  à  la  masse  M  est 

2ti        2  2 

Ainsi  r énergie  électrique  (Tun  conducteur  unique  est  pro/.or- 
tiowielle  au  carré  de  la  charge  ou  au  carré  du  potentiel. 

90.  Énergie  d'nn  ■yeième  de  condnctenrs.  —  Soit  maintenant 

un  nombre  quelconque  de  conducteurs  A^,  A^,  A3,...  ayant  des 
charges  M^,  M„  M3,....  avec  des  potentiels  V^,V3,V3,... 

Si  l'on  multiplie  la  densité  en  chaque  point  par  x,on  obtient 
un  nouvel  état  d'équilibre  dans  lequel  les  charges  totales  et 
les  potentiels  sont  multipliés  par  ce  même  facteur  x.  On  a 
donc  la  charge  xM^  sur  A^  au  potentiel  xV^,  oM^  sur  Aj  au 
potentiel  ^V^,  etc. 

En  donnant  à  x  l'accroissement  dx^  les  masses  et  les  poten- 
tiels sont  multipliés  par  x  4-  dx^  et  l'accroissement  de  charge 
qui  en  résulte  sur  le  conducteur  A^  est  yi^dx.  Le  travail  cor- 
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respondant  est  compris  entre  U^dx.xW^  et  M|i/:c(x-hrfx)V,; 
il  est  donc,  à  un  iafiniment  petit  du  second  ordre  près,  égal 
à  M^V^xi/x.  Il  en  est  de  même  pour  les  autres  conducteurs, 
de  sorte  que  la  variation  d'énergie  du  système  est 

dW=:(M,V,-f-M,V,-h )xdx==xdxj^m, 

Entre  deux  valeurs  x^  eix^  Taccroissement  d'énergie  est 

Si  Ton  fait  x^  =  o  et  x^  =  i ,  ce  qui  revient  à  supposer  qu'on 
est  parti  de  l'état  neutre  pour  arriver  à  l'état  considéré  en  pre- 
mier lieu,  il  vient  simplement 

W=i(M,V,+M,V,+  .....)=i2:MV. 

On  voit,  d'après  cela,  que  f  énergie  d'un  système  de  conduc- 
teurs  est  égale  à  la  demi-somme  des  produits  de  chaque  masse 
par  le  potentiel  correspondant. 

oi.  —  Un  conducteur  qui  reste  isolé  pendant  la  charge  s'est 
électrisé  seulement  par  influence,  et  sa  charge  totale  est  tou- 
jours nulle  ;  il  n'y  a  donc  pas,  dans  la  somme  des  produits,  de 
terme  qui  corresponde  à  un  conducteur  isolé. 

De  même,  un  conducteur  maintenu  en  communication  avec 
le  sol  est  resté  au  potentiel  zéro  et  ne  donne  aucun  terme  dans 
l'expression  de  l'énergie. 

11  faut  remarquer  cependant  que  ces  deux  sortes  de  con- 
ducteurs interviennent  dans  la  valeur  de  l'énergie  en  modi- 
fiant par  influence  les  capacités  et,  par  suite^les  potentiels  des 
corps  électrisés. 

Enfin,  la  même  formule  convient  aussi  au  cas  des  corps 
isolants  électrisés  d'une  manière  quelconque.  Chacun  des  élé- 
ments de  volume  des  corps  isolants  peut  être  considéré^  en 
effet,  comme  un  conducteur  infiniment  petit  sur  lequel  serait 
distribuée  la  masse  électrique  correspondante.  Dans  ce  cas,  la 
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somme  qui  précède  devient  une  intégrale  ;  en  appelant  p  la 
densité  électrique  et  V  le  potentiel  sur  un  élément  de  volume 
dvj  l'énergie  du  système  a  pour  expression 


W='^f\dm=^f\pds^. 


L'énergie  accumulée  par  Télectrisalion  sur  un  système  de 
conducteurs  est  dépensée  au  moment  de  la  décharge,  et  peut 
être  transformée  en  un  travail  mécanique  ou  en  un  effet  équi- 
valent: chaleur  dégagée,  actions  chimiques,  etc. 

os. — Si  l'électricité  étaitunesubstance  matérielle,  les  masses 
qui  constituent  les  couches  électriques  acquerraient  pendant 
la  décharge  une  certaine  force  vive,  en  vertu  de  laquelle  elles 
dépasseraient,  comme  un  pendule,  leur  position  d'équilibre, 
de  manière  à  restituer  au  système  une  fraction  de  l'énergie 
primitive;  il  se  produirait  une  succession  de  décharges  alter- 
nativement de  sens  contraires  jusqu'à  ce  que  la  chaleur  déga- 
gée sur  les  conducteurs  ait  épuisé  l'énergie  totale  disponible, 
et  réquilibre  final  ne  serait  atteint  qu'après  un  certain  nombre 
d'oscillations.  L'expérience  montre  que  dans  certaines  condi- 
tions les  décharges  ont,  en  effet,  un  caractère  oscillatoire  ma- 
nifeste; mais  nous  verrons  que  ces  oscillations  peuvent  s'ex- 
pliquer par  une  cause  toute  différente.  On  n'en  peut  donc 
rien  conclure  en  faveur  de  l'hypothèse  qui  attribuerait  une 
certaine  inertie  aux  masses  électriques  et,  dans  l'état  actuel  de 
la  science,  on  ne  peut  invoquer  aucun  fait  décisif  pour  ou 
contre  cette  hypothèse. 

•s.  IMekarge  des  baiterlM.  —  Batterie  en  ■«rfaee.  —  Dé- 
charge  totale.  —  Nous  avons  vu  que  la  capacité  C^  d'une  bat- 
terie disposée  en  surface  est  égale  à  la  somme  des  capacités 
de  chacune  des  bouteilles. 

Si  l'énergie  totale  de  la  batterie  est  transformée  en  chaleur 
pendant  la  décharge,  on  a  donc,  en  appelant  J  l'équivalent 
mécanique  de  l'unité  de  chaleur  et  Q  la  chaleur  dégagée, 

W=iMV=-ï=C,V»=:JQ. 
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Si  la  batterie  est  formée  de  p  bouteilles  identiques,  de  capa- 
cité C,  la  formule  devient 

W=JQ  =  -.^=-pCV^ 

On  voit  que,  pour  une  charge  donnée,  Ténergie,  ou  la  cha- 
leur dégagée,  est  en  raison  inverse  du  nombre  des  bouteilles; 
et  que,  pour  un  potentiel  donné,  Ténergie  est  proportionnelle 
au  nombre  des  bouteilles. 

04.  Décharge  incomplète.  —  Considérons  deux  batteries  de 
capacités  C^  et  G^,  la  première  chargée  d'une  masse  M  et  la 
seconde  à  Fétat  neutre,  les  armatures  extérieures  communi- 
quant au  sol.  Supposons  qu'au  lieu  de  décharger  la  première, 
on  joigne  les  deux  armatures  intérieures  de  manière  à  consti- 
tuer une  batterie  unique  de  capacité  C^  +  C^.  La  décharge  est 
dite  incomplète;  elle  correspond  à  une  perle  d'énergie  et  pro- 
duit un  dégagement  de  chaleur.  Avant  le  contact,  l'énergie  po- 
tentielle de  la  première  batterie  était 

Après  le  contact,  l'énergie  du  système  est  devenue 

L'énergie  dépensée  dans  la  décharge  est 

La  fraction  dépensée  de  l'énergie  primitive  est  donc 
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Supposons  que  la  première  batterie  se  compose  de  p^  bou- 
teilles de  surface  S^  et  d'épaisseur  e^j  la  seconde  de  p^  bouteilles 
de  surfate  Sj  et  d'épaisseur  e^,  on  aura 


ce  qui  donne 


w,~w, 


W^  p,  s,  e., 

P2  ^2  ^1 


•5.  Décharge  d'une  batterie  en  caecade.  —  La  Capacité    C| 

d'une  batterie  disposée  en  cascade  est  liée  aux  capacités  G,  G', 
G""...  des  diverses  bouteilles  isolées  par  la  relation  («5) 

G^~'G"^G'"^C'"^ ""^C* 

L'expression  de  l'énergie  potentielle  du  système  ne  comprend 
que  le  terme  relatif  à  la  première  bouteille,  puisque  tous  les 
autres  conducteurs  sont  restés  isolés  ou  en  communication 
avec  le  sol  pendant  la  charge.  On  a  donc 

w=i-^=ic,v». 

Si  la  cascade  se  compose  de  p  bouteilles  identiques, 

c,=î, 
p 

ce  qui  donne  pour  l'énergie 

2^  G     ^  p 

Pour  une  charge  donnée,  l'énergie  de  la  cascade  sera  plus 
grande  que  celle  d'une  seule  bouteille  ;  mais,  pour  un  poten- 
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tiel  donné,  elle  sera  p  fois  plus  petite.  C'est  Tinverse  de  ce 
qui  avait  lieu  pour  la  batterie  en  surface. 

Toutes  ces  lois  relatives  à  la  décharge  des  batteries  ont  été 
trouvées  expérimentalement  par  M.  Riess. 

En  résumé,  quand  on  opère  à  potentiel  constant,  c'est-à  dire 
avec  une  source  d'électricité,  la  meilleure  combinaison  que 
Ton  puisse  faire  avec  un  nombre  déterminé  de  bouteilles,  pour 
obtenir  le  maximum  d'énergie  pendant  la  décharge,  consiste 
aies  réunir  en  surface^  pourvu  toutefois  que  les  bouteilles  puis- 
sent supporter  la  différence  de  potentiel  maximum  de  la  source. 
Si,  au  contraire,  on  dispose  d'une  quantité  d'électricité  limitée, 
il  y  a  tout  avantage  à  mettre  la  batterie  en  cascade. 

Le  premier  cas  est  le  plus  fréquent,  c'est  celui  qui]se  présente 
avec  les  machines  électriques;  mais,  comme  ces  appareils  pro- 
duisent habituellement  des  potentiels  très  élevés,  il  y  a  souvent 
intérêt  à  choisir  une  combinaison  convenable  des  bouteilles 
suivant  les  deux  systèmes,  qui  permette  d'utiliser  ces  poten- 
tiels élevés  et  d'économiser  la  charge. 

96.  Vmvall  éleetrl«me  pemAant  le  déplaceMent  des  eoBdi«e- 
temM  Isolés.  —  Conducteurs  à  charge  constante.  —  L'énergie 
potentielle  d'un  système  de  conducteurs  a  pour  valeur 


W=^2]MV. 


Lorsqu'on  change  la  position  relative  de  ces  conducteurs, 
sans  établir  entre  eux  aucune  communication,  on  provoque 
en  général  un  travail  positif  ou  négatif  des  forces  électriques 
et,  par  suite,  on  fait  varier  l'énergie  du  système  ;  si,  par  un  tra- 
vail extérieur,  le  système  éprouve  une  déformation  en  sens 
contraire  des  actions  électriques,  l'énergie  augmente  d'une 
quantité  correspondante. 

Si  les  conducteurs  sont  abandonnés  à  eux-mêmes,  ils  obéis- 
sent aux  actions  électriques  qui  les  sollicitent;  le  travail  de  ces 
forces  est  positif  et  correspond  à  une  diminution  ^'énergie  du 
système.  On  a  donc,  à  chaque  instant,  en  appelant  dT  le  tra- 
vail des  forces  électriques  et  ^AV  la  variation  correspondante 

de  l'énergie, 

rfW-hrfT=o.  (i) 
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L*énergie  des  conducteurs  abandonnés  à  leurs  actions  récipro- 
ques tend  donc  yers  un  minimum. 
On  a  d'ailleurs,  d'une  façon  générale, 

rfW=i2]MrfV-h-2]V^/M; 


raais^  dans  le  cas  actuel,  le  dernier  terme  est  nul  puisque  la 
charge  M  est  constante  sur  chacun  des  conducteurs;  il  reste 
seulement 

Le  déplacement  spontané  tend  donc  à  se  faire  de  manière  que 
les  potentiels  diminuent. 

Un  corps  conducteur,  primitivement  à  l'état  neutre,  serait 
attiré  dans  le  champ  électrique.  Sa  présence  a  donc  pour  ef- 
fet, comme  on  le  savait,  de  faire  baisser  les  potentiels. 

•9.  Conducteurs  à  potentiel  constant.  —  Considérons  main- 
tenant le  cas  où  les  conducteurs  sont  maintenus  à  des 
potentiels  constants,  par  des  sources  électriques  placées  en 
dehors  du  champ  d'action. 

Nous  supposerons  que  les  différents  conducteurs  A^,  Aj, 
A3...,  chargés  de  quantités  Mp  M^,  M3...,  et  aux  potentiels 
Vp  Vj,  Vj...,  communiquent  séparément  avec  des  corps  de 
capacités  C^  C^,  Ç3...,  soustraits  à  toute  influence  étrangère, 
par  exemple,  des  condensateurs  fermés  dont  l'armature  exté- 
rieure communique  avec  le  sol.  Ce  cas  rentre  alors  dans  celui 
que  nous  venons  de  considérer  ;  si  on  désigne  par  W^  l'é- 
nergie des  conducteurs  et  par  Wc  celle  des  condensateurs, 
l'énergie  du  système  est 

Si  le  système  éprouve  une  déformation  quelconque  sans  in- 
tervention d'énergie  étrangère,  la  formule  (i)  est  applicable 
et  donne 

(2)  rfT-hrfW«-|-rfWe  =  0. 

Electr.  et  Magn.  1  —  7 
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L'énergie  des  conducteurs  est 
et,  par  suite, 

Pour  l'énergie  des  condensateurs,  dont  la  capacité  est  inva- 
riable, nous  prendrons  l'expression 

d'où  l'on  déduit 

Enfin,  pour  chaque  système  formé  d'un  conducteur  et  du 
condensateur  correspondant,  la  charge  totale  M-hCV  est  con- 
stante ;  on  a  donc 

r/M  +  CrfV^o, 
et,  par  suite, 

ce  qui  donne  pour  l'ensemble  des  conducteurs  et  des  conden- 
sateurs 

2]VrfM-h2]CVrfV=o. 

En  tenant  compte  de  cette  dernière  relation,  l'équation  {9.) 
peut  s'écrire 

rfw„-=-yMrfv-iycvr/v==-y;Mrfv--r/Wc. 

2-*-^  2-^  a-^  2 

On  a  donc 
(3)  3rfW«4-rfWe=VM^V=-^^^ 

Celte  équation  est  vraie,  quelles  que  soient  les  capacités  des 
condensateurs.  Rien  n'empêche  de  supposer  ces  capacités  in- 
finiment grandes  par  rapport  aux  charges  M  des  conducteurs 
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proposés,  de  manière  que  les  variations  de  potentiel  dV^, 
rfVj...  et  les  variations  d'énergie  M^rfV^,  MjrfVg...  soient  ab- 
solument négligeables.  On  rentre  alors  dans  le  cas  de  conden- 
sateurs maintenus  à  des  potentiels  constants  par  des  sources 
extérieures,  et  Téquation  (3)  se  réduit  à 

ou 

ce  qui  donne  finalement,  d'après  l'équation  (i), 

dT  =  dWa. 

Ainsi,  lorsque  les  conducteurs  sont  maintenus  respecti- 
vement à  des  potentiels  constants,  l'énergie  du  système,  pour 
une  déformation  quelconque,  s'accroît  d'une  quantité  égale 
au  travail  des  forces  électriques.  Ce  travail  est  positif,  si 
le  système  est  abandonné  à  lui-même  ;  il  est  emprunté,  ainsi 
que  le  surcroît  d'énergie  ,  aux  sources  qui  maintiennent 
les  potentiels  constants.  Les  sources  fournissent  donc  à  cha- 
que instant  une  quantité  d'énergie  qui  se  partage  en  deux 
parties  égales  :  l'une  sert  à  accomplir  le  travail  dT  des 
forces  électriques,  l'autre  est  employée  à  accroître  de  rfW^ 
Ténergie  électrique  du  système. 

Dans  ce  cas  l'énergie  du  système  tend  vers  un  maximum. 

•8.  —  Nous  allons  faire  une  application  de  ces  théorèmes 
au  problème  suivant  qui  peut  servir  de  base  à  la  théorie  des 
électromètres  symétriques. 

Supposons  qu'un  système  de  conducteurs  soit  formé  de  deux 
cylindres  fixes  indéfinis  A  etB  (fig.  21)  à  axe  commun,  et  d'un 
cylindre  C  concentrique  aux  précédents,  mobile  dans  le  sens 
de  cet  axe,  la  longueur  dii  cylindre  intérieur  C  étant  d'ailleurs 
assez  grande  pour  que  la  densité  électrique  à  chacune  de  ses 
extrémités  ne  dépende  que  du  conducteur  fixe  le  plus  voisin. 
Soient  V<,  Vj  et  V  les  potentiels  de  ces  trois  corps,  A^,  B^,  et 
C^  les  charges  qu'ils  possèdent  lorsque  le  cylindre  mobile  est 
dans  une  position  symétrique  par  rapport  aux  deux  autres. 
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Si  le  cylindre  C  se  déplace  d'une  petite  quantité  x,  vers  la 
droite  par  exemple,  la  distribution  de  Télectricité,  sur  les  dif- 
férentes surfaces  voisines  de  l'ouverture  et  aux  extrémités, 
n'est  pas  modifiée;  on  a  simplement,  de  ce  côté,  augmenté 
d'une  quantité  proportionnelle  à  a:  la  surface  sur  laquelle  la 
densité  électrique  est  uniforme  et  proportionnelle  à  la  diffé- 
rence des  potentiels  des  conducteurs  voisins.  La  moitié  de 
droite  du  cylindre  mobile  aura  donc  gagné  une  quantité  d'é- 
lectricité proportionnelle  à  x,  et  le  cylindre  fixe  B  une  quan- 
tité égale  d'électricité  contraire  ;  l'efiTet  inverse  se  sera  produit 
de  l'autre  côté. 

On  aura  ainsi,  en  appelant  A,  B  et  G  les  charges  nouvelles 
des  trois  conducteurs  après  le  déplacement  du  cylindre  inté- 
rieur et  a  la  capacité  par  unité  de  longueur  du  cylindre  inté* 


I 1 

[__..     _.  .  c  J 


Fig.  Ji 

rieur  loin  du  milieu  et  des  extrémités, 

C=C.+ar(V-V,)-«x(V-V,)  =  C.  +  «x(V,-V,), 
B=B„-«:r(V-V,), 

A=A„-Hxr(V-V^). 

La  variation  d'énergie  est  alors 

W-W.=i»r[(V,-V,)V-(V-V,)V,+(V-V,)V,] 

=«[v(v.-v,)-^(v;-v;)] 

=ax(V,-V,)[V-i(V,+V,^]. 

La  résultante  F  des  actions  de  A  et  B  sur  C  est.  par  raison 
de  symétrie,  parallèle  à  l'axe  commun  ;  le  travail  accompli 
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Fx  pendant  le  déplacement  x  est  égal  à  la  variation  d'é- 
nergie. On  en  déduit 

F=«{V,-V,)[V-1(V,+V,)]. 

On  peut  d'ailleurs  exprimer  le  coefûcient  a  eh  fonctions 
des  données  du  problème.  On  sait,  en  effet  (so),  que  dans  le 
cas  de  deux  cylindres  concentriques  indéfinis,  dont  les  rayons 
sont  R  et  R,  et  les  potentiels  V  et  V<,  la  charge  du  cylindre 
intérieur  sur  une  longueur  x  est 


M 


_(V-V>    I 


2        .R. 


''i 


Il  en  résulte 


et,  par  suite, 


I 
a 


/ï^/ 
.1.^ 


CHAPITRE     SIXIEME 

DES    DIÉLECTRIQUES 


99.  Râle  dm  milieu  diéieeiri^ue.  —  Jusqu'ici  nous  avons  rai- 
sonné dans  rhypothèse  que  les  actions  s'exercent  à  distance 
entre  les  masses  électriques,  et  considéré  le  diélectrique  comme 
un  milieu  inerte  à  traders  lequel  agissent  les  forces,  mais  dé- 
nué par  lui-même  de  toute  propriété  active. 

D'un  autre  côté,  il  parait  aujourd'hui  bien  démontré  que 
la  chaleur  est  un  mouvement  vibratoire  dont  la  propagation 
s'effectue  par  l'intermédiaire  d'un  milieu  élastique;  or  nous 
avons  vu  que  le  problème  de  l'équilibre  électrique  et  celui  de 
la  propagation  de  la  chaleur  dans  l'état  permanent  sont  définis 
par  les  mêmes  propriétés  mathématiques. 

N'est-il  pas  permis  de  supposer  que  dans  les  deux  cas  l'ana- 
logie est  plus  intime,  qu'elle  se  poursuit  jusque  dans  le  méca- 
nisme des  actions  élémentaires,  et  qu'il  n'y  a  d'autre  diffé- 
rence dans  les  deux  ordres  de  phénomènes  que  celles  que  nous 
introduisons  nous-mêmes  dans  l'interprétation  physique  des 
lois?  S'il  en  est  ainsi,  la  production  des  forces  électriques  doit 
pouvoir  s'expliquer  par  la  seule  action  du  milieu. 

Telle  est  l'idée  que  Faraday  a  cherché  à  mettre  en  lumière 
et  qui  l'a  guidé  constamment  dans  ses  travaux.  11  n'y  a  pas 
lieu  de  chercher  ici  à  démontrer  ou  infirmer  l'exactitude  de 
l'un  ou  de  l'autre  de  ces  points  de  vue,  mais  seulement  leur 
équivalence  pour  l'explication  des  phénomènes. 

Nous  commencerons  par  établir  quelques  théorèmes  sur 
les  relations  des  forces  et  des  pressions  électrostatiques. 
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100.  ExpreMlon  de  la  force  par  lee  presaions.  —  NoilS  avons 

déjà  considéré  comme  évident  (40)  que  la  force  qui  s'exerce 
sur  un  conducteur  est  la  résultante  des  pressions  électriques  sur 
toute  sa  surface^  mais  il  peut  être  utile  d'envisager  ce  théo- 
rème d'un  autre  point  de  vue. 

La  pression,  par  unité  de  surface,  en  un  point  d'un  conduc- 
teur cil  la  densité  est  a  et  la  force  F,  a  pour  valeur 

et  cette  pression  est  toujours  dirigée  vers  l'extérieur,  quel  que 
soit  le  signe  de  l'électricité. 

Pour  chaque  élément  de  la  surface,  la  pression  pd'^  est  la 
résultante  des  actions  exercées,  sur  la  masse  arfS  de  cet  élé- 
ment, par  toutes  les  masses  extérieures  au  conducteur  et  par 
celles  qui  le  recouvrent.  Pour  la  surface  entière,  la  résul- 
tante de  toutes  les  pressions  est  la  résultante  des  actions 
exercées  sur  le  conducteur,  tant  par  les  masses  extérieures 
que  par  son  électricité  propre.  Mais  les  actions  qu'exer- 
cent les  unes  sur  les  autres  les  diverses  masses  électriques  du 
conducteur  ont  une  résultante  nulle  puisque,  l'équilibre  exis- 
tant, ces  masses  peuvent  être  considérées  comme  fixées  sur 
le  conducteur,  et  que  dans  ce  cas  les  forces  élémentaires 
s'annulent  deux  à  deux;  la  résultante  des  pressions  est 
donc  seulement  égale  à  la  résultante  des  actions  des  masses 
extérieures. 

101.  —  Quand  wi  système  électrique  est  entouré  par  une  sur- 
face  de  niveau  S^,  la  force  exercée  sur  ce  système  est  la  résul- 
tante des  pressions  qui  s'exerceraient  sur  une  couche  égale  à  la 
charge  totale  du  système^  en  équilibre  sur  la  surface  S^. 

Supposons  qu'une  surface  de  niveau  S^  partage  toutes  les 
masses  agissantes  en  deux  systèmes,  l'un  intérieur  M^,  l'au- 
tre extérieur  M,.  Nous  avons  vu  que,  pour  tous  les  points 
extérieurs  à  Sp  on  peut  remplacer  les  masses  intérieures  par 
une  couche  de  même  masse  totale  M^,  en  équilibre  sur 
la  surface.  Inversement,  le  système  extérieur  M^  agira  sur 
cette  couche  M|  solidifiée  sur  la  surface  S4  comme  il  agi- 
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rait  sur  les  masses  intérieures,  supposées  liées  entre  elles  de 
manière  à  former  un  système  rigide. 

Or,  en  vertu  de  la  remarque  précédente,  l'action  des  masses 
extérieures  sur  la  couche  S^  et,  par  suite,  sur  le  système  M, 
des  masses  intérieures,  n'est  autre  chose  que  la  résultante 
des  pressions  électrostatiques  de  cette  couche. 

Gomme  Faction  totale  du  système  M^  sur  tous  les  corps 
extérieurs  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  force  que  subit 
ce  système,  on  voit  aussi  que  l'action  du  système  M^  sur  les 
corps  extérieurs  est  égale  à  la  résultante  des  pressions  élé- 
mentaires sur  la  surface  S^,  chacune  d'elles  étant  comptée  vers 
l'intérieur. 

102.  —  V action  réciproque  de  deux  systèmes  M^  et  M^  est 


Fig.   23 

égale  à  l'action  de  deux  couches  -hM^  et  —  M^  distribuées  sur 
deux  surfaces  de  niveau  S^  et  S^  qui  comprennent  M^  et  laissent 
en  dehors  M^. 

Considérons,  en  effet,  une  seconde  surface  de  niveau  Sj 
(fig.  22)  qui  comprenne  M^  et  laisse  encore  tout  entier  à  l'exté- 
rieur le  système  M^. 

Disposons  sur  la  surface  S^  une  couche  -i-M^  en  équilibre, 
et  une  couche  —  M^  en  équilibre  sur  S^;  la  couche  S^  peut 
remplacer  le  système  intérieur  +M^  pour  tous  les  points  exté- 
rieurs à  S^  et  la  couche  S^  équivaut  au  système  extérieur  Mj 
pour  tous  les  points  compris  dans  la  surface  S^. 

L'ensemble  de  ces  deux  couches  donne  d'ailleurs  un  po- 
tentiel constant  V^  à  l'intérieur  de  S^  et  un  potentiel  constant 
Va  à  l'extérieur  de  S^;  enfin  un  potentiel  variable  de  V,  à  V, 
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dans  l'espace  intermédiaire.  La  force  électrique  est  donc  nulle 
partout,  sauf  dans  cet  espace,  où  elle  conserve  la  même  valeur 
en  chaque  point,  soit  pour  les  deux  systèmes  primitifs  M^  et 
Mj,  soit  pour  les  couches  équivalentes  distribuées  sur  les  sur- 
faces S|  et  Sj. 

L'action  de  la  surface  électrisée  S,  sur  la  couche  S^  est  donc 
la  même  que  sur  le  système  Mj  ;  celle  de  Sj  la  même  sur  S^ 
que  sur  M|;  les  actions  réciproques  des  surfaces  électrisées 
S,  et  Sa  sont  donc  les  mêmes  que  celles  des  deux  systèmes 
primitifs  M^  et  M,. 

Mais  nous  savons  par  les  théorèmes  qui  précèdent  que  les 
actions  éprouvées  par  les  surfaces  S|  et  S^  ne  sont  autre  chose 
que  les  résultantes  des  pressions  électriques  p^dS^  et  p^dS^  qui 
s'exercent  sur  les  éléments  de  ces  surfaces.  Ces  pressions  ont 
pour  valeurs,  en  désignant  par  F|  et  F^  la  force  électrique  dans 
le  milieu,  au  voisinage  des  éléments  considérés, 


/'t^Sj^r^Fj^rfS,; 


elles  sont  dirigées,  les  premières  à  l'extérieur  de  la  surface  S^, 
les  secondes  à  l'extérieur  de  la  surface  S^,  et  les  résultantes  de 
ces  deux  systèmes  de  forces  normales  ^^^^S^  et  /^^r/S^  sont 
égales  et  de  signes  contraires,  comme  étant  l'action  et  la  réac- 
tion. 

108.  —  La  force  réelle  qui  agit  entre  les  deux  surfaces  élec- 
trisées Sj  et  Sj  peut  être  considérée  comme  provenant  des  ac- 
tions élémentaires  qui  s'exercent  directement  et  à  distance 
entre  les  différentes  masses  électriques  qui  les  recouvrent, 
prises  deux  à  deux.  C'est  l'hypothèse  qui  a  servi  de  base  à  tous 
nos  calculs  jusqu'à  présent.  Mais  on  peut  admettre  aussi  que 
cette  action  se  transmet  par  l'intermédiaire  du  milieu  ambiant 
en  vertu  d'une  élasticité  spéciale,  comme  le  croyait  Faraday. 
Nous  plaçant  à  ce  point  de  vue,  nous  allons  examiner  les  con- 
ditions mécaniques  auxquelles  doit  alors  satisfaire  le  milieu 
intermédiaire. 
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Considérons,  pour  cela,  un  canal  orthogonal  entre  les  deux 
surfaces  S^  et  S^.  Le  flux  de  force  émané  de  dS^  (fig.  aiJ)  va  s'ab- 
sorber en  rfSj,  et  les  deux  éléments  r/S^  et  dS^  sont  exactement 
dans  le  même  état  que  s'ils  étaient  reliés  par  des  cordons  élas- 
tiques parallèles  aux  lignes  de  force  et  tirant  les  deux  éléments 
Tun  vers  l'autre  avec  une  forcç  égale  à  p^  par  unité  de  surface 
sur  dS^  et  à  p^  sur  r/S^. 

Prenons  dans  le  canal  un  élément  de  volume  terminé  par 
deux  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines  S  et  S\  distantes 
de  rfw,  et  supposons-le  solidifié.  Cet  élément  de  volume  doit 
être  considéré  comme  soumis  à  deux  tensions  tirant  extérieure- 
ment sur  ses  bases  et  dont  la  résultante  est 


dR=p'dii'-pdS=-^  (F'^r/S'-P^S), 


Stu^ 


Fig.  23 

Comme  on  a,  en  vertu  des  propriétés  des  tubes  de  force, 

FdS^FdS', 


il  en  résulte 


r/R^j^F^S(F'-F). 


Les  deux  surfaces  étant  infiniment  voisines,  on  peut  écrire 

dF 
F-F~rf/i; 
dn 

ce  qui  donne 

./R= ^  clSd,y^=USdn  4-  (^)  =dSdni^. 
ot:  dn      a  an  \oic/  2  dn 
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En  appelant  R  l'action  relative  à  l'unité  de  volume  du  dié- 
lectrique en  un  point,  on  a 

n==:--3 — 

2  an 

Le  résultat  est  donc  le  même  que  si  les  forces  s'exerçaient 
sur  le  diélectrique  lui-même  et  que  la  force  par  unité  de 
volume  fût  déterminée  par  un  potentiel  égal  en  chaque  point 

à  — -:  l'élément  de  volume  tend  à  être  entraîné  dans  la  direc- 

lion  vers  laquelle  la  fonction  p  va  en  augmentant. 

104.  —  Mais  dans  ces  conditions  l'élément  de  volume  ne 
peut  être  en  équilibre  ;  il  est  donc  nécessaire  de  faire  inter- 
venir d'autres  forces.  Pour  les  déterminer,  il  est  utile  de  consi- 
dérer le  problème  d'hydrostatique  correspondant. 

Lorsque,  dans  un  liquide  en  équilibre,  la  pression  en  cha- 
que point  est  représentée  par  une  fonction  p^  des  coordon- 
nées, la  résultante  des  pressions  exercées  sur  une  surface 
fermée  est  égale  à  la  résultante  d'un  système  de  forces  ayant 
un  potentiel  p^  et  agissant  sur  le  volume  tout  entier  limité 
par  cette  surface. 

Il  suffit,  pour  s'en  assurer,  de  remarquer  que  sur  un  élé- 
ment de  volume  rfi',  limité  par  deux  surfaces  d'égale  pression 
et  par  des  surfaces  orthogonales  et  formant  un  cylindre  infi- 
niment petit  de  base  dS  et  de  hauteur  dn^  la  résultante  des 
pressions  est  égale  à 

an  an 

•^  étant  la  dérivée  de  la  pression  par  rapport  à  la  normale 

à  la  surface  de  niveau.  Cette  force,  ou  poussée,  agit  normale- 
ment à  la  surface  de  niveau  et  dans  le  sens  vers  lequel  les 
pressions  diminuent.  Elle  est  d'ailleurs,  en  vertu  de  Téqui- 
libre,  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  de  toutes 
les  forces  extérieures  sur  le  même  volume,  par  exemple  au 
poids  du  liquide  qu'il  renferme,  s'il  s'agit  d'un  liquide  soumis 
à  la  seule  action  de  la  pesanteur. 
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Dans  le  problème  d'électricité,  la  résultante  des  forces  qui 
s'exercent  sur  un  élément  de  Tolume  rfS  rf/i,  en  vertu  des  ten- 
sions que  nous  ayons  considérées  le  long  des  lignes  de  force, 

est  égale  à  dSdn  -  ;/-  et  dirigée  dans  le  sens  yers  lequel  la 

force  ou  la  fonction  p  augmente. 

Pour  établir  l'équilibre,  nous  admettrons  en  outre  qu'il 
existe  en  chaque  point  dans  le  diélectrique  une  pression  p^, 

La  surface  entière  de  l'élément  de  volume  étant  soumise  à 
cette  pression  dont  la  résultante  est  </R^,  la  condition  d'équili- 
bre est 

rfR-l-rfR^=o, 
ce  qui  donne 

1  dn     lin         ' 
OU 

p  =  ^p,. 

L'action  réelle  sur  l'élément  du  volume  d^dn  se  compose 
donc  d'une  pression  latérale  p^=Z'-  p  et  d'une  tension  sur  les 

bases  rfS  égale  àp— p^,  c'est-à-dire  encore  -. 

106.  Tension  et  répnlslon  des  lli^iieB  de  forée.  —  Si  l'on  con- 
sidère une  couche  terminée  par  deux  surfaces  de  niveau  élec- 
trisées  sur  lesquelles  on  imagine  les  masses  électriques  capa- 
bles de  remplacer  l'action  des  corps  extérieurs  à  la  couche, 
les  deux  surfaces  s'attireront  avec  une  force  égale  à  la  résul- 
tante générale  des  tensions.  En  divisant  cette  couche  en  deux 
par  une  surface  orthogonale,  il  s'exercera  entre  les  deux  frag- 
ments une  repulsion  égale  à  la  résultante  des  pressions  latérales. 

Il  est  facile  d'étendre  ces  considérations  au  cas  où  la  seconde 
surface  de  niveau  n'envelopperait  pas  la  première. 

On  peut  donc  imaginer  que  les  corps  conducteurs  sont  re- 
liés l'un  à  r autre  par  des  fils  élastiques  tendus  suivant  les  liçties 
de  force  et  qui  se  repoussent  entre  eux.  Cette  représentation 
matérielle  des  phénomènes  est  un  guide  utile  dans  un  grand 
nombre  d'applications. 
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loe.  —  Les  propriétés  qui  précèdent  sont  la  traduction  ma- 
thématique de  l'idée  suivant  laquelle  Faraday  se  représentait 
l'état  des  diélectriques  et  qu'il  résumait  lui-même  dans  les 
deux  paragraphes  suivants  de  ses  Expérimental  Researches^ 
série  XI,  §  1297- 1298: 

«  L'action  inductive  qu'on  peut  concevoir  comme  s'exerçant 
dans  la  direction  même  des  lignes  de  force  qui  relient  les  sur- 
faces terminales  de  deux  conducteurs  électrisés  serait  accom- 
pagnée d'une  action  latérale  ou  transverse  à  ces  mêmes  lignes 
et  qui  correspondrait  à  la  dilatation  ou  la  répulsion  à  laquelle 
elles  semblent  obéir.  Autrement  dit,  la  force  attractive  qui 
s'exerce  entre  les  particules  du  diélectrique  dans  la  direction 
même  de  l'induction  est  accompagnée  d'une  force  répulsive 
agissant  dans  une  direction  transverse. 

«  L'induction  semble  consister  en  un  certain  état  de  polari- 
sation des  particules  déterminé  par  l'action  du  corps  électrisé, 
état  dans  lequel  les  particules  seraient  positives  d'un  côté, 
négatives  de  l'autre,  et  seraient  disposées  régulièrement  les  unes 
par  rapport  aux  autres,  et  en  relation  avec  la  surface  ou  les 
particules  mêmes  du  corps  inducteur.  Cet  état  est  un  état  de 
contrainte,  qui  est  établi  et  se  maintient  seulement  par  l'ac- 
tion d*une  force,  et  qui  se  détend  et  fait  place  à  l'état  naturel 
sitôt  que  la  force  cesse  d'agir.  Il  n'y  a  d'ailleurs  que  dans  les 
corps  isolants  que  cet  état  peut  se  maintenir  sous  l'action  d'une 
quantité  fixe  d'électricité,  attendu  que  ce  sont  les  seuls  où  les 
particules  peuvent  rester  polarisées.  » 

107.  Énergie  du  milieu  diélectrique.  —  Dans  cette  manière 
de  voir,  toute  l'énergie  du  système  électrique  doit  résider 
dans  le  milieu  diélectrique  et  il  est  facile  d'en  calculer  la  va- 
leur en  chaque  point. 

L'énergie  totale  d'un  système  est  (01) 

W=:  -  YmS,      ou       W=-  /Vprf^ 

Remplaçant  la  densité  par  sa  valeur  déduite  de  l'équation 

de  Poisson 

AV-i-4i:p=o, 
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il  vient 

Jusqu'ici  Fénergie  est  évaluée  en  fonction  des  masses  élec- 
triques elles-mêmes.  Pour  en  modifier  la  signification,  il  suf- 
fira d'appliquer  la  formule  de  Green  (sa) 


fy\\dv=fYlLdS-  f^d 


au  volume  limité  par  une  sphère  de  très  grand  rayon  r  com- 
prenant le  système  électrisé  que  Ton  envisage.  Le  premier 
terme  du  second  membre  doit  être  étendu  à  la  surface  de  cette 
sphère.  Le  potentiel  V,  à  mesure  qu'on  s'éloigne,  tend  à  deve- 
nir en  raison  inverse  de  r;  le  facteur  -—  représente  la  com- 

posante  normale  de  la  force  et  devient  en  raison  inverse  de 
1^,  Comme  la  surface  elle-même  est  proportionnelle  à  z-^, 
cette  intégrale  est  en  raison  inverse  de  r  et  tend  vers  zéro. 

Le  second  membre  se  réduit  donc  au  deuxième  terme  et 
on  a  pour  expression  de  l'énergie 

D'après  cela,  l'énergie  du  système  est  le  même  que  si  cha- 
que élément  de  volume  du  milieu  possédait  une  quantité  d'é- 
nergie ^  ¥^dv.  L'énergie  w  par  unité  de  volume  est  alors 

Ainsi  r  énergie  par  imité  de  volume  est  égale  en  chaque  point 
à  la  pression  électrostatique. 

108.  PouToir  inducteur  ■péciflque.  —  Si  le  diélectrique  joue 
ainsi  le  rôle  essentiel  dans  les  phénomènes,  on  doit  s'altendre 
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à  ce  que  tous  les  milieux  ne  se  comportent  pas  exactement  de 
la  même  manière. 

On  sait,  en  effet,  depuis  les  expériences  de  Franklin,  que  la 
nature  du  Terre  a  une  grande  importance  pour  la  construc- 
tion des  batteries  électriques.  Cayendish  avait  fait  beaucoup 
d'expériences  pour  déterminer  directement  le  rôle  cofnparatif 
des  différents  corps  employés  comme  isolants  dans  les  con- 
densateurs, mais  ces  expériences  étaient  encore  inédites  et 
ig-norées  lorsque  Faraday  publia  ses  importants  travaux. 

Faraday  a  constaté  que,  si  Ton  fait  communiquer  les  arma- 
tures de  deux  bouteilles  de  Leyde  sphériques  de  mêmes  di- 
mensions, dans  Tune  desquelles  la  couche  d'air  isolante  a  été 
remplacée  par  un  diélectrique  solide,  comme  du  soufre  fondu 
ou  de  la  résine,  une  quantité  déterminée  d'électricité  portée 
sur  ce  système  de  conducteurs  ne  se  partage  pas  en  parties 
égales  entre  les  deux  bouteilles.  Celle  dont  le  diélectrique  est 
solide  prend  une  charge  plus  grande. 

Le  phénomène  est  général  et  obéit  à  uae  loi  très  simple. 
La  charge  que  prend  un  condensateur  fermé,  à  diélectrique 
solide  ou  liquide,  est  dans  un  rapport  constant  avec  la  charge 
qu'il  prendrait,  pour  la  même  différence  de  potentiel,  si  le 
diélectrique  était  remplacé  par  une  couche  d'air. 

L'expérience  indique,  en  effet,  que  l'air  et  les  gaz,  même 
humides,  se  comportent  sensiblement  de  la  même  manière, 
quelles  que  soient  la  pression  et  la  température.  Si  la  nature 
du  gaz  a  une  influence  appréciable  sur  laquelle  nous  revien- 
drons plus  loin,  elle  peut  être  négligée  dans  les  applications. 

Le  rapport  ainsi  déterminé  est  ce  que  Faraday  appelle 
le  pouvoir  inducteur  spécifique  du  diélectrique.  C'est,  comme 
on  voit,  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  la  capacité 
d'un  condensateur  à  air  pour  avoir  celle  du  même  condensa- 
teur dans  lequel  la  lame  d'air  aura  été  remplacée  par  le  diélec- 
trique en  question. 

loo.  AbMrptioii  électrique.  —  La  détermination  de  cette 
constante  présente,  pour  la  plupart  des  corps,  de  grandes  dif- 
ficultés, par  suite  de  l'intervention  d'un  phénomène  auquel 
Faraday  a  donné  le  nom  à!absorption  électrique  et  qui  a  la 
même  cause  que  la  charge  résiduelle  des  condensateurs.  La 
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capacité  d'un  condensateur,  dans  lequel  le  diélectrique  est  un 
corps  solide,  se  présente  comme  une  fonction  du  temps  ;  elle 
est  croissante  et  paraît  tendre  yers  une  limite  à  mesure  que  la 
durée  de  la  charge  augmente.  Inversement,  quand  on  dé- 
charge le  condensateur,  Télectricité  disponible  qui  disparaît 
dans  la  décharge  est  quelquefois  loin  d'atteindre  la  totalité  de 
celle  qu'il  possède;  on  sait,  d'ailleurs,  qu'on  peut  à  des  inter- 
valles successifs  obtenir  un  nombre  plus  ou  moins  grand  de 
décharges  d'intensités  décroissantes. 

Il  paraît  difficile,  dans  l'état  actuel  de  la  science,  de  rendre 
un  compte  exact  de  cette  propriété.  Tout  semble  indiquer 
qu'elle  est  due  à  un  changement  progressif  dans  la  structure 
du  diélectrique,  à  une  déformation  particulière,  sous  l'influence 
des  causes  qui  produisent  la  polarisation,  déformation  qui  de- 
vient permanente,  comme  dans  un  corps  imparfaitement  élas- 
tique, et  à  la  suite  de  laquelle  le  corps  ne  revient  pas  immé- 
diatement à  son  état  primitif  quand  la  cause  a  cessé  d'agir. 

Ce  qui  confirme  cette  manière  de  voir,  c'est  que  toutes  les 
circonstances  qui  dans  les  cas  d'une  déformation  mécanique 
facilitent  le  retour  d'un  corps  à  l'état  normal,  comme  les  chocs, 
les  variations  rapides  de  température,  etc.,  paraissent  accélérer 
également  la  disparition  de  la  charge  résiduelle  et  le  retour 
à  l'état  neutre. 

110.  PoUriMtioii  du  diéieetrique.  — Si  l'expérience  de  Fa- 
raday est  impuissante  à  trancher  la  question  des  actions  à  dis- 
tance ou  au  contact,  elle  met  en  évidence  d'une  façon  indis- 
cutable le  rôle  actif  joué  par  le  milieu  dans  les  phénomènes 
électriques.  On  est  ainsi  conduit  à  admettre  que,  sous  l'in- 
fluence électrique,  le  milieu  prend  un  état  de  polarisation 
analogue  à  celui  qu'on  constate  dans  le  fer  doux  sous  l'in- 
fluence d'un  aimant. 

Poisson  a  imaginé  pour  expliquer  le  magnétisme  une  hypo- 
thèse qui  a  été  transportée  à  l'étude  des  phénomènes  électriques 
par  Mossotti  et  adoptée  ensuite  par  Faraday.  Cette  hypothèse 
consiste  à  admettre  que  le  milieu  magnétique  ou  diélectrique 
est  formé  de  particules,  sphériques  par  exemple,  absolument 
conductrices,  disséminées  dans  un  milieu  non  conducteur. 

«  Qu'on  se  figure  tout  Tespace  qui  environne  une  sphère 
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comme  constitué  par  un  diélectrique  tel  que  l'essence  de  téré- 
benthine ou  l'air,  parsemé  de  conducteurs  sphériques,  comme 
des  balles  de  fusil,  tous  isolés  les  uns  des  autres,  et  l'on  aura, 
tant  au  point  de  vue  de  la  constitution  que  des  propriétés, 
rimage  exacte  de  ce  que  je  considère  comme  étant  la  consti- 
tution et  les  propriétés  du  diélectrique  lui-même.  Si  on  charge 
la  sphère,  tous  ces  petits  conducteurs  prendront  deux  pôles  : 
si  on  la  décharge,  ils  retourneront  à  Tétat  naturel  pour  se  pola- 
riser de  nouyeau  toutes  les  fois  qu'on  viendra  à  la  recharger.  » 
(Faraday,  Expérimental  Researches^  série  XIV,  §  1679.) 

Sir  W.  Thomson  a  montré  que,  sans  faire  aucune  hypo- 
thèse sur  la  constitution  du  milieu,  il  suffit  d'admettre,  ce 
qu'on  peut  considérer  comme  un  fait  expérimental,  que  cha- 
que élément  de  volume  est  transformé  par  l'induction  en  un 
petit  aimant  ;  on  retrouve  ainsi  toutes  les  conséquences  ma- 
thématiques de  l'hypothèse  de  Poisson. 

111.  DéflMition  da  diélectrique.  —  Un  diélectrique  placé 
dans  un  champ  se  polarise  et  la  somme  algébrique  des  masses 
qui  constituent  la  charge  est  toujours  nulle.  Nous  savons  d'ail- 
leurs (50)  que,  quel  que  soit  l'état  d'un  corps  électrisé,  l'ac- 
tion qu'il  exerce  sur  un  point  extérieur  est  égale  à  celle  d'une 
couche  de  même  masse  totale  que  la  sienne  distribuée  sur  la 
surface  suivant  une  certaine  loi:  dans  le  cas  actuel,  la  couche 
équivalente  est  donc  formée  de  deux  nappes  ayant  des  masses 
égales  et  de  signes  contraires. 

D'après  la  théorie  de  l'induction  magnétique,  que  nous  dé- 
velopperons plus  loin,  l'action  de  cette  couche  remplace  non 
seulement  pour  les  points  extérieurs,  mais  pour  les  points  in- 
térieurs, l'elTet  de  la  polarisation;  la  distribution  est  détermi- 
née par  la  condition  qu'en  deux  points  voisins,  l'un  dans  le 
diélectrique,  l'autre  à  l'extérieur,  les  composantes  de  la  force 
normales  à  la  surface  de  séparation  soient  dans  un  rapport 
constant  [a,  de  telle  sorte  qu'on  ait,  en  désignant  par  F^  et  F„ 
les  composantes  normales  à  l'intérieur  du  diélectrique  et  à 
Tcxtérieur,  comptées  dans  la  même  direction, 

(i)  ^:=i*,   OU  f„=i.f;. 

tlectr.  et  Magn,  I-  —  8 
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Sans  chercher  à  approfondir,  pour  le  moment,  la  nature  in- 
time du  phénomène,  on  peut  considérer  cette  équation  (i) 
comme  définissant  le  rôle  d'une  certaine  classe  de  corps,  a 
laquelle  Texpérience  montre  que  doivent  appartenir  les  dié- 
lectriques tels  que  nous  les  connaissons. 

Nous  avons  vu  (as)  que,  de  part  et  d'autre  d'une  surface 
électrisée,  les  composantes  des  forces  parallèles  à  la  surface 
sont  égales  et  que  la  différence  des  composantes  normales  est 
proportionnelle  à  la  densité  de  la  couche, 

On  en  déduit 

-.^fjp.-r.)=(,-i)f;. 

L'hypothèse  de  Poisson  revient  donc,  en  définitive,  à  supposer 


Fig.  34 

à  la  surface  du  diélectrique  une  couche  fictive  dont  la  densité 
9  satisfasse  à  cette  condition. 

lia.  —  Ce  résultat  peut  être  présenté  sous  une  autre  forme. 
De  part  et  d'autre  d'un  élément  PP'  ou  rfS  de  la  surface  du  dié- 
lectrique (fig.  24)  traçons  deux  tubes  de  force  et  terminons-les 
par  deux  bases  orthogonales  ^S|  et  r/Sj  situées,  l'une  dans  l'air, 
l'autre  dans  le  diélectrique,  et  seulement  assez  éloignées  pour 
comprendre  entre  elles  la  couche  arfS.  Le  flux  de  force  qui 
entre  par  la  base  </S^  est  FrfS^  =  ¥nd^  ;  celui  qui  sort  par  la 
base  rfS;  est  F'rfSl=F^^/S;  la  variation  du  flux  est  donc  égale 
à  (Fn  — FyrfS,  ou,  en  vertu  de  l'équation  (i)  qui  définit  le  dié- 
lectrique, à  (  I j  F„f/S;  elle  correspond  à  une  masse  élec- 
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trique  gcIS  telle  que  l'on  ait 


(._I)f„=-4.. 


Les  choses  se  passent  donc  comme  si  une  fraction  constante 
du  flux  de  force  était  absorbée  par  la  couche  fictive  de  la  sur- 
face; cette  fraction  a  pour  valeur  i  — . 

l*  . 
IIS.  KéfoaeUondaflax.  —  Lcs  composantes  tangentielles 
restant  égales  dans  les  deux  milieux,  si  on  appelle  /  et  i  les 
angles  des  forces  F  et  F'  avec  la  normale  N  à  la  surface  S,  les 
relations 

FcOSI=:{aF'cOS/', 

Fsini  =  F'sini', 
donnent  Féquation 

iangi=:-tang/', 


ijui  exprime  ce  qu'on  peut  appeler  la  loi  de  réfraction  de  la 
force  ou  du  flux  au  moment  où  la  force  passe  de  Tair  dans  un 
diélectrique  liquide  ou  solide. 

1141.  —  D'une  manière  plus  générale,  supposons  que  la  sur- 
face S  sépare  deux  diélectriques,  solides  ou  liquides,  dont  les 
pouvoirs  inducteurs  spécifiques  soient  égaux  respectivement 
à  jjL,  et  [jLj,  le  rapport  des  composantes  normales  (F„),  et  (F«)2, 
do  part  et  d'autre  de  la  surface,  est  égal  au  rapport  inverse 
des  pouvoirs  inducteurs,  ce  qui  donne 

ou 

(2)  li.,(F«)^=ii.^(F„)2. 

La  couche  fictive  est  déterminée  par  l'équation 

(F«)3~(F„),=4ic(7, 
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et  la  loi  de  la  réfraction  donne  pour  les  angles  i^  et  t\  des 
forces  avec  la  normale,  de  part  et  d'autre  de  la  surface,  la  re- 
lation 

tangï,_tang^ 

116.  VubM  et  flux  d'indiiieUoM.  —  Convenons  d'appeler  in- 
duction en  un  points  le  produit  de  la  force  F  par  le  pouvoir 
inducteur  spécifique  ;j.  de  la  substance  au  point  considéré,  et 
quantité  ou  flux  dinduction  au  travers  d'un  élément  de  sur- 
face, le  produit  de  cet  élément  parla  composante  normale  de 
rinduction  ;  lés  résultats  qui  précèdent  pourront  alors  s'expri- 
mer d'une  manière  très  simple. 

Remarquons  d'abord  que  dans  les  milieux  pazeux  ou,  au 
moins,  dans  le  vide  |x-  i  ;  Finduction  et  la  force  ont  la  même 
expression  numérique  et  il  y  a  identité  entre  les  tubes  de  force 
et  les  tubes  d'induction,  de  même  qu'entre  les  deux  espèces 
de  flux. 

Dans  le  cas  de  milieux  contigus  de  pouvoirs  inducteurs  spé- 
cifiques \h^  et  [/.^^  la  relation  des  composantes  normales 

[A^F^  cos  «,  —  (jLjFj  cos  /j 
donne 

jjL,  F//S  cos  i^  --  [i.jF.//S  cos  i.,. 

équation  qui  signifie  que  le  flux  d'induction  qui  traverse  l'élé- 
ment f/S  conserve  la  même  valeur  dans  les  deux  milieux. 
Nous  sommes  donc  conduits  c^  la  loi  suivante: 

Dans  un  tube  d'inductiofi,  le  flux  d'induction  garde  une  va- 
leur cofistante,  quels  que  soient  les  milieux  diélectriques  quil 
traverse^  tant  qu'il  ne  rencontre  pas  de  corps  réellement  électrisé. 
Cette  loi  se  confond  avec  celle  de  la  conservation  du  flux  de 
force  quand  on  ne  considère  qu'un  seul  milieu. 

Si  le  tube  rencontre  une  masse  m  d'électricité,  située  dans 
le  milieu  diélectrique,  on  peut  toujours  concevoir  cette  masse 
comme  séparée  du  diélectrique  par  une  couche  d'air;  dans 
cette  couche,  le  flux  d'induction  se  confond  avec  le  flux  de 
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force  ;  celui-ci  variant  de  4^m,  il  en  est  de  nicme  du  flux  d'in- 
duction en  vertu  du  théorème  qui  précède. 

lie.  ifcqaatloiiB  eanetérUti^iieB  de  l*lBdactioM.  —  Si  Tou  ap- 
plique ce  théorènle  à  un  élément  de  volume  dxdydz  situé  dans 
un  diélectrique  dont  le  pouvoir  spécifique  est  |jl,  en  un  point 
où  la  densité  réelle  d'élcctrisation  est  p,  on  obtient  l'équation 
suivante,  analogue  à  celle  de  Poisson  : 

Comme  nous  ne  considérons  pour  le  moment  que  les  mi- 
lieux isotropes,  le  facteur;/,  est  constant  et  cette  équation'  se 
réduit  à 

|i.AV-4-4-p=o. 

A  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux,  il  y  aura  lieu  de 
distinp:uer  deux  densités  :  la  densité  c  de  la  couche  fictive  qu'il 
faut  supposer  à  la  surface  de  séparation  des  diélectriques  pour 
avoir,  vis-à-vis  de  tout  point  situé  en  dehors  de  cette  surface, 
l'effet  équivalent  de  leur  jjolarisation  intérieure;  et  la  den- 
sité 5'  de  la  couche  réelle  qu'on  aurait  pu  développer  par  le 
frottement,  par  exemple,  sur  cette  même  surface. 

On  aura  alors  pour  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux 
les  équations 

(F«).-(F«).-4^{'+<f'), 
(*a(F„)j-(A,(F,),— W. 

En  convenant  de  compter  dans  chaque  milieu  les  normales 
à  partir  de  la  surface  et  désignant  par  V,  et  Vj  les  valeurs  res- 
pectives du  potentiel  dans  les  deux  diélectriques,  ces  équa- 
tions peuvent  s'écrire 
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• 

Le  pouvoir  inducteur  \k  est  toujours  positif  et  supérieur  à 
l'unité;  il  peut  être  considéré  comme  égal  à  Tinfini  dans  les 
conducteurs. 

117.  —  Dans  le  cas  où  les  diélectriques  n'ont  reçu  d'électri- 
cité ni  à  rintérieur  ni  à  la  surface,  ces  équations  se  réduisent  à 


^V,     dV., 


AV  =  o, 


On  en  déduit 


4-îx,    ^//^  ' 


118.  Kemarques  sur  la  eoache  Active.  —  Bien  que  la   COU- 

che  de  densité  <j  soit  une  couche  Active,  il  faut  remarquer  que 
si,  pendant  que  le  diélectrique  est  soumis  à  l'induction,  on 
ramenait  sa  surface  à  l'état  neutre,  par  un  procédé  quelcon- 
que, au  moyen  d'une  flamme  reliée  au  sol  par  exemple,  et 
qu'on  enlevât  ensuite  les  masses  inductrices,  on  trouverait  sur 
cette  surface  une  couche  réelle  de  densité  —  7. 

Cette  remarque  permet  d'expliquer  les  phénomènes  que 
présentent  certains  corps,  par  exemple  les  cristaux  pyroélec- 
triques à  un  axe,  tels  que  la  tourmaline.  Il  suffit  de  supposer 
que  l'état  normal  de  ces  corps  est  analogue  à  celui  que  pren- 
nent les  diélectriques  sous  l'influence  des  forces  électriques, 
autrement  dit,  qu'ils  sont  naturellement  polarisés  et  que  leur 
état  de  polarisation  est  une  fonction  de  la  température. 

Une  tourmaline  neutre  en  apparence  est  une  tourmaline 
qui,  en  vertu  de  sa  polarisation,  produirait  à  l'extérieur  les 
mêmes  forces  qu'une  couche  de  masse  totale  nulle  et  de  den- 
sité -h  d  distribuée  sur  la  surface,  mais  qui,  par  suite  de  causes 
quelconques,  par  exemple  la  déperdition  au  contact  du  milieu 
ambiant,  s'est  recouverte  d'une  couche  réelle  de  densité  —  c,  la- 
quelle annule  pour  tout  point  extérieur  l'effet  de  la  polarisation 
intérieure.  Si  on  vient  à  faire  varier  la  température  de  la 
tourmaline,  on  change  l'état  intérieur  sans  modifier  la  couche 
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développée  sur  la  surface  :  Téquilibrc  est  rompu,  et  ne  pourra 
se  rétablir  que  d'une  façon  plus  ou  moins  lente  sous  l'action 
des  causes  qui  avaient  amené  la  neutralisation  antérieure; 
l'effet  observé,  dans  ces  conditions,  est  la  différence  des  actions 
de  la  couche  fictive  et  de  la  couche  réelle, 

119.  Charges  de  deux  éléments  correspondants.  —  Lc  théo- 
rème des  éléments  correspondants  (ae)  est  encore  vrai  quand 
lesdeuv  conducteurs  sont  situés  dans  des  milieux  différents.  11 
suffit,  pour  le  voir,  de  remarquer  que  Ton  peut  toujours  sup- 
poser le  conducteur  séparé  du  diélectrique  par  une  couche 
d'air  infiniment  mince,  comprise  entre  la  surface  du  conduc- 
teur lui-même  et  une  surface  de  niveau  infiniment  voisine. 

Soient  A  et  B  les  deux  conducteurs,  p,,  et  jjl^  les  pouvoirs 
inducteurs  des  diélectriques  avec  lesquels  ils  sont  respective- 
ment en  contact.  Si  la  surface  de  séparation  S  des  deux  diélec- 
triques n'a  pas  de  couche  électrique  réelle,  le  flux  d'induction 
est  le  même  dans  toute  l'étendue  d'un  canal  orthogonal  qui 
découpe  sur  les  conducteurs  et  sur  cette  surface  les  éléments 
€«.,  rfS,  et  dS. 

La  force,  qui  serait  F^  dans  l'air  auprès  du  premier  conduc- 

F 

teur,  devient  dans  le  diélectrique  F^  =  — . 

La  densité  apparente  d'^  sur  le  conducteur,  c'est-à-dire  celle 
qui  donnerait  la  force  F^  par  la  relation  ordinaire  iT:(ja  =  F\. 
est  égale  à  l'excès  de  la  densité  réelle  j„  du  conducteur  sur  la 
densité  fictive  <7,  à  la  surface  du  diélectrique,  on  en  déduit 

'_  -_^« 

ffrt  —  7«        3"!  — — ï 

Un  a  de  même,  au  contact  du  conducteur  B, 


ff  6  —  O'ft  —  7^  —  —  » 


.,=.»(.-!). 
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Si  la  surface  S  possède  une  couche  réelle  de  densité  c',  la 
couche  fictive  ayant  une  densité  5,  les  forces  normales  de  part 
et  d'autre  satisfont  à  l'équation 

•      (Fn)a-(F«).=4^(^+0- 
On  a  d'ailleurs,  dans  les  deux  milieux  respectifs, 

On  en  déduit,  en  remplaçant  les  forces  F^  et  F,  par  leurs 
valeurs  4^(7«  et  4îc<yi» 

ai^Sft  —  (Ja^Sa = (a  -h  a  )  dS. 

Cette  équation  exprime  que  la  différence  des  charges  appa- 
rentes des  éléments  correspondants  des  deux  conducteurs  est 
égale  à  la  charge  totale  de  F  élément  correspondant  de  la  sur- 
face  de  séparation  des  deux  diélectriques. 

I8O.  tfînerfie  d'un  système  dans  les  cas  diéleetrlqaes  queleoM- 

ques.  —  L'expression  générale  de  l'énergie  est,  comme  nous 
l'avons  vu  (109), 

L'équation 

|jlAV-I-4^P~o 
donne 

W=-^rttVAVrf 


-hj' 


^snyav. 


En  vertu  de  la  formule  de  Grcen  et  de  la  remarque  d(Vjà 
faite  (lov),  cette  expression  se  réduit  à 


W= 


■.±J.Y»d.. 
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l)n  a  donc,  pour  l'énergie  de  Tunilé  de  volume, 


"'-i'''-^'- 


181.  Comparaison  aToe  les  phénomènes  calorlilqaes.  —  Re- 
prenons la  comparaison  du  problème  d'équilibre  électrique 
avec  celui  de  la  propagation  de  la  chaleur.  Nous  avons  vu  {70) 
qu'entre  deu\  mêmes  surfaces  de  niveau,  si  le  coefficient  de 
«conductibilité  est  égal  à  Tunité,  le  flux  de  chaleur,  dans  le 
premier,  est  égal  numériquement  au  llux  de  force  dans  le  se- 
cond; si  le  coefflcient  de  conductibilité  est  A%  le  flux  de  cha- 
leur est  k  fois  plus  grand  que  le  flux  de  force  électrique. 

Considérons  maintenant  deux  systèmes  corrélatifs,  Tun  élec- 
trique, l'autre  calorifique,  formés  chacun  de  deux  milieux 
séparés  par  une  même  surface  S,  et  tels  que  les  surfaces 
équipolenlielles  de  l'un  coïncident  avec  les  surfaces  isother- 
mes de  l'autre.  Si  k^  et  A.^  sont  les  coefficients  de  conductibi- 
lité des  deux  milieux,  le  flux  de  chaleur  à  travers  un  élément 
//S  de  la  surface  de  séparation  est,  dans  le  premier  milieu, 


d,  dans  le  second, 


^"2 


C^omme  l'équilibre  thermique  est  supposé  atteint,  ces    deux 
flux  sont  égaux  et  l'on  a 

Le  système  électrique  donne,  de  même. 
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On  en  conclut 

Les  flux  d'induction  sont  donc  proportionnels  aux  flux  de 
chaleur,  le  pouvoir  inducteur  spécifique  jouant  dans  le  pro- 
blème électrique  le  même  rôle  que  le  coefficient  de  conduc- 
tibilité dans  le  problème  calorifique. 

122.  Variation  du  potentiel  produite  par  FinterpcMltion  d*an 

diélectrique.  —  Si  Ton  introduit  (oe)  un  corps  conducteur  dans 
un  champ  électrique  dû  à  des  conducteurs  isolés  et  électrisés, 
la  présence  de  ce  corps  nouveau  a  pour  eiïet  de  diminuer  le 
potentiel  primitif  sur   chacun  des  conducteurs.  Llnlroduc- 


Fig.  q5 

lion  d'un  diélectrique  solide  ou  liquide  produit  à  un  degré 
moindre  le  même  eiïet. 

Considérons,  comme  exemple,  un  cas  particulier,  celui  d'un 
conducteur  A  (fig.  25),  chargé  d'une  quantité  M,  d'électricité,, 
et  situé  à  l'intérieur  d'un  conducteur  fermé  B  maintenu  à  un 
potentiel  constant  V^. 

L'équilibre  étant  établi,  fixons  les  masses  électriques  sur  A 
et  B  et  introduisons  dans  l'intervalle  une  couche  diélectri- 
que C,  de  pouvoir  inducteur  |x,  dont  les  surfaces  interne  et 
externe  S  et  S'  soient  des  surfaces  de  niveau  du  système  pri- 
mitif, où  les  potentiels  étaient  respectivement  V  et  V.  Il  est 
facile  de  voir  que  l'équilibre  n'est  pas  troublé  quand  on  distri- 
bue sur  les  surfaces  S  et  S'  des  charges  électriques  —  M  et  -hM 
identiques  à  celles  qui  se  seraient  produites  si  ce  milieu  était 
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conducteur  et  que  la  charge  primilive  de  A  eût  été  remplacée 
par  M. 

En  effet,  les  charges  h- M  sur  A, —  M  et  h- M  sur  C,  et  — M  sur 
B  établissent  des  potentiels  constants  sur  les  corps  A,  B  et  C  ; 
d'autre  part,  les  couches  égales  et  contraires  +  M,  et  —  M^  don- 
nent des  potentiels  constants  sur  les  conducteurs  A  et  B,  de 
sorte  que  ceux-ci  sont  en  équilibre.  La  forme  des  surfaces  de 
niveau  intermédiaires  aux  conducteurs  A  et  B  n'est  pas  modi- 
fiée et  la  force  est  restée  partout  dans  la  même  direction. 

Depuis  la  surface  S^  jusqu  à  la  surface  S'  Taccroissement 
de  potentiel  est  le  même  que  si  la  couche  G  n'existait  pas;  la 
Tariation  est  également  restée  la  même  de  S  en  S^ 

Pour  établir  la  condition  relative  au  diélectrique,  considé- 
rons un  canal  orthogonal  qui  découpe  sur  les  surfaces  S^  et  S 
les  éléments  dS^  et  dS  sur  lesquels  les  densités  sont  en  valeur 
absolues  g^  et  7.  Le  flux  de  force  i^:7^dS^  qui  émane  de  l'élé- 
ment rfS,  est  en  partie  absorbé  sur  l'élément  r/S,  et  la  fraction 
perdue  est 

^'î:Q^dii^ 


Cette  fraction  devant  être  égale  à  i (112),  il  en  résulte 

que  le  rapport  des  charges  adS  et  <J^dS^  de  deux  éléments 
correspondants  est  aussi  i .  La  condition  d'équilibre  du  dié- 
lectrique est  donc  satisfaite  si  l'on  a 

M,  "■  '     \j' 

La  force  étant  devenue  \>.  fois  plus  faible  entre  les  surfaces  S 
et  S\  la  chute  du  potentiel  a  diminué  dans  le  même  rapport, 
de  sorte  que  l'accroissement  total  du  potentiel  quand  on  va  de 
B  en  A  est  maintenant 

V'-V,+  i(V-V')+V,-V=:V,-V,-(.-i)(V-V'). 
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En  désignant  par  U^  le  nouveau  potentiel  du  conducteur  A, 
on  a  donc 

U,-V,=V,-V,-(i-^)(V-V'). 

Si  le  corps  interposé  était  conducteur,  la  perte  de  potentiel 
du  conducteur  A  serait  V— V.  L'introduction  du  diélectrique 
a  donc  aussi  fait  baisser  le  potentiel  sur  le  conducteur  A  et  la 

chute  est  une  fraction  égale  à  i de  celle  qui  serait  pro- 

duite  par  un  conducteur  de  mêmes  dimensions  que  le  diélec- 
trique. Toutefois  ce  résultat  simple  est  particulier  aux  condi- 
tions qui  ont  été  choisies  ;  il  n'en  serait  pas  de  même  si  le  dié- 
lectrique n'était  pas  terminé  par  des  surfaces  de  niveau  du 
système  primitif. 

isa.  —  Lorsque  le  diélectrique  occupe  tout  l'espace  com- 
pris entre  les  conducteurs  A  et  B,  de  manière  à  constituer 
un  condensateur  fermé,  on  a  alors  V— V^,  V— Va,  et  il  vient 

U.-V,=  ^{V,-V,). 

Pour  une  même  charge,  la  différence  de  potentiel  est  de- 
venue (j.  fois  plus  faible  par  la  substitution,  à  la  couche  d'air, 
d'un  diélectrique  de  pouvoir  inducteur  spéciGque  égal  à  (j..  En 
d'autres  termes,  la  capacité  du  système  est  devenue  ;x  fois  plus 
grande.  C'est  précisément  l'expérience  de  Faraday. 

La  remarque  faite  plus  haut  (lie)  donne  immédiatement  ce 
dernier  résultat.  L'interposition  d'un  diélectrique  de  pouvoir 
inducteur  spécifique  jjl,  dans  tout  l'espace  qui  sépare  les  deux 
conducteurs  A  et  B,  ne  modifie  pas  la  forme  des  surfaces  de 
niveau,  mais  la  densité  apparente  en  chaque  point  devient 
jjL  fois  plus  petite  que  la  densité  réelle  ;  les  choses  se  passent 
donc  comme  si  le  système,  gardant  sa  capacité  primitive, 
avait  reçu  une  charge  (x  fois  plus  petite. 

184.  —  On  peut  encore  dans  le  cas  qui  précède  se  repré- 
senter les  phénomènes  autrement. 

Imaginons  que  le  diélectrique  compris  entre  les  conduc- 
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leurs  A  et  B  (fîg.  26)  soil  divisé  en  un  nombre  impair  de 
Teuillets  inflniment  minces  a,  p,  a,  p\...  par  des  surfaces  de^ 
niveau  du  système  primitif,  telles  que  la  variation  de  potentiel 
soit  respectivement  la  même  dans  toutes  les  couches  a,  a... 
ainsi  que  dans  les  couches  p,  p'....  et  qu'on  ait,  par  suite, 


(6) 


V,-V'=V'-V"' 
V  —  V" = V" — V" 


Enfin,  mettons  sur  chacune  de  ces  surfaces  des  masses  égales^ 
en  valeur  absolue  à  celles  qui  existent  sur  les  surfaces  S^  et  S.y. 
des  conducteurs,  alternativement  positives  et  négatives,  H-  M 
sur  les  surfaces  d'ordre  pair  et  —  M  sur  les  surfaces  d'ordre 


s.    S'y 


Fig.  aG 

impair,  chacune  de  ces  couches  étant  en  équilibre  sous  Tac- 
tion  des  conducteurs  primitifs  A  et  B. 

Il  est  évident  que  le  système  ainsi  obtenu  est  en  équilibre. 
La  force  n'est  pas  modifiée  dans  tous  les  feuillets  d'ordre  im- 
pair, a,  a',a  ..,  mais  elle  est  nulle  dans  tous  les  feuillets  d'ordre 
pair  3',  ^',  g...  elle  potentiel  a  dans  chacun  de  ces  feuillets  une 
valeur  constante.  C'est  comme  si  tous  les  feuillets  d'ordre  pair 
étaient  remplacés  par  des  couches  conductrices. 

Cette  opération  a  diminué  la  différence  de  potentiel  entre 
A  et  B.  En  effet,  de  la  surface  S^  à  S"  la  différence  de  potentiel, 
qui  était  primitivement  V^  — V,  est  devenue  V^  — V,  et  l'on  a 
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De  même  entre  S"  et  S'"",  la  différence  primitive  de  potentiel 
V  —  V  est  réduite  à 


V^_V'''=^T^(V''-V*^'). 


Les  rapports 


a  +  P'        a'-h^' 


(i' 


sont  les  mêmes  dans  toute  l'épaisseur  du  diélectrique,  et  Ton 

peut  écrire 

a     _     a'  I 

aT^'~7+F V-' 

En  faisant  ainsi  le  calcul  de  proche  en  proche,  on  voit  que 
depuis  la  surface  S^  jusqu'à  la  surface  S^,  le  potentiel  varie  j* 
fois  moins  vite  que  dans  l'état  primitif,  de  sorte  que  la  dif- 
férence de  potentiel  de  deux  surfaces  S,  et  S^  est  devenue,  par 
l'interposition  du  diélectrique, 

U,-U,:=i{V,-V,), 
r 

ce  qui  donne  le  même  résultat  que  précédemment. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  le  coefficient  ;j.  prend  une  signiûca- 

a4-3 
lion  physique;  c'est  le  rapport de   la  somme  des  épais- 

seurs  de  deux  feuillets  successifs  à  l'épaisseur  de  celui  des 
deux  qui  est  d'ordre  impair.  Or,  l'expérience  indique  que  plu- 
sieurs diélectriques  solides  ont  un  pouvoir  inducteur  spéci- 
fique voisin  de  2,  d'où  il  résulterait  que  le  rapport  -  des  épais- 

seurs  de  deux  feuillets  successifs  serait  sensiblement  égal  à 
l'unité. 

125.  —  L'expérience  indique  aussi,  et  les  recherches  de 
Gaugain  à  ce  sujet  sont  particulièrement  intéressantes,  que 
le  pouvoir  inducteur  spécifique  varie  avec  le  temps.  11  a  d'a- 
bord une  valeur  minimum  au  moment  de  la  charge,  puis 
augmente  rapidement  et  ensuite  d'une  manière  lente,  pour 
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tendre  vers  une  limite.  En  d'autres  termes,  le  potentiel  de 
l'armature  intérieure  d'un  conducteur  diminue  d'abord  rapi- 
dement aussitôt  après  la  charge,  puis  plus  lentement. 

La  force  étant  nulle  dans  chacun  des  feuillets  p,  p'...,  on 
voit,  en  effet,  que  les  couches  positives  sont  toutes  poussées  vers 
Textérieur,  les  autres  vers  l'intérieur,  et  que,  par  suitedeleur 
action  mutuelle^  les  couches  qui  limitent  les  feuillets  a  ten- 
dent à  se  rapprocher,  ce  qui  aiigmente  de  plus  en  plus  le  pou- 
voir inducteur. 

En  généralisant  ce  raisonnement,  on  est  encore  conduit  à 
attribuer  aux  conducteurs  un  pouvoir  inducteur  spécifique  in- 
finiment grand. 

126.  Théorie  du  déplacement  de  Maxwell.  —  Pour  expli- 
quer les  propriétés  des  diélectriques  et  rendre  compte  des 
phénomènes  par  la  seule  intervention  du  milieu,  Maxwell 
imagine  que,  quand  un  diélectrique  est  soumis  à  l'induction, 
il  se  produit  un  phénomène  équivalent  à  un  déplacement  ou 
à  un  glissement  d'électricité  dans  le  sens  de  l'induction.  Par 
exemple,  dans  une  bouteille  de  Leyde  dont  l'armature  inté- 
rieure est  chargée  positivement,  le  déplacement  a  lieu  dans 
la  masse  du  verre  de  l'intérieur  vers  l'extérieur. 

Toute  augmentation  de  la  charge  augmente  le  déplacement 
et  correspond  à  un  courant  d'électricité  positive  de  l'intérieur 
vers  l'extérieur;  toute  diminution,  à  un  courant  allant  de 
rextérieur  vers  l'intérieur  ;  la  durée  du  courant  est  égale  à 
celle  de  la  variation. 

Le  déplacement  par  une  surface  est  la  quantité  d'électricité 
qui  la  traverse.  Soit  srfS  cette  quantité  pour  un  élément  ^/S  de 

la  surface  d'un  conducteur,  le  déplacement  est  égal  à  -y^, 

il  est  donc  égal  au  flux  de  force  correspondant  divisé  par  4^. 
Au  contact  d'un  diélectrique  la  quantité  d'électricité  a  pour 

valeur —j — ,  le  déplacement  est  alors  égal  au  quotient  du 

flux  d'induction  par  4^. 

D'une  manière  générale,  le  déplacement  en  un  point  quel- 
conque d'wi  diélectrique  est  égal  au  quotient  de  l'induction  par 
4-  et  parallèle  à  cette  force. 
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Un  corps  conduclcur  n'oppose  aucun  obstacle  au  déplace- 
ment. Dans  un  diélectrique,  le  déplacement  est  limité  par  Fac- 
tion de  forces  antagonistes  que  développe  le  déplacement 
lui-même,  en  autres  termes,  par  une  espèce  d'élasticité,  (ju'on 
peut  appeler  Vélasticité  élvctrique  du  milieu.  L'équilibre  est 
établi  quand  la  réaction  élastique  est  égale  en  chaque  point 
à  la  force  électrique.  Si,  par  analogie,  on  appelle  coefficient 
délasticité  électrique  le  rapport  de  la  force  au  déplacement 
qu'elle  produit,  et  qu'on  suppose  le  milieu  parfaitement  élas- 

li([ue,  on  voit  que  le  coefficient  d'élasticité  est  égal  à  —  et 

que,  par  suite,  le  pouvoir  inducteur  spécifique  est  inversement 
proportionnel  au  coefficient  d'élasticité  du  milieu. 

r/est  le  déplacement  produit  par  l'induction  à  travers  la 
masse  entière  du  diélectrique  qui  détermine  la  polarisation  du 
milieu  et  l'électrisation  apparente  des  conducteurs. 

Considérons  un  tube  d'induction  entre  deux  conducteurs. 
Dans  toute  l'étendue  .du  tube,  le  déplacement  est  constant  : 
chaque  section  orthogonale  est  traversée  par  la  même  quantité 
d'électricité.  A  l'une  des  extrémités,  le  déplacement  s'est  fait 
du  conducteur  vers  le  diélectrique,  l'élément  correspondant 
^/S  du  conducteur  est  dit  alors  chargé  d'électricité  positivi^ 
avec  une  densité  cj;  à  l'autre  extrémité,  le  déplacement  s'est 
fait  du  diélectrique  vers  le  conducteur,  l'élément  correspon- 
dantes' est  chargé  avec  une  densité  — (7'.  Dans  toute  l'étendm^ 
du  tube,  si  le  diélectrique  reste  le  même,  il  n'y  a  pas  d'élec- 
tricité apparente  ;  mais  ce  milieu  est  polarisé,  car  si  on  isoh^ 
par  la  pensée  une  portion  du  tube  comprise  entre  deux  sec- 
tions orthogonales,  le  déplacement  s'est  fait  en  sens  inverse 
pour  ces  deux  sections,  et  toutes  deux  paraîtraient  électrisées 
en  sens  contraires,  si  leur  électrisation  n'était  neutralisée  par 
Télectrisation  égale  et  opposée  des  portions  du  tube  en  contact. 
Si  le  tube  traverse  la  surface  de  séparation  des  deux  diélectri- 
ques, le  déplacement  est  le  même  dans  les  deux  milieux,  mais 
la  polarisation  n'est  pas  la  même  et  la  surface  aura  une  élec- 
trisation apparente  égale  à  la  différence  des  couches  électri- 
ques des  surfaces  des  deux  milieux  en  contact. 

Il  est  évident  que,  puisque  l'électrisation  du  conducteur  n'est 
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cjif  apparente,  toute  Ténergie  due  à  Télectrisation  doit  résider 
4ians  le  milieu.  Elle  est  égale  au  travail  dépensé  pour  opérer 
le  déplacement  en  sens  contraire  des  forces  élastiques.  D'à 
près  ce  que  nous  avons  vu  (120),  ce  travail  par  unité  de  vo- 
lume a  pour  valeur  V"  ^^^  "•  /  •  ^  î  ^  ^st  donc  égal  à  la  moi- 
'^  oz        2    4' 

lié  du  produit  de  la  force  électrique  par  le  déplacement. 

La  théorie  du  déplacement  de  Maxwell  rend  donc  un  compte 
satisfaisant  des  propriétés  du  milieu. 

Elle  fournit  une  interprétation  physique  du  pouvoir  induc- 
teur spécifique  de  Faraday  :  le  pouvoir  inducteur  spécifique 

4»sl,  à  un  facteur  près,  —,  Finverse  de  coefficient  d'élasticité 

électrique  du  milieu. 

Elle  donne  l'explication  de  cette  vue  de  Faraday  qu'il  n'est 
pas  possible  de  communiquer  à  la  matière  une  charge  absolue 
d'électricité  :  en  effet,  dans  cette  théorie,  l'électricité  se  com- 
porte comme  un  fluide  incompressible;  la  quantité  qui  peut 
être  contenue  dans  une  surface  fermée  est  invariable,  et  la  pro- 
duction de  deux  quantités  d'électricité  égales  et  de  signes  con- 
traires apparaît  comme  la  conséquence  d'un  seul  et  même 
phénomène. 

Enfin  il  est  naturel  de  penser  que,  si  l'explication  des  phé- 
nomènes électriques  entraîne  Texistence  d'un  milieu  incom- 
pressible, répandu  dans  tout  l'espace,  ce  milieu  ne  saurait  être 
différent  de  Téther  auquel  on  attribue  les  phénomènes  lumi- 
neux et  calorifiques;  cette  théorie  permet  donc  d'entrevoir 
entre  les  deux  ordres  de  phénomènes  une  dépendance  dont  la 
confirmation  serait  une  des  conquêtes  les  plus  importantes  de 
la  physique. 


ÉUdr.  et  Maffn.  I  —  9 


«'  .'•   :    ï    ..-  -  'j  *i  i  1    j. 


CHAPITRE    SEPTIÈME 

CAS     PARTICULIERS    D'ÉQUILIBRE 


139.   BepréMMtatioA   du   champ   électrique.   —    L'état   d'un 

champ  électrique  est  défini  en  chaque  point  par  la  direction 
et  la  grandeur  de  la  force.  On  peut  le  représenter  soit  par 
les  surfaces  de  niveau,  soît  par  les  lignes  de  force. 

Dans  le  premier  cas,  on  tracera  les  surfaces  de  niveau  cor- 
respondant aux  valeurs  numériques  du  potentiel  i,  2,  3....  //, 
telles,  par  conséquent,  que  le  transport  d'une  unité  d'électri- 
cité  d'une  surface  quelconque  à  la  suivante  corresponde  à 
une  unité  de  travail. 

En  chaque  point,  la  force  est  normale  à  la  surface  de  niveau  ; 
sa  valeur  moyenne  F^  entre  deux  surfaces  consécutives  d'or- 
dres netn-hiy  distantes  de  a,  est  donnée  par  l'équation 

F,a=Vn-V„+t=i. 

La  valeur  de  la  force  moyenne  est  donc  en  raison  inverse  de  a. 

On  peut  tracer  ces  surfaces  par  un  procédé  graphique. 

Prenons  d'abord  le  cas  d'un  centre  unique  de  force,  un  point 
chargé  d'une  masse  m.  Le  potentiel  à  la  distance  r  est 

r 

l'équation 

m 
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détermine  le  rayon  de  la  sphère  pour  laquelle  le  potentiel  est 
V.  Donnons  à  V  les  valeurs  i,  2,  3...  //,  et  traçons  les  sphères 
correspondantes,  nous  aurons  les  surfaces  de  niveau  dont  les 
potentiels  correspondent  à  la  suite  naturelle  des  nombres. 
188.  —  Supposons  maintenant  plusieurs  centres  de  masses 

m^m'^m' agissant  simultanément;  le  potentiel  résultant 

en  un  point  élant  la  somme  des  potentiels  relatifs  à  chacun 
des  centres,  il  est  évident  que  les  points  de  potentiel  Vp  s'ob- 
tiendront par  les  rencontres  des  sphères  de  potentiels 

V    V  .  V 

tels  que 

n-hn-hn" =:zp^ 

et  que  le  lieu  géométrique  de  tous  ces  points  sera  la  surface  de 
niveau  de  potentiel  Vp. 

Ce  procédé  est  général  et  permet,  au  moins  en  théorie,  de 
déterminer  les  surfaces  de  niveau  d'un  système  quelconque. 

Quant  à  leur  représentation  dans  un  plan,  elle  ne  pourra 
se  faire  d'une  manière  complète  que  dans  le  cas  d'un  système 
de  révolution,  à  l'aide  d'une  figure  tracée  sur  un  plan  méri- 
dien. La  force  sera  toujours  contenue  dans  le  plan  de  la 
figure,  normale  en  chaque  point  à  la  section  méridienne  des 
surfaces  de  niveau  et  en  raison  inverse  de  leur  distance. 

Si  le  système  est  symétrique  par  rapport  à  un  plan,  on 
pourra  encore  avoir  une  représentation  complète  de  l'état  du 
champ  dans  le  plan  de  symétrie.  Dans  tout  autre  cas,  une  sec- 
tion par  un  plan  quelconque  du  système  des  surfaces  de  ni- 
veaa  donnera  encore  une  série  de  courbes  qui  sont  naturelle- 
ment des  courbes  de  niveau  ;  la  composante  de  la  force  suivant 
le  plan  de  section  est  normale  à  ces  courbes  en  chaque  point 
et  en  raison  inverse  de  leur  distance  ;  mais  la  valeur  de  la 
force  réelle  ne  se  trouve  pas  représentée. 

129.  —  Les  lignes  de  force  peuvent  donner  pour  le  chamj) 
une  représentation  équivalente.  Une  pareille  ligne,  normale 
en  chaque  point  à  la  surface  de  niveau,  indique  déjà  la  direc- 
tion de  la  force;  pour  représenter  en  même  temps  l'intensité, 
BOUS  conviendrons  de  partager  le  champ  en  tubes  de  force 
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tels  que  le  flux  correspondant  à  chacun  d*eux  ait  une  valeur 
constante,  égale  par  exemple  à  Tunité. 

Il  suffira,  étant  donnée  une  surface  de  niveau,  de  la  partager 
en  éléments  dS  tels  que  FrfS  =  i ,  et  de  prendre  chacun  de  ces 
éléments  comme  base  d'un  canal  orthogonal. 

La  division  est  arbitraire^  et  on  choisira  dans  chaque  cas 
celle  qui  conduira  aux  constructions  les  plus  simples. 

lao.  Chanp  «Mifonne.  —  Dans  le  cas  d'un  champ  uniforme^ 
toutes  les  surfaces  de  niveau  sont  des  plans  équidistants  per- 
pendiculaires à  la  direction  de  la  force.  La  division  la  plus 
simple  consiste  à  mener  deux  séries  de  plans  rectangulaires 


Fig.  27 

entre  eux  et  parallèles  à  la  direction  de  la  force.  Les  surfaces 
de  niveau  seront  découpées  en  rectangles  égaux. 

Toute  section  par  un  plan  P  parallèle  a  la  direction  du 
champ  donnera  deux  systèmes  de  lignes  de  force  équidis- 
tantes,  qui  seront  les  intersections  du  plan  de  figure  avec  les 
deux  séries  de  plans  normaux  aux  surfaces  de  niveau. 

lai.  Champ  symétri^ae  par  rapport  à  aa  plaa.  —  Pour  touS 

les  points  du  plan  de  symétrie,  la  force  est  parallèle  au  plan  ; 
on  pourra  tracer  les  lignes  de  force  de  telle  façon  que  le  pro- 
duit de  la  force  par  la  distance  dl  (fig.  27)  de  deux  lignes  con* 
sécutives  soit  constant 

Fdl=Fdt; 
comme  on  a 

¥dn=Fdn\ 


CAS  PARTICULIERS  D'ÉQUILIBRE.  133 

il  en  résulte 

dn       dn' 

Les  rectangles  curvilignes  dndl^  dndl\  rormés  par  deux 
surfaces  de  niveau  infiniment  voisines  L  et  L'  et  deux  lignes 
de  forces,  sont  semblables. 

Les  flux  de  force  ne  seront  déterminés  que  si  on  tient  compte 
de  la  dimension  du  tube  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie. 
Si  on  suppose  que  cette  dimension  soit  partout  la  même,  les 
flux  ne  seront  pas  égaux,  excepté  dans  le  cas  où  tous  les  plans 
parallèles  au  plan  de  la  figure  seraient  identiques.  Ce  cas  est 
celui  d'une  distribution  cylindrique,  tous  les  corps  du  système 
étant  des  cylindres  parallèles;  il  correspond,  dans  la  théorie 
de  la  chaleur,  au  problème  de  la  propagation  dans  un  plan. 
Le  potentiel  ou  la  température  ne  dépendent  plus  que  de  deux 
coordonnées  x  et  j  et  l'équation  de  Poisson  se  réduit  à 

(S  étant  la  densité  électrique  sur  le  plan. 

Nous  allons  examiner  avec  quelques  détails  ce  cas  parti- 
culier, moins  pour  son  importance  propre  que  comme  transi- 
tion utile  à  des  problèmes  plus  compliqués. 

18S.  Systèmes eyiindrUuM.  —  Considérons  une  ligne  indé- 
finie, électrisée  uniformément,  de  densité  X,  c'est-à-dire  dont 
la  charge  soit  égale  à  X  par  unité  de  longueur.  En  chaque 
point  du  diélectrique  la  force  passe  par  Taxe  et  lui  est  nor- 
male. 

Le  flux  de  force  qui  émane  de  l'unité  de  longueur  est  égal 
à  4i?X;  à  la  distance  r,  ce  flux  traverse  la  surface  latérale  ai:/* 
du  cylindre  de  niveau  correspondant,  et  la  force  F  est  donnée 
parla  condition 

2xrF=4'îX, 
ou 
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La  force  est  donc  en  raison  inverse  de  la  distance,  comme  on 
Ta  vu  déjà  (so)  pour  les  condensaleups  cylindriques.  L'équa- 
tion 

F— —  =  -, 


donne  pour  les  surfaces  de  niveau 
(2)  V  =  -2>./.r-hC'% 


l.  'V 


c'est-à-dire  une  série  de  surfaces  cylindriques  concentriques. 
Menons  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  et  distants  de  e; 


A 

1 

,/^B 
^-- 

1^-^' 

r 

7r 

^^-^ 

-^cy 

\ 
;          X 

A' 

^0                  vA 

Fig.  î8 

j 

la  masse  qu'ils  comprennent  est  m  — Xs.  Le  flux  de  force  qui 
passera  entre  ces  deux  plans  sera  donc  ^r.m^  et  il  est  évident 
que,  si  nous  menons  par  l'axe  ^T.m  plans  faisant  entre  eux 
des  angles  égaux,  chacun  des  ts,T.m  dièdres  ainsi  déterminés 
constitue  un  tube  orthogonal  où  le  flux  de  force  est  égal  à 
l'unité. 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  un  plan  normal  à  l'axe. 
Soit  A  (fig.  28)  la  trace  de  la  ligne  éleclrisée,  et  kx  un  axe 
quelconque  à  partir  duquel  nous  numéroterons  i,  a,  3...,  les 
traces  des  4^m  plans  menés  par  Taxe.  Soit  enfin  6  l'angle  que 
fait  avec  kx  la  droite  de  numéro  N,  il  est  évident  que  le  flux 
de  force  correspondant  à  l'angle  Oest 


0  =  4^m  —  =  2mO. 
2:: 
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D*autre  part,  ce  flux  vaut  N  unités;  on  a  donc 

N 


(3)  Q=:2mO=N,       ou       0: 


2m 


13S.  Deux  ii^mm  parallèles.  —  Supposons  que  le  système 
électrique  soit  composé  de  deux  lignes  parallèles  A  et 'A',  de 
densités  X  et  X',  telles  que  m  — sX,  m'^isV;  prenons  pour  axe 
des  X  la  droite  qui  joint  les  deux  traces  A  et  A'  (Gg.  28). 

Par  ces  deux  points  menons  deuxdroites  An  et  A  V,  d'ordres 
respectivement  n  et  n  par  rapport  aux  centres  A  et  A',  et  faisant 
avec  Taxe  des  angles  (i>  et  co'  ;  joignons  leur  point  d'intersection 
P  à  Taxe  par  une  courbe  quelconque  PP'.  11  est  évident  qu'à 
travers  la  surface  cylindrique  PP',  il  passe  un  flux  n  ou  2m(i> 
venant  de  A  et  un  flux  n  venant  de  A\  et,  par  conséquent,  un 
flux  total  égal  à  7t  +  n'=:N.  11  en  sera  de  même  pour  tous  les 
points  de  la  courbe  AP,  déterminée  par  les  points  de  ren- 
contre, deux  à  deux,  de  droites  émanées  de  A  et  de  A',  et  telles 
que  la  somme  de  leurs  numéros  d'ordre  soit  égale  à  N  ;  le  lieu 
de  tous  ces  points  est  évidemment  une  ligne  de  force  d'ordre  N 
pour  le  système  résultant. 

Au  voisinage  de  Tune  des  masses  agissantes,  la  force  ne  dé- 
pend que  de  cette  masse,  dont  Tinfluence  est  prédominante. 
La  ligne  de  flux  d'ordre  N  pour  le  système  résultant  est  donc 
tangente  en  A  à  la  droite  d'ordre  N  émanée  de  ce  point. 

L'équation  de  la  courbe  AP  est 

(4)  /H-;i'=N, 

ou,  en  remplaçant  ces  quantités  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  angles, 

(5)  m(i)  +  mV=mO. 

Telle  est  l'équation  des  lignes  de  force  émanées  du  point  A  ; 
une  équation  analogue  donnera  celles  qui  émanent  du  point 
A'.  Si  m  et  rn  sont  de  même  signe,  toutes  ces  lignes  sont  in- 
finies; Tune  quelconque  d'entre  elles,  celle  d'ordre  N,  par 
exemple,  est  asymptote  à  une  droite  OB  faisant  avec  l'axe  kx 
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un  angle  a,  déterminé  par  ]a  condition  que  les  droites  d'ordre  /# 
et  n\  liées  par  la  relation  (4),  soient  parallèles  entre  elles, 
c'est-à-dire  que  Ton  ait 

/«\      -^  '^  —  ^^'  —    n-\-n      __        N        _      ''^      A 
'  2m      im~' '2.{ni-\-in)     'i{pi-\-in)      m -h  m' 

Toutes  ces  asymptotes  passent  par  le  centre  de  gravité  O 
des  masses  m  et  m\  ce  qui  est  évident  et  facile  à  vérifier. 

L*équation  d'une  ligne  de  Torce  (5)  et  celle  de  son  asym- 
ptote (6)  donnent,  par  l'élimination  du  rapport  — , 


0  — (0     0  — a 

C'est  l'équation  de  la  ligne  de  force  en  fonction  des  angles 
que  font  avec  Taxe  Ax  Tasymptote  et  la  tangente  à  l'origine. 

Quant  à  Féquation  des  surfaces  de  niveau,  elle  est,  en  appe- 
lant r  et  r  les  distances  d'un  point  P  aux  deu\  lignes  A  et  A\ 

V==:C*-  2[X/.r-hX7./']  =:C'^-  2/.(/V^'), 
OU 

184.  Pliuienn  iifr**»  parallèles.  —  Il  cst  évident  que  ce 
mode  de  construction  est  général  et  peut  s'appliquer  à  un 
nombre  quelconque  de  lignes  électrisées  A,  A',  A'...  définies, 
comme  plus  haut,  par  les  masses  m,m\m\  ...,à  la  condi- 
tion que  ces  lignes  soient  parallèles  et  situées  dans  un  même 
plan. 

L'équation  générale  des  lignes  de  force  partant  du  centre  A 
de  masse  m  sera,  dans  ce  cas, 

mw-J-  mVn-  m'a)" =  mô, 

les  masses  m,  m,...  pouvant  être  positives  ou  négatives  ;  celle 
de  l'asymptote  correspondante  est 

(m  H-  m'  -J-  m" )a=  mO. 
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Quand  toutes  les  masses  sont  de  même  signe,  toutes  les 
lignes  de  force  sont  infinies.  Dans  le  cas  contraire,  une  partie 
des  flux  de  force  émis  par  les  masses  positives  est  absorbée  par 
les  masses  négatives. 

D'après  le  mode  de  numération  adopté,  le  nombre  des  lignes 
de  force  infinies  est  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  de 
lignes  positives  et  de  lignes  négatives. 

Si  les  lignes  électrisées  A,  A',  A''....,  toujours  parallèles,  ne 
sont  plus  dans  un  mênie  plan,  la  construction  des  lignes  de 
force  devient  plus  compliquée.  Dans  ce  cas,  le  potentiel  en  un 
point  P  situé  à  des  distances  r,  /•',  /•''...  des  lignes  A,  A',  A''....,. 
a  pour  valeur 

\==C'''^2U.r=:a'-  2/.(/V-/"^' ), 

ou 

rV^V'^' =C^ 

1S5.  De«x  Ugmw  de  ■iiTMM  contMires.  —  Considérons  en 
particulier  le  cas  de  deux  lignes  électrisées  en  sens  contraires 
définies  par  les  masses  +m  et  —m',  situées  en  deux  points 
A  et  A'  (lig.  29)  à  la  distance  ^a,  et  soit  m  la  plus  grande  de 
ces  masses.  L'équation  d'une  ligne  de  force  devient 

ou 

celle  de  Tasjmptote  correspondante  est 

a= >ô. 

m~-m 

L'angle  a  ne  pouvant  devenir  plus  grand  que  z,  il  ne  pourra 
y  avoir  de  lignes  de  force  infinies  que  pour  les  valeurs  de  0  plus- 
petites  que 

m— m' 


't:- 


m 
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La  ligne  de  force  AP^  correspondant  à  cette  valeur  0^  sépare 
les  m  — m  lignes  de  force  partant  de  A  et  qui  sont  infinies 
des  m  qui  sont  finies  et  vonts\ibsorber  en  A'.  Cette  ligne  de 
force  limite  a  pour  équation 

ma)  — mV^z/iôo^fm  — m')r,  ou  î:  — w'= — Atz  —  iù). 


Cette  équation  est  satisfaite  pour  w'^x  et  w'— x;  la  ligne 


Fig.  09 

rencontre  donc  Taxe  à  gauche  du  point  A\  et  le  point  de 
rencontre  0'  est  le  symétrique  du  centre  de  gravité  0  du 
«yslème  par  rapport  à  la  distance  AA'.  En  eRet,  on  a,  pour 
un  point  quelconque  P^  de  la  courbe, 


.      7ÎÎ  ,  . 

/      •  /        /\     sin — 7(x  — u)) 
/•_sin(i)  _sin(r —  (•))_       m^         ' 

r  ~  siiîu)  ~sin(7:  — (o)  ~     sin(7:  — o) 
Si  Fangle  w— w  tend  vers  zéro,  il  vient, 

lim.fM— -^,  ou  mxO'A'  =  m'xO'A. 
\r  )     m 
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Le  centre  de  gravité  0  des  deux  masses  étant  déterminé  par 
la  condition  mxOA—m'xOA',  il  en  résulte  OA=0'A'. 
Dans  le  cas  de  m=zim  (fig.  29),  on  a 


on  en  déduit 


6o=->  et  2(0  —  0)'  =  ::, 
2 


/•  = 7~2a; 

2sin— 
2 


la  ligne -de  force  limite  est  donc  une  circonférence  ayant  pour 
centre  le  point  A'  et  passant  par  le  point  A. 
L'équation  des  surfaces  de  niveau  est 


ou 


~=c 


186.  Deux  \l%m%m  égales  et  de  Bl^neB  eon traire*.  —  Si  i  on 

suppose  les  deux  masses  égales  en  valeurs  absolues,  Téquation 
des  lignes  de  force  se  réduit  h 


iù  —  (1)  =t 


et  celle  des  surfaces  de  niveau  à 

V=:2a/.-. 
/• 

La  première  représente  des  segments  de  circonférence  tels 
que  ATA'  (lig.  3o)  passant  par  les  deux  points  A  et  A'  et  ca- 
pables de  Tangle  G;  la  seconde  des  circonférences  S, S'--  ayant 
leurs  centres  sur  la  droite  AA',  et  telles  que  les  deux  points 
soient  conjugués  par  rapport  à  chacune  d'elles. 

Si  on  considère  deux  surfaces  de  niveau  S  et  S\  une  couche 
+  m  sur  chaque  unité  de  longueur  du  cylindre  S  et  une 
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couche  —  m  sur  chaque  unité  de  longueur  du  cylindre  S',  rem- 
placeront pour  tous  les  points  compris  entre  les  deux  surfaces- 
l'action  des  deux  lignes  indéfinies  A  et  A'  (ai)  ;  la  figure  cor- 


Fig.  3o 

respondra,  dans  ce  cas,  au  problème  d'un  condensateur  formé 
de  deux  cylindres  indéfinis  excentriques. 

!»»•  —  Imaginons  que  la  distance  aa  tende  vers  zéro,  mais^ 
que  la  densité  X  varie  de  façon  que  le  produit  aaX  reste  con- 
stant. Le  potentiel  à  la  distance  r,  dans  une  direction  qui  fait 
avec  la  droite  A'A  l'angle  (o,  sera 


\r       .  I  f       art  cos(o\ 


artXcosw 


Cette  équation  représente  des  circonférences  dont  les  rayons 
varient  comme  les  inverses  des  nombres  entiers  successifs. 
On  a  de  même,  pour  les  lignes  de  force, 


<i)  — (i) 


aasmo) 


/• 


Les  rayons  des  circonférences  qui  représentent  les  lignes  de^ 
force  varient  donc  aussi  comme  les  inverses  des  nombres  en- 
tiers successifs» 

1S8.  Systèaies  de  réTointton.  —  Pour  déterminer  sur  une 
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-surface  de  niveau  les  sections  des  tubes  de  force  élémentaires^ 
nous  prendrons  d'une  part  des  plans  méridiens  équidistants, 
et  d'autre  part,  sur  la  section  méridienne,  des  points  placés  de 
telle  manière  que  dans  la  révolution  autour  de  Taxe  ils  par- 
tagent la  surface  en  zones  successives  correspondant  à  un 
même  flux.  La  surface  se  trouvera  ainsi  divisée  en  rectangles 
<;urvilîgnes  correspondant  à  un  même  flux  que  Ton  prendra 
égal  à  Tunité. 

1S9.  —  Un  champ  uniforme  peut  toujours  être  considéré 
H!omme  de  révolution  autour  d'une  ligne  quelconque  paral- 
lèle à  la  direction  de  la  force;  nous  pouvons  donc  lui  appli- 
<|uer  ce  mode  de  représentation.  Une  surface  de  niveau,  qui 
«st  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe,  sera  coupée  par  une  série 
de  circonférences,  comprenant  entre  elles  des  zones  de  sur- 
face constante.  Les  rayons,  croissant  suivant  la  loi  des  an- 
neaux de  Newton,  seront  proporlionnels  aux  racines  carrées 
des  nombres  consécutifs.  Les  lignes  de  forqp  seront  ainsi 
représentées  dans  le  plan  méridien  par  des  droites  paral- 
lèles à  l'axe  et  dont  les  distances  à  Taxe  sont  comme  les 
racines  carrées  des  nombres  entiers  consécutifs. 

Si  F  est  l'intensité  de  champ  et  o)  l'angle  de  deux  méridiens, 
j\  et  r„4.i  les  distances  à  Taxe  de  deux  lignes  de  force  succes- 
sives, on  devra  prendre 

OU 

'•-=\/k;  v'"- 

€e  mode  de  représentation  a  l'inconvénient,  comme  on  le  voit, 
<le  ne  pas  figurer  un  champ  uniforme  par  des  lignes  de  force 
^quidistantes. 

140.  Cm  d'ase  mmsM  vBiqac.  —  Une  masse  unique  m  donne 
un  système  de  révolution  autour  d'un  axe  quelconque  passant 
par  la  masse  agissante.  Par  des  plans  normaux  à  un  axe  kx 
(6g.  3i),  on  divisera  la  sphère  en  zones  concentriques  succes- 
sives de  même  surface  et  correspondant  à  un  même  flux. 
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Le  flux  correspondant  au  cône  circulaire  dont  le  demi- 
angle  au  sommet  est  0  est  proportionnel  à  la  surface  de  la 
calotte  de  demi- ouverture  6,  c'est-à-dire  à  la  hauteur  PB  ou 
à  I— cos6. 

Soit  N  Tordre  de  la  ligne  de  force  AN,  on  aura 

N       I— cosO 


ou 


(7) 


^T^m 


cosô=i 


N' 


'2.TJn 


Pour  tracer  les  lignes  de  force,  il  sufCra  donc  de  diviser  le 
diamètre  BB'  (Og.  Sa)  en  ^Tun  parties  égales,  de  mener  les 
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Fig.  3i 


Fig.  33 


verticales  correspondantes  et  de  joindre  au  point  A  les  points 
d'intersection  avec  la  circonférence, 

141.  Deux  mAMesqneicoBqaeB.  —  Soient  maintenant  deux 
masses  m  et  m  situées  en  A  et  A'  (fig.  a8];  elles  forment  un 
système  de  révolution  par  rapporta  la  droite  qui  les  joint.  Le 
flux  total  qui  traverse  une  zone  quelconque  de  révolution  dont 
le  demi-arc  est  PP'  est  la  somme  des  flux  qui  correspondent 
aux  angles  b)  et  (I)'  pour  les  deux  masses  séparément,  c'est-à-dire 
à  /n-rt'=iN. 

Par  la  même  raison  que  plus  haut,  la  nappe  qui  correspond 
au  flux  de  valeur  N  et  qui  passe  par  le  point  P  est  tangente 
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en  A  au  cône  d'angle  au  sommet  âO,  qui  comprend  le  même 
flux  pour  la  masse  m  prise  isolément. 

Cette  nappe  est  aussi  asymptote  à  un  cône  ayant  pour  som- 
met le  centre  de  gravité  0  des  deux  masses. 

L*équation  de  la  ligne  de  force  AP,  c'est-à-dire  «-hw'=N, 
donne 


2,'zm{i  —  C0Sa))-H27:m'(i  —  cosa)')  =  N~2zm(i  — cosO), 


ou 


(8)  mcos<i)H-m'cosw'=m'-hmcos6. 

Pour  obtenir  Tangle  a  de  l'asymptote  avec  Taxe,  il  suffit  de 
faire  les  deux  angles  o)  et  o)'  égaux  dans  cette  équation  ;  on  ob- 
tient ainsi 

(9)  [m-\-7n)  cosa= m'-H  m  cos6. 

En  éliminant  le  rapport  —,  entre  les  équations  (8)  et  (9),  on 
a  l'équation  de  la  ligne  de  force  en  fonctions  de  0  et  de  a  : 

I— cosw'   I— COSa 

COSd)  — cosô~^  cosa  —  cosô' 

Cette  méthode  est  encore  générale  et  peut  s'appliquer  à 

un  nombre  quelconque  de  centres  situés  sur  une  même  droite. 

L'équation  d'une  ligne  de  force  partant  de  la  masse  m  est 

m  cosw-t- m' cosw'-h m''  cosw" =  m'-f- m*'-i- -\-m  cosô^ 

et  celle  de  l'asymptote, 

(m  -^  m'  -f-  m' )  cos  a = m'  4-  m"  -i-  m' -h  m  cos  6. 

Lorsque  les  masses  sont  toutes  de  même  signe,  toutes  les 
lignes  de  force  sont  infinies.  S'il  y  a  des  masses  de  signes  con- 
traires, la  région  qui  renferme  les  lignes  de  force  finies,  émises 
par  des  masses  positives  et  absorbées  par  des  masses  négatives, 
est  séparée  de  la  région  qui  renferme  les  lignes  de  force  infi- 
nies par  une  surface  limite  dont  la  section  méridienne  est  dé- 
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lerminée  par  la  valeur  de  TaDgle  0  donnée  par  Téquaiion  pré- 
cédente dans  laquelle  on  fait  ol=^t.. 

142.  Deux  mmMe«  égales  et  de  même  slir^e.  -—   Si  le  Système 

est  formé  de  deux  masses  égales  et  de  même  signe  situées 
en  A  et  A'  à  la  distance  aa  (fig.  33),  les  surfaces  de  niveau  sont 
données  par  Téquation 


^r     m     m  (\      \\ 

/•       /•  \v      r) 


Les  courbes  méridiennes  sont  des  espèces  de  lemmiscates. 


am 


La  surface  correspondant  à  V=: —  a  pour  courbe  méridienne 


deux  lobes  qui  se  coupent  en  0.  Le  point  0  est  un  point 
d'équilibre  instable  ;  la  force  y  est  égale  à  zéro.  En  ce  point, 
le  potentiel  présente  un  minimum  relativement  à  Taxe  AA' 
et  un  maximum  par  rapport  au  plan  de  symétrie  PP'. 


2m 


Pour  toutes  les  valeurs  de  V  supérieures  à  — ,  la  surface 

a 

de  niveau  se  compose  de  deux  lobes  séparés  dont  la  section 
a  la  forme  d'un  ovale  et  qui  entourent  chacun  des  deux  cen- 
tres. Ces  ovales  tendent  de  plus  en  plus  à  se  confondre  avec  des 
cercles  à  mesure  qu'on  se  rapproche  du  centre. 

Pour  les  valeurs  de  V  inférieures  à  — ,  la  surface  se  com- 

a 

pose  d'une  nappe  unique  dont  l'étranglement  tend  à  dispa- 
raître au  fur  et  à  mesure  que  V  diminue  et  qui  finalement  se 
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confondrait  à  une  grande  distance  avec  une  sphère  ayant  pour 
centre  le  point  0, 
Uéquation  des  lignes  de  force  est 

COS  (I) -♦- COS  (I)' =  I -h  cos  6 , 

et  celle  de  Tasymptote 

2C0S«=H-COS6, 

ou 

cosa=cos*-ô. 

2 

En  un  point  de  Taxe  transverse  OP^  la  force  a  pour  expression 
«     2/n  .  amr  r 

elle  est  maximum  en  des  points  D  et  D' pour  lesquels 

C'est  un  maximum  relatif  à  Taxe  transverse  seulement  et 
au  contraire  un  minimum  pour  la  direction  parallèle  à  AA\ 

Les  lignes  de  force  émanées  de  m  et  de  m'  sont  séparées  par 
le  plan  normal  à  Taxe  AA'  passant  au  point  0. 

1#8«  Deax  atasses  inéi^ales  et  de  même  Blf^ne. —  Si  les  masses, 

toujours  de  même  signe,  sont  inégales,  la  forme  générale 
des  surfaces  de  niveau  est  la  même  que  dans  le  cas  précédent, 
sauf  la  symétrie.  Le  point  d'équilibre  correspondant  au  point 
de  croisement  de  la  surface  à  deux  nappes  est  donné  par  la 

relation  

mm  V      s/m 

En  posant  /-+-/•'= 2a,  on  en  déduit 
\Jm-\-\lm 


y  m 

Èlecir,  et  Magn.  1  —  10 
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Les  lignes  de  force  ont  pour  équation 

m  cos (i>  -h  m' cos tù:=zni  -hm  cos 6. 

Elles  forment  toujours  deux  systèmes  distincts;  la  surface  qui 
les  sépare  correspond  à  0='ïCy  et  a  pour  équation 

mcosw-Hm'cosw'=m'— m. 

Si  on  pose  —  —  n-e,  Téquation  devient 

C0Sai  +  (i-4-e)c0Sa)'  =  e, 

OU,  en  coordonnées  rectangulaires,  Torigine  étant  prise  au 
milieu  de  la  distance  2a, 


Cette  équation  représente  une  surface  du  sixième  degré  qui 
passe  par  le  point  d'équilibre  et  qui  a  quelque  analogie  avec 
une  nappe  d'iiyperboloïde.  Sa  section  méridienne,  comme 
toutes  les  autres  lignes  de  force,  a  une  asymptote,  qui  passe 
par  le  centre  de  gravité  des  deux  masses.  Cette  asymptote  a 
pour  équation 

e 

COSa=: 

2  +  e 

144.  Beax  BimsseB  égmlea  et  de  slirMCB  eoBtrmIras.  —  Nous  exa- 
minerons avec  plus  de  détails  le  cas  de  deux  masses  égales  et 
de  signes  contraires,  parce  qu'il  donne  lieu  à  plusieurs  appli- 
cations importantes. 

Les  surfaces  de  niveau,  dont  Téquation  est 


'-(:--)' 


sont  des  surfaces  fermées  ovoïdes,  à  une  seule  nappe,  tendant 
à  se  confondre  avec  des  sphères  au  fur  et  i  mesure  qu'elles 
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se  rapprochent  des  centres  d*action.  Toutes  celles  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  positives  de  V  entourent  le  point  A, 
celles  qui  correspondent  à  des  valeurs  négatives  le  point  A'. 
Elles  sont  séparées  par  un  plan  de  symétrie  au  potentiel  zéro. 
Les  lignes  de  Torce  ont  pour  équation 


COSW  —  COSO)  =1— cosO== 


N 


(lo) 


Ces  lignes  de  force  sont  toutes  finies  et  partent  du  point  A 
pour  aboutir  au  point  A';  elles  sont  évidemment  symétriques 


Fig.  34 

par  rapport  au  plan  de  potentiel  zéro  perpendiculaire  en  0  à 
l'axe  AA'  (fig.  34). 

145.  —  Les  angles  ^  et  ^'  que  fait  la  force  avec  les  rayons 
vecteurs  sont  déterminés  par  la  condition 


sin^         sin^ 


(") 


donnée  par  les  triangles  infiniment  petits  APP'  et  A'PP'  ;  on 
a  d'ailleurs,  parTéquation  (10), 


et,  par  suite, 


sin(i>^(i) =sin(oVa)\ 


sinwsinp  _  sina/sinP/ 
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£q  remplaçant  le  rapport  de  rayons  vecteurs  dans  cette 
équation  par  le  rapport  des  sinus  des  angles  opposés  dans  le 
triangle  APA',  on  obtient, 

sin^o)  sinp=sin^<i)'sinp',  (12) 

ou 

sinp_sinp' 

146.  —  La  force  a  pour  expression 

F=„[î^+£î^-].  (.3) 

Sa  valeur  sur  Taxe  AA',  en  P^,  à  la  distance  d  du  centre,  est 
et  sur  Taxe  transverse,  en  P2,  p  désignant  la  distance  AP,, 


I 


Fa  =  2mfl-3=:2m«— -^.  (id) 

Le  produit  ima  de  Tune  des  masses  par  la  distance  qui  les 
sépare,  que  Ton  appellera  moment  magnétique  dans  le  pro- 
blème correspondant  de  magnétisme,  peut  être  appelé  ici  le 
moment  électrique  du  système. 

147.  —  Quand  la  force  est  normale  à  Taxe,  on  a 


P=:-  — u),     sinp=cosw, 

3'=--f-(i)',     sinS'=cos(i)'; 
2 


l'équation  (12)  devient 


cosw  sin^u) = coso)' sin'w', 


ou 


CAS  PARTICULIERS  D*ÉQUIL1BRE. 


COSCi)       COSg) 


i49 


n 


j 


C'est  réquation  de  la  courbe  APX  (fig.  35)  qui  passe  par 
tous  les  points  du  plan  où  la  force  est  verticale.  Elle  se 
compose  de  deux  branches  symétriques,  partant  de  A  et  de  A' 
tangentiellement  à  la  yerticale  et  asymptotes  à  une  droite  OL. 

Pour  déterminer  la  direction  de  l'asymptote,  considérons 
un  point  très  éloigné  ;  on  aura,  en  appelant  S  la  diiïérence 


Fig.  33 


très  petite  w— 0/  et  remarquant  que  les  angles  w  et  w'  devien- 
nent égaux, 


cos(i)_cosco'_  coso)'  — cos(i)       sinw.S       sinw     ri 
"TT"^    ,.'2  ~ 


,/a_,j»  2r{r'-r)       21-^    r-r 

sin(i).2asin(i)       i   sin^u) 


ou 


27-*.2a  COSG)         2/-*  COSW  ' 

!ang^(i)  =  2. 


14S.  Priselpe  des  ImaiTM-  —   Nous    avons   VU     (5e)   qu'on 

peut  toujours  remplacer  une  masse  électrique  quelconque  par 
une  masse  égale  répandue  sur  une  surface  de  niveau  qui  Ten- 
toure  complètement.  Cette  couche  est  en  équilibre  d'elle- 
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même,  et  la  densité  est  déterminée  par  la  condition 

F  . 


ff= 


4r 


Pour  tous  les  points  intérieurs,  le  potentiel  devient  constant  et 
égal  à  celui  de  la  surface  ;  mais  pour  tous  les  points  extérieurs 
rien  n'est  changé  à  Tétat  du  champ. 

Considérons,  dans  le  problème  précédent,  le  plan  transver- 
sal Oy  au  potentiel  zéro  (fig.  34).  Pour  tous  les  points  situés  à 
droite,  nous  pouvons  remplacer  la  masse  —m  située  en  A'  par 


Fig.  36 

une  masse  égale  en  équilibre  sur  le  plan.  La  densité  sera  en 
chaque  point  P,,  la  force  F,  étant  dirigée  vers  la  gauche, 

On  voit  qu'elle  est  en  raison  viverse  du  cube  de  la  distance 
du  point  considéré  P,  au  point  A. 

On  peut  remarquer,  d'après  cette  loi  de  distribution,  que  la 
charge  d'un  élément  du  plan  est  en  chaque  point  proportion- 
nel à  l'angle  sous  lequel  on  le  voit  du  point  A.  En  effet  la 
charge  d'un  élément  de  surface  d&  (fig.  36)  est 


27C    p''    p 


Or,  -£fS  est  la  projection  cfS^  de  l'élément  ^S  sur  un  plaa 
P 
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perpendiculaire  à  p,  et  -5^  est  l'angle  rf6  sous  lequel  du  point  A 

P 
on  voit  Félément  ^S. 


On  a  donc 


7.-7: 


Si  le  plan,  ou  la  masse  —  m,  n'existait  pas,  le  flux  de  force 
émis  par  la  masse  m  dans  Tangle  d^  serait  md^.  Dans  le  cas 

actuel,  le  flux  reçu  par  la  surface  rfS  est  4^  —  d^  =  2md^. 

La  distribution  de  ce  flux  est  la  même  que  si  la  masse  m 
existait  seule,  mais  le  flux  est  doublé  en  chaque  point,  toutes 
les  lignes  de  force  qui  émanent  de  m  rencontrant  le  plan. 

Le  plan,  recouvert  de  la  masse  —  m,  étant  au  potentiel  zéro, 
tout  l'espace  situé  à  gauche  est  au  potentiel  zéro.  C'est  le  cas 
d'un  plan  conducteur  indéfini  Oj,  en  communication  avec  le 
sol,  et  soumis  à  Tinfluence  d'une  masse  électrique  +m  placée 
au  point  A.  Un  pareil  plan  intercepte  complètement  l'action 
de  la  masse  m  sur  les  points  situés  derrière  lui;  il  fait  l'office 
d'un  écran  électrique. 

Ainsi,  la  masse  +m  étant  placée  en  A,  en  présence  d'un 
plan  conducteur  Oj  en  communication  avec  le  sol,  on  peut, 
pour  les  points  situés  à  droite,  remplacer  ce  plan  par  une 
masse  —  m  située  au  point  A'  symétrique  de  A. 

Pour  sir  W.  Thomson  la  masse  —  m  en  A'  est,  par  rapport 
au  plan  0^  relié  au  sol,  Vimage  de  la  masse  +m  située  en  A. 
On  voit,  en  effet,  l'analogie  qui  existe  entre  le  phénomène  élec- 
trique et  le  phénomène  optique  correspondant.  Si  le  point  A 
est  une  source  de  lumière  et  le  plan  Oj  un  miroir  réflecteur, 
l'image  de  A  est  virtuelle  et  située  en  A'  ;  l'éclairement  de 
l'espace  situé  à  droite  du  plan  est  le  même  que  si  on  rempla«* 
çait  ce  plan  par  une  source  de  lumière  située  en  A',  et  l'in- 
teosité  de  cette  source  virtuelle  sera  égale  à  celle  de  A  si  le 
pouvoir  réflecteur  du  plan  est  égal  à  l'unité. 

14»,  iBdaetion  dass  us  milieu  formé  de  deux  dIélectrIqaeB 

•éFaréfl  par  us  plan.  —  Le  principe  des  images  permet  de 
déterminer  l'état  de  deux  diélectriques  indéfinis,  séparés  par 


152 


ÉLECTRICITÉ  STATIQUE. 


une  surface  plane,  dans  Tun  desquels  se  trouve  une  masse 
agissante. 

Soit  m  cette  masse  placée  au  point  A  (6g.  87),  (x^  et  ^  les 
pouvoirs  inducteurs  des  deux  diélectriques  séparés  par  le 
plan  Q,  la  masse  agissante  étant  située  dans  le  premier. 

L'équilibre  peut  être  établi  en  supposant  sur  le  plan  Q  une 
couche  m  distribuée  comme  elle  le  serait  sur  un  plan  conduc- 
teur non  isolé  sous  Tinfluence  d'une  masse  m  placée  en  A 
ou  au  point  symétrique  B  ;  en  d'autres  termes,  le  plan  agira  sur 
tous  les  points  situés  à  sa  gauche  comme  une  masse  m  placée 
en  A  et  sur  tous  les  points  situés  à  droite,  comme  la  même 


Fig.  37 

masse  m  placée  en  B.  Le  potentiel  au  voisinage  du  point  P 
pris  dans  le  plan  Q  est  dans  le  premier  milieu,  en  P^, 

et  dans  le  second  milieu,  en  Pj, 

^ m       m 

^^~"FÂ"^PÂ 


Les  composantes  normales  de  la  force  sont,  aux  mêmes 
points, 

cosw,  ,. 

«j        COSa)^_ 
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Pour  satisfaire  à  Téquafion  de  continuité  des  diélectriques, 
il  faut  que  le  produit  de  la  composante  normale  par  le  pou- 
Toir  inducteur  spécifique  soit  le  même  de  part  et  d'autre 
de  la  surface  de  séparation,  ce  qui  donne 


ou 


V-i  (m  —  m')  =  jx^  (m  4-  m'), 


m  =m^ — ^=zmy. 


La  densité  en  chaque  point  du  plan  est 

, am'a    i ^.4— -1*^  nma    i 2ma    i 

4ic     p"*     lit,-l-|Xa     41:     p*         4t:     p^ 


150.  VroU  diéleetrlqaes  séparés  par  des  plans  parallèles .    — 

Supposons  qu'il  y  ait  trois  milieux  différents,  de  pouvoirs  in- 


^ 

9' 

A, 

Jf 

B 

?» 

?« 

wu 

0 

0' 

Fig.  38. 

ducteurs  spécifiques  égaux  respectivement  à  {Xp  [a,  et  [j^,  sépa- 
rés par  des  plans  parallèles  0  et  Q',  et  que  la  masse  agis- 
sante m  soit  située  dans  le  premier  milieu,  en  A  (fig.  38). 
Posons  encore 


La  condition  d'équilibre  sur  le  plan  Q  est  satisfaite  par  une 


454  ÉLECTRICITÉ  STATIQUE. 

couche  my  qui  agit,  de  part  et  d'autre,  comme  si  elle  était  en 
A  ou  en  B. 

La  masse  m  eu  A  et  la  couche  my  du  plaa  Q  produisent  sur 
le  plan  Q'  une  couche  m(i4-Y)Y'='w',  qui  agira  comme  si  elle 
était  concentrée  en  A  ou  en  B^. 

La  couche  m\  réagissant  sur  le  plan  Q/y  produira  une 
couche  —m'y,  dont  Timage  est  en  B|  ou  A^. 

De  même,  la  couche  —m'y  en  Q  donne  sur  Q'  une  couche 
— m'YY'  doût  l'image  est  A|  ou  B^...,  etc. 

La  détermination  de  ces  couches  successives  n'est  pas  autre 
chose  que  l'application  de  la  méthode  de  Murphy. 

On  aura  ainsi,  de  proche  en  proche  : 
sur  le  plan  Q, 

Couches  ■uccessiTes.  Images. 

m^  A   OU  B 

-m'y  A<  B^ 

+  m'Y^''  Aa         B, 

-mVY"  A3         B3 

et,  sur  le  plan  Q', 

Couches  successives.  Images. 

m{i+^)^':=Tn  A  ou  B| 

-mV  A,         B, 

4.mVY'^  A,         B3 


La  somme  algébrique  de  toutes  ces  couches  donnera  Tétat 
d'équilibre  définitif. 
Les  charges  totales  M  et  M'  des  plans  Q  et  Q'  seront 

M=mY-m'Y[i-rr'+{rr?-(ïï?+ ]='«Y-'^'ï7:p^ 


=  mY    I— ^ ^-L±.\i=im^ M- 
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La  densité  en  chaque  point  est  égale  à  la  somme  algébrique 
des  densités  de  toutes  les  couches  superposées. 

Le  potentiel  V,  en  un  point  P  dans  le  premier  milieu,  peut 
être  considéré  comme  produit  par  la  masse  m  et  toutes  les 
images  situées  en  B,  B^,  B,...,  etc. 

Aux  différents  points  B^ ,  B^...,  il  y  a  deux  images  ditTérentes 
provenant  des  couches  des  deux  plans  Q  et  Q'  et  Ton  a  : 

en  B^ 

m  —  m  Y=  '»'(  I  —  y)  =  /n(  I  —  'f)Yj 
en  Bj 

en  B,+i 

zt:  mXnT=î=  '«W)^=±  '^WJI'  -ï)==*=  '"(^-ïV  (ïïT  ; 

ce  qui  donne 

Le  potentiel  V3  dans  le  troisième  milieu  est  produit,  de 
même,  par  les  images  situées  aux  points  A»  A^,  A^...,  sur  les- 
quelles les  masses  sont: 

m-hmY4-m'=m(i-|-Y)("-*-Y')> 
--  m  Y  —  m'YY'=—  m(i  -hY)(*  +  y')ïï'> 


±(m'YV""*  +  'wVï")  =  =*=  m(i 4-y)(i 'hy'){r(T^  \ 
on  a  donc 

v.=M.^r)(.-.rOfe-^^^- -^ ]■ 

Enfin,  dans  le  second  milieu,  compris  entre  les  plans  Q  et 
Q',  le  potentiel  est  dû  à  la  masse  m,  aux  images  situées  en  A|, 
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A^...  des  couches  du  plan  Q  et  aux  images  situées  en  B|, 
Bj...  des  couches  du  plan  Q'.  On  trouverait  de  même 

V.=m(,+.)[Jj-Jl.  +  M'_ ] 

Si  le  troisième  milieu  est  identique  au  premier,  il  suffit  de 
poser  (t,^(*j,  et  l'on  a  y'=— y- 
11  vient  alors 

i-Y*  '-Y 

•-r"  »-Y 

v,=m(.+Y)l[p^+i$;+ ]-v[pb;-^îS;+ ][• 

En  désignant  respectivement  par  a  et  0  les  deux  séries  qui 
renferment  les  distances  PA,  PA^...,  PB|,  PB^...,  lesquelles 
sont  des  fonctions  déterminées  des  coordonnées  du  point  P, 
on  a  simplement 

Va=m(n-v)[a-YM. 
151.  Deux  magieg  égales  de  signes  contraires  Infinineni  toI- 

sines.  —  Supposons  que  les  deux  masses  égales  et  de  signes 
contraires  4- m  et  —m  du  problème  (i44)  soient  infiniment 
voisines  ou^  ce  qui  revient  au  même,  que  nous  considérions 
Tétat  du  champ  à  unedistance  très  grande  par  rapport  à  la  dis- 
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tance  sa  des  deux  points  A  et  A'.  La  \aleur  du  poteatiel  eu 
un  point  P  (6g.  39), 


se  rédait  à 


V=m(---,)  =  m^ — 7^, 
\r     rj  rr 


^,         r  —r  cosco  x 

V  =  m — -j— =  2flm    p^    =2flm^, 


en  appelant  a>  Tangle  do  la  direction  OP  avec  Taxe  A'A. 
Soit  u  une  surface,  un  cercle  par  exemple,  menée  par  le 


Fig.  39 

point  0  perpendiculairement  à  AA'  et  appelons  0  Tangle  so- 
lide sous  lequel  on  voit  cette  surface  du  point  P  ;  on  a 


et^  par  suite, 


R^=acos(i), 


V= 


2ma  ^ 


Si  on  prend  tj=2ma,  il  vient 

V=0. 


(16) 


Ainsi  la  valeur  du  potentiel  en  un  point  est  Fangle  solide 
sùus  lequel  on  voit  de  ce  point  une  surface  égale  au  moment 
électrique  7,ma  des  deux  masses  et  perpendiculaire  au  milieu 
de  la  droite  qui  les  joint. 

L'équation  des  surfaces  de  niveau, 


tJ  COSW       UfX 


H^ 


R^' 


(17) 
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montre  que  toutes  ces  surraces  sont  semblables  et  que  pour 
une  même  direction  b)les  valeurs  de  R  sont  en  raison  inverse 
des  racines  carrées  des  potentiels. 
158.  —  Dans  l'équation  des  lignes  de  force, 


N 

COSO)  —  COSCi):= , 


le  premier  membre  peut  être  transformé  de  la  manière  sui- 


Fig.  4o 


vante,  en  appelant  S  la  différence  infiniment  petite  iù  —  tù 


cosw'  —  cos(i)=rf.  cos(i)=sin(i).8=:sin(»). 
On  a  donc 


2asin(>>      2a 


(.8) 


sin^ci) 


N 


N 


R 


N 


=:-5-Sin'<i). 


R 


2a  2zm      2T:['2ma)      '2t:xj 


Toutes  ces  courbes  sont  semblables  et,  pour  une  même  di- 
rection, la  distance  R  est  en  raison  inverse  de  M.  Elles  sont 
tangentes  à  Taxe  à  Torigine  ;  le  lieu  des  points  où  la  tangente 
est  verticale  est  évidemment  l'asymptote  trouvée  dans  le  pro- 
blème précédent  {i^  et  qui  a  pour  équation, 

tang*a)=2. 

158.  —  Les  équations  (i4)  et  (i5)  du  n®  i46  donnent  pour 
valeurs  de  la  force  sur  l'axe  et  sur  la  transversale,  en  A  et 
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en  B  (fig.  4o) 

et,  pv  suite, 

F,  =  aFj. 

Pour  un  point  P  situé  à  la  même  distance  dans  une  direc- 
tion quelconque  (■>,  on  a,  d'après  l'équation  (17), 

X=-g=-..(l-3^)=^(3cos>a,.i), 

Du  point  0,  comme  centre,  menons  la  circonférence  de 
rayon  R  qui  passe  au  point  P  et  considérons  en  ce  point  la 
composante  normale  F„  et  la  composante  tangentielle  F,  de 
la  force  ;  on  a 

Fn=X  cos(o-hYsinw=-ôâ2coso>, 

Ft=:— X  sinwH- Y  cos<i)=:^3sin(i). 

Si  on  désigne  par  i  Tinclinaison  de  la  force  F  sur  la  tan- 
gente et  par  X  le  complément  de  Tangle  co,  il  vient 

F 

{21)  tangï=p^  =  a  cotgw=a  tangX. 

On  obtient  enfin,  pour  la  force  elle-même, 

=(§)(3sin»X+i) 
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154.  —  Prolongeons  la  tangente  jusqu'à  Taxe  en  T  et  la 
direction  de  la  force  jusqu'en  S;  les  triangles  OPS  et  SPT 
donnent 

PS^OS 

sinco     cosi' 


on  en  déduit 


et  enfin 


PS  ^  ST  , 

coso)     sini' 


^jgsmco^g^cosc.^ 
cosi  sini 


OS  tangi^ST  cotg(o=ST  tangX. 
Commetangi=2tangX,  on  voit  que 

ST=20S, 

ou 
(23)  0T=30S. 

Ce  théorème  est  dû  à  Gauss. 

La  valeur  de  la  force  s'exprime  facilement  en  fonction  des 
mêmes  lignes.  On  a,  en  effet, 

R=OT  cos(i)=:30S  cosw, 
00  =  R  cosw, 
et,  par  suite, 

O  C0S''w:=7wT-. 

On  obtient  donc,  en  substituant, 

155.  —  Dans  l'évaluation  de  la  force  en  chaque  points  les 
masses  électriques  n'interviennent  que  par  leur  moment 
2ma=c7  qui  peut  rester  fini  pour  des  valeurs  convenables  de  m 
quoique  la  distance  2a  sbit  infiniment  petite.  Le  flux  total  de 
force  qui  émane  des  deux  centres  infiniment  voisins  n'est  donc 
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pas  déterminé,  mais  il  est  facile  de  calculer  le  flux  qui  sort 
d'une  sphère  de  rayon  donné  R. 

La  composante  normale  au  point  P  correspondant  à  Tangleo) 
a  pour  valeur,  d'après  les  équations  (20), 

La  surface  de  la  calotte  d'ouverture  angulaire  20)  étant  égale 
à  2icR*(i— cosw),  celle  de  la  zone  élémentaire  correspondant  à 
Tangle  diù  est 

rfS=2xR^sîn(i)rf(â). 

Le  flux  de  force  qui  traverse  cette  zone  est  donc 
«U  =  -5-sin(i)  C0S(i)  d{ù 

et  le  flux  total  correspondant  à  l'angle  o)  est 

0       4170  r  .  ,        2^cy  ,   . 

«=  -K—  1  sino)  cosd)  a(i)=-ij-sin'<â). 

Cette  expression  n'est  autre  que  celle  de  la  ligne  de  force 
d'ordre  N  qui  aboutit  au  contour  de  la  zone  considérée,  et  on 
aurait  pu  récrire  immédiatement. 

Si  on  fait  w=-,  on  aura  le  flux  total  d'un  côté  du  plan 

transversal  OB  ;  ce  flux  a  pour  valeur  ^;  on  voit  qu'il  est  en 

raison  inverse  de  R. 

Pour  tracer  dans  un  plan  méridien  les  lignes  de  force  qui 
correspondent  aux  flux  représentés  par  les  nombres  i,  2,  3, 
4...,  il  suffira  donc  de  prendre  sur  l'axe  transverse  des  lon- 
gueurs proportionnelles  aux  nombres  i,  -,  ^,  - ,  et  de 

204 
tracer,  d'après  l'équation  (i8),  les  lignes  de  force  qui  coupent 
i*axe  en  ces  difi'érents  points. 

Électr.  et  Magn.  I  —  1 1 
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ise.  Induction  unr  un  corps  Inflnlment  petit.  —  Le  système 

de  deux  masses  égales  et  contraires  infiniment  voisines  re- 
présente l'état  d'un  corps  infiniment  petit,  conducteur  ou 
non,  primitivement  neutre  et  placé  dans  un  champ  électrique 
quelconque.  En  effet,  le  corps  se  couvre  alors  de  deux  cou- 
ches de  masses  égales  et  de  signes  contraires,  dont  chacune 
agit  comme  si  elle  était  concentrée  en  son  centre  de  gravité. 
Il  en  est  de  même  pour  un  corps  quelconque  primitivement 
neutre,  c'est-à-dire  avec  une  charge  totale  nulle,  quand  on 
considère  son  action  à  une  grande  distance. 

157.  fiphère  polarisée.  —  Coaekes    de  g^Ufltement.  —  Con- 
sidérons deux  sphères  S  et  S'  de  même  rayon  (fig.  40»  ^^ 


densités  uniformes  H-p  et  — p  et  dont  les  centres  A  et  A'  sont 
à  une  distance  infiniment  petite  S.  Ce  système  équivaut  en 
réalité  à  celui  de  deux  couches  égales  et  de  signes  contraires 
répandues  sur  les  deux  moitiés  d'une  surface  sphérique. 

Cette  forme  particulière  d'clectrisation  présente  un  grand 
intérêt  et  correspond  en  magnétisme  à  un  mode  d'aimanta- 
tion très  simple.  On  peut,  pour  abréger,  appeler  couches  de 
glissement  celles  qui  sont  ainsi  produites  par  deux  masses  ho- 
mogènes de  densités  égales  et  de  signes  contraires  dont  l'une 
a  glissé  d'une  quantité  infiniment  petite. 

Le  milieu  peut  être  considéré  comme  polarisé^  et  l'axe  de 
polarisation  électrique  est  parallèle  à  la  direction  suivant 
laquelle  s'est  effectué  le  glissement. 
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Dans  le  cas  actuel,  la  densité  de  la  couche  en  chaque  point 
est  proportionnelle  à  Fépaisseur  correspondante  P'P  de  la  par- 
tie non  commune  aux  deux  sphères.  Si  nous  désignons  par  a^ 
cette  densité  sur  la  ligne  des  centres,  on  aura 

Gomme  l'épaisseur  de  la  couche  suivant  la  ligne  des  centres 
est  constante,  la  densité  en  un  point  P,  à  l'extrémité  du  rayon 
qui  fait  avec  cette  droite  Tangle  w,  a  pour  valeur 

(J  =  ff^  COSb)=p$COS(i>. 

Sur  un  point  M  pris  à  Tintérieur,  Faction  est  celle  de  deux 
sphères  homogènes  de  rayons  AM  et  A'M  sur  un  point  de  leur 
surface  respective.  Elle  est  donc,  pour  la  sphère  A,  égale  a 

^i;p.AM  et  dirigée  suivant  AM;  pour  la  sphère  A',  elle  est 

égaleà^^p.MA'  et  dirigée  suivant  MA'.  Par  suite,  la  résul- 
tante est  proportionnelle  à  AA'  et  a  pour  valeur 

elle  est  constante.  Désignons  cette  force  par  F,  et  comptons-la 
positiTement  de  gauche  à  droite,  nous  aurons 

A  rintérieur  de  la  sphère,  les  surfaces  de  niveau  sont  des 
plans  perpendiculaires  à  Taxe  AA'  et  équidistants  ;  le  poten- 
tiel en  un  point  varie  proportionnellement  à  Fabscisse  x  du 
point  et,  comme  il  est  nul  au  centre,  on  a 

Pour  Fextérieur,  la  couche  considérée  peut  être  remplacée 
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par  les  deux  sphères  homogènes  ou  par  deux  masses  de  signes 
contraires  égales  à  ôt:R^p  concentrées  en  A  et  en  A',  et  dont 
le  moment  est 


en  appelant  u  le  volume  de  la  sphère.  On  aura  donc  pour  la 
distance  r,  dans  une  direction  qui  fait  Tangle  (*>  avec  Taxe, 

-7  COSd)  X 

La  surface  de  la  zone  élémentaire  dta  étant 
rfS  =  2i:R*sin(i)  dtù, 
la  masse  correspondante  est 

çdS = aicRV  sîîi  <*>  cos  (ùdiù= cf  .t:R*(j  sin^w. 

o  o 

La  masse  totale  M  de  chacune  des  couches  est  donc 
M=  fadS=  f^d.%K\  sin*a)=7uR\. 

On  aurait  pu  écrire  immédiatement  ce  résultat  en  remar- 
quant qu'en  chaque  point  de  la  couche  l'épaisseur  suivant 
Taxe  étant  égale  à  S,  le  volume  total  est  égal  au  produit 
de  cette  épaisseur  constante  par  la  projection  de  Thémisphère 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  AA'. 

Le  flux  de  force  qui  émane  de  la  couche  positive  est 

Q  =  4zM  =  (4xRV,  =  Sza,, 

s  étant  la  surface  entière  de  la  sphère. 

159.  —  Il  est  utile  de  résumer  ici  tous  les  résultats  qui 
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précèdent  et  d'exprimer  chacune  des  quantités  en  fonction 
de  la  densité  maximum  a^  ou  de  la  force  intérieure  F,;  on 
a  ainsi,  en  désignant  par  a  le  rayon  de  la  sphère  et  u  son 
Tolume, 

UtJ  X 

V,=— V=— F.^=— Fi^'cosa), 
a 

v«="g.;5=-*'<73^=-*'<     ^    ' 
X,=-^(3  cos^o)-  i)=Fi^{i  -3  cos^o)), 

Y,=--j  3  sino)  cos(i>=--Fj-j3  sino)  cosco, 


"0"  a^ 

F„==-^2  C0S(0  =  -2FfpC08a), 

F,  =-^' sin  0) = -  Fi  ^  sin  0), 

M=^«\=-— =  --F,a^ 
Q=Sxa^=:-S^F,=-3za»F,. 


Ift9«    Spkère    eondueiriee    dans    ua    ckamp    nalforme.    — 

Supposons  maintenant  qu'une  sphère  ainsi  électrisée  soit 
placée  dans  un  champ  uniforme,  d'intensité  9^  parallèle  à  Taxe 
des  X  et  soit  V^  la  valeur  du  potentiel  dans  le  plan  qui  passe 
par  le  centre.  Si  Ton  a 

F<-+-9=o, 

la  force  résultante  est  nulle  dans  toute  la  sphère  ;  le  potentiel 
est  donc  constant  et,  si  la  sphère  est  conductrice,  l'équilibre 
existe. 

Pour  obtenir  l'état  électrique   d'une  sphère  conductrice 
dans  un  champ  uniforme  d'intensité  9,  il  suffit  donc  de  rem- 
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placer  F<  par  —  9  dans  toutes  les  formules  précédentes,  ce  qui 
donne 

3 

Vi=9rcosci), 

V,  =  f--5C0S(i), 

a' 

Xe=ç-|'(3  COS'ù)—  1), 

i,=ç3o  sino)  coso), 

Fn=a973COS(.), 

t*i=ç--jsin(o, 

i«o.  —  Si  Ton  désigne  par  R  le  rayon  du  cercle  tracé  sur 
une  surface  de  niveau  par  lequel  passerait  le  même  flux  dans 
le  champ  primitif,  c'est-à-dire  du  cercle  qui  comprend  toutes 
les  lignes  de  force  dirigées  vers  la  sphère  conductrice,  on  a 

i:R*9=  4^M=  3iça*9, 
R»=3a>. 

Ce  cercle  a  donc  une  surface  triple  du  grand  cercle  de  la  sphère. 

Toutes  ces  lignes  de  forces  aboutissent  normalement  à  la 
surface  de  la  sphère  et  en  émanent  normalement,  sauf  toute- 
fois celles  qui  tombent  sur  Téquateur;  celles-ci  font  avec  la 
normale  un  angle  de  4S''- 

En  effet,  pour  un  point  quelconque,  situé  à  une  distance  r 
dans  la  direction  u),  Fangle  0  de  la  force  résultante  avec  le  rayon 
vecteur  r  est  donné  par  la  relation 

a* 

.       ^     (psinco— F,     .  /•* 

tange=-^^ Ër=tangci) y 

®       çcosw-hFn  °  a» 
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Cet  angle  0  est  toujours  nul  quand  on  fait  r=:a,  c'est-à-dire 
quand  le  point  est  sur  la  sphère.  Toutefois,  pour  les  points  de 

réquateur,  Tangle  o»  est  égal  à  -  et  Texpression  prend  une 

forme  indéterminée. 

Supposons  que  Tangle  u>  diffère  très  peu  de  -,  Tangle  0  pour 

un  point  P  (fig.  4^)  voisin  de  la  surface  est 


CQ 


*angO==yp= 


fl^^-o))     atang(j-co) 


r—a 


r  —  a 


r-^a  langd) 


Fig.  4a 

Multipliant  cette  équation  par  la  précédente  qui  est  tou- 
jours vraie,  et  remarquant  que  la  différence  r^a  est  très 
petite,  il  vient 


tang^O  = 


Les  lignes  de  force  qui  touchent  la  sphère  sur  Téquateur 
font  donc  avec  la  surface  un  angle  de  4^*"- 

La  surface  de  niveau  au  potentiel  primitif  Y^  du  centre  de 
la  sphère  est  un  plan  qui  aboutit  à  Téquateur  et  se  prolonge 
ensuite  par  la  surface  même  de  la  sphère.  L'équateur  est  une 
ligne  singulière  de  cette  surface  de  niveau. 
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101.  0phèT€   eonditetriee   non   isolée  dans    un  ehaatp   «ni- 

forme.  —  U  est  facile  de  passer  du  cas  que  nous  venons  de 
traiter  à  celui  d'une  sphère  située  dans  un  champ  uniforme  et 
communiquant  avec  le  sol.  Il  faut,  en  effet,  que  le  potentiel 
intérieur  qui  avait  une  valeur  constante  V^  devienne  nul,  et  il 
suffit  pour  cela  de  superposer  à  Tétat  précédent  une  couche 
uniforme  capable  de  donner  à  Tintérieur  un  potentiel  égal  et 
de  signe  contraire  à  V^.  Soit  —  M'  la  masse  de  cette  couche 
et  —9  sa  densité,  on  aura 

V,  =  -  =  -^— 4^aa, 
d'où 

47ca' 
La  densité  résultante  en  un  point  quelconque  sera 


a=ff  cosci)  —  ff  ="T-ç  C0S(i> — ' — , 
**  4w  4wa 

4xa  =  3©  cos  0) • 

a 

Pour  que  la  densité  soit  nulle  en  A,  au  pôle  de  la  sphère,  il 
faut  qu'on  ait 

Si  on  appelle  V^  et  Vj  les  potentiels  primitifs  en  A'  et  A, 
la  force  du  champ  a  pour  valeur 

et  le  potentiel  au  centre 


La  condition  précédente  revient  à 
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OU 

Pour  que  la  densité  soit  nulle  en  A,  il  faut  donc  que  les 
valeurs  primitives  du  potentiel  aux  deux  pôles  de  la  sphère 
soient  dans  le  rapport  de  i  à  2. 

Cette  densité  est  négative  et,  par  suite,  la  surface  de  la  sphère 
est  entièrement  négative  tant  que  l'on  a  \\  <  a V^. 

Dans  le  cas  contraire,  la  plus  grande  partie  de  la  surface 
est  encore  négative,  mais  il  existe  autour  du  point  A  une  zone 
plus  ou  moins  étendue  d'électricité  positive. 

108.   Sphère  diélectri^ae  dans  an  cbamp  vniforine.  —  La 

polarisation  uniforme,  ou  l'électrisation  par  des  couches  de 
glissement,  représente  également,  d'après  la  théorie  de  Pois- 
son, l'état  d'une  sphère  diélectrique  dans  un  champ  uni- 
forme. Seulement,  si  nous  appelons  9  l'intensité  du  champ, 
Fi  la  force  intérieure  constante  due  à  la  couche  fictive,  la 
force  résultante  en  chaque  point  de  l'intérieur,  au  lieu  d'être 
nulle,  aura  une  valeur  constante  égale  à  f +Fi. 

Nous  pouvons  vérifier  qu'en  effet  la  condition  relative  à 
l'équilibre  des  diélectriques  est  alors  satisfaite,  c'est-à-dire 
qu'il  y  a  un  rapport  constant  dans  toute  l'étendue  de  la  surface 
entre  les  composantes  normales  de  la  force  à  l'intérieur  et  à 
l'extérieur. 

Ce  rapport  (a,  étant  donné  par  la  nature  du  diélectrique, 
permettra  de  déterminer  la  force  F,  et,  par  suite,  la  distribu- 
tion de  la  couche  fictive. 

Pour  un  point  P  pris  sur  la  surface  dans  une  direction  0,  la 
composante  normale  extérieure  estç  cosa)+F„=(9  —  2F,)cos(i}, 
et  la  composante  normale  intérieure  ((p-HFi)cosa).  Le  rapport 
de  ces  deux  forces 

__(y  — aFj)  CQSfa) _y  — aFf 
^""  (9+ F,)  cosw  ""  f +Fi 

est  donc  constant,  et  on  en  déduit 


L—  I 
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On  Yoit  que  le  problème  est  complètement  déterminé  et  que 
Tétat  de  la  sphère  est  identique  à  celui  d'une  sphère  conduc- 
trice de  même  rayon  située  dans  un  champ  uniforme  dont 

rintensité  serait  ©^^ On  en  conclut  (159) 


__  3   [JL—  I 


ff„ 


4-[A- 


168.  -'  Le  flux  de  force  qui  sort  de  la  sphère  est  égal  au 
flux  qui  la  traverse  xa*(ç-t-F,)  augmenté  du  flux—Sra^Fj  qui 
correspond  à  chacune  des  couches  superficielles. 

On  a  donc 

=wa*©(  1  +  2^- )  =3T:a*«— !^. 

^\  ix  +  V  ^ix+a 

Le  cercle  de  flux  équivalent  sur  les  surfaces  de  niveau  primi- 
tives aurait  un  rayon  donné  par  la  relation 


u.-ha                 2 
^  IH 

il  est  toujours  plus  grand  que  celui  de  la  sphère  tant  que  \m, 
est  >  I .  La  force  intérieure  est 

3 


3 
elle  est  égale  à  -9  si  (a= a,  ce  qui  a  lieu  d'une  manière  ap- 
proximative pour  la  plupart  des  diélectriques,  et  devient  égale 

à  —  lorsque  u  est  très  grand. 
V- 
Au  voisinage  du  pôle  A,  à  l'extérieur,  la  force  est 
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elle  est  ég^ale  à  -  <p  pour  (a  =  a  et  devient  3^  quand  \k  est  très 

grand.  Cette  force  est  alors  triple  de  sa  valeur  primitive;  c*est 
ce  qui  a  lieu  avec  les  conducteurs. 

Dans  le  cas  actuel,  les  lignes  de  force  extérieures  ne  sont 
plus  normales  à  la  surface.  On  vérifierait  aisément  que  les 
composantes  tangentielles  sont  égales  et  que  le  rapport  des 
angles  0  et  o>  (fig.  4^)  de  la  normale  avec  les  lignes  de  force  à 
l'extérieur  et  à  Tintérieur  satisfait  à  la  loi  de  réfraction 


tange  = 


tangb) 


Fig.  43 


Pour  réquateur,  où  a>=-,  cette  équation  donne  aussi  0=-. 

Les  lignes  de  force  qui  touchent  la  sphère  sur  Téquateur  sont 
donc  tangentes  à  la  surface. 

164.  Co«ches  spliéri^ives  coneentri^ves  4aiis  «n  ebamp  wi- 

forme.  —  Il  est  facile  de  généraliser  le  problème  qui  précède 
et  de  rappliquer  à  une  série  de  couches  sphériques  concentri- 
ques. Soit,  en  effet,  un  système  de  sphères  concentriques 
Sf,  S,,  S,,...  (fig.  44)  de  rayons  a^^  a„  a,,...  et  de  pouvoirs 
inducteurs  (t^,  k^y  (a,* •••  placées  dans  un  champ  uniforme  d'in- 
tensité f . 

Considérons  la  sphère  intérieure  S^.  Si  le  milieu  de  pou- 


in 
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voir  inducteur  [i^  qui  l'entoure  était  indéfini  et  constituait  un 
champ  uniforme  d'intensité  Çj,  cette  sphère  se  recouvrirait 
d'une  couche  de  glissement  M<,  donnant  à  Fintérieur  une 
force  constante  F^  et  un  champ  uniforme  94=92 ^~ï^u  ®t»  pour 
un  point  P^  pris  à  la  surface  dans  la  direction  o),  on  aurait  la 
relation 

^^^^  cos (i)= 11.2(93  —  2F^)  cosu), 
ou 

(20)  l^<9i  =  [A2{?a--2F<)- 

Mais  le  champ  uniforme  d'intensité  9^  situé  à  l'extérieur  de 
la  sphère  S^  est  celui  qui  résulterait  pour  l'intérieur  de  la 


Fig.  /|4 

sphère  S^  d'un  champ  uniforme  extérieur  d'intensité  93  et  de 
la  force  intérieure  Fj  due  à  la  couche  fictive  Mj  distribuée  sur 
la  surface  suivant  la  même  loi,  ce  qui  donnerait 


Pour  un  point  Pj  de  cette  surface,  il  y  aura  à  considérer  non 
seulement  l'action  93  du  champ  extérieur  et  celle  de  la  cou- 
che M3,  mais  aussi  l'action  de  la  couche  M4  de  la  sphère  inté- 
rieure S^. 

La  loi  de  conservation  du  flux  d'induction  donnera  entre 
ces  quantités  une  relation  analogue  à  l'équation  (20)  et  que 
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nous  pouvons  écrire  immédiatement  de  la  manière  suivante, 
en  supprimant  le  facteur  commun  coso)  : 

^[».-"''.(^>^['.-=n-»F,(^)'], 

OU 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  la  surface  S^;  on  de- 
vra alors  tenir  compte,  pour  un  point  P3  de  sa  surface,  de  Tin- 
tcDsité  ç^  du  champ  extérieur  et  des  actions  des  trois  couches 
intérieures  M3,  M,  et  M^. 

On  aura  ainsi 

,[,-,P.(5)'-.F,(î;)>.=[.-,F.-,F.(?J-.F,(^'] 


OU 

La  loi  des  termes  est  évidente.  En  joignant  ces  équations  aux 
identités 

(28)  ?a  =  ?3  +  F2. 

?3  =  ?4  +  '^3» 


on  pourra  déterminer  les  valeurs  de  F^,  Fj,  F3...  Le  problème 
est  donc  complètement  résolu. 

165.  —  Supposons  qu'il  n'y  ait  que  deux  couches,  limitées 
par  les  surfaces  S^  et  S2,  dans  un  champ  extérieur  uniforme 
d'intensité  9  où  le  diélectrique  est  de  l'air.  Il  suffit  de  poser 

?3  =  ?i 
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Les  équations  (28)  donnent  alors 

?^  =  9  +  Fa  +  Fr 
Substituant  dans  (aS)  et  (26),  et  posant  P=(~)  7  U  >'îent 

équations  qui  détermineront  les  forces  F^  et  F,  en  fonction  des 
données  du  problème. 

166.  —  Supposons,  en  outre,  que  le  noyau  intérieur  soit 
aussi  de  l'air,  ce  qui  reviendra  à  déterminer  l'état  d'une  cou- 
che sphérique  ;  il  faudra  faire  aussi  ijL|  =  i .  Représentons  par  ^ 
le  pouvoir  inducteur  spécifique  du  milieu  antérieurement  dé- 
signé par  [L^j  les  équations  (29)  deviendront 

F,(i+2ix)  =  (iA-i)(94.F,), 

F,(i.H-2)  =(i,-i)(23F,-?). 
On  en  déduit 

F,[l-*-2|X-2(|A-l)P]  =  -3F,, 

F,[(,  4.  :,j,)(j,4.a)-2(ix- 1^  =  3(1.-1)?, 
et,  par  suite, 
F, -F 


3 


3(iJL-l)        (|X-l)[l4-2lA-2{lA-l)M        (H-2lJL)(lJL-t-2)-2(|JL-l)*3' 

La  force  intérieure  à  la  surface  S,  est 


Fr 


? 


2(u.— 1)*,  -.* 

91* 
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La  force  est  constante  à  l'intérieur  de  S^,  mais  elle  n'est  pas 
constante  entre  S^  et  S^,  ni  en  dehors  de  S^.  La  valeur  de  la 
force  à  l'intérieur  de  S^  en  une  fraction  de  l'intensité  du 
champ  qui  serait  égale  à  l'unité  pour  ix=  i ,  à  zéro  pour  [jl=oo  . 
Atcc  les  diélectriques  ordinaires  où  le  coefficient  \k  s'écarte 
peu  de  2,  cette  fraction  est  toujours  très  voisine  de  l'unité  ;  si 
la  couche  est  conductrice,  le  coefficient  {a  peut  être  considéré 
comme  infini  et  F^  devient  nul. 

Nous  verrons  plus  tard  l'intérêt  que  cette  question  présente 
au  point  de  vue  du  magnétisme. 

167.  —  Hypothèse  de  Poisson  sur  la  constltatlon  des  dlélrc- 

tri^acs.  —  L'hypothèse  de  Poisson,  reprise  par  Faraday  pour 
rélectricité,  consiste,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  (iio),  à 
supposer  le  corps  diélectrique  formé  de  petites  sphères  conduc- 
trices disséminées  dans  un  milieu  isolant. 

Les  résultats  qui  précèdent  nous  permettent  d'exposer  ici  la 
méthode  employée  par  Poisson  pour  calculer,  au  moins  d'une 
manière  approchée,  les  conséquences  de  son  hypothèse. 

Considérons  une  sphère  de  rayon  a^  et  de  pouvoir  inducteur 
spécifique  (jl^  située  dans  un  champ  d'intensité  ^^  et  de  pou- 
voir inducteur  jiL,  ;  la  force  intérieure  de  la  couche  électrique 
est,  d'après  les  équations  (aS)  et  (28), 


F,=?, 


et  le  potentiel  extérieur  de  cette  couche  sur  un  point  situé  à 
une  distance  r  est  égal  à 


COSCi). 


V=— F  ^ 


Supposons  qu'une  sphère  de  rayon  a  renferme  un  grand 
nombre  de  petites  sphères  de  rayon  a^  et  admettons  avec  Pois- 
son que  Télectrisation  de  chacune  d'elles  n'est  pas  influencée 
par  l'électrisation  des  sphères  voisines  et  ne  dépend  que  de 
l'intensité  du  champ.  Si  n  est  le  nombre  des  petites  sphères 
contenues  dans  la  grande,  le  potentiel  à  une  distance  très 
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grande  par  rapport  à  a  aura  pour  valeur 


r,8 


VV  17  ^^i  IJ^j^l^i         ,COS(i) 

=nVe=— F.— =-cosa)=— ©2-Î-2 — î::L,ia;— --, 


'? .». 


ou,  en  posant  /i=— p,  c'est-à-dire  en  appelant  A  le  rapport  de 

l'espace  occupé  par  les  petites  sphères  au  volume  de  la  sphère 
totale, 

Si  la  sphère  était  homogène  et  de  pouvoir  inducteur  i^,,  le 
potentiel  V  à  la  même  distance  serait 


V'=:-«,J^— iia» 


COS(i> 


L'effet  des  deux  systèmes  est  identique  si  Ton  a 

11.4- 2|Xj        1x4  +  211,' 
ce  qui  donne 

cette  valeur  de  [a  représente  le  pouvoir  inducteur  apparent  de 
la  sphère  constituée  comme  nous  l'avons  supposé. 

Si  on  admet  que  les  petites  sphères  sont  conductrices,  il  faut 
faire  [jl,  =  oo  ;  il  reste  alors 

1+2/1 

Si,  enfin,  le  milieu  extérieur  est  Fair,  |x^  =  i  et  il  vient 

14- 2/1                ,      a— I 
u.= î-,     ou    h=:^ 
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Pour  les  diélectriques  ordinaires  dont  le  pouvoir  inducteur 
spécifique  est  voisin  de  2,  on  aurait 

-     2—  I      I 

/i= =-r. 

2H-2        4 

Ce  résultat  peut  donner  une  idée  du  degré  d'exactitude  que 
comporte  le  raisonnement  de  Poisson. 

Dans  une  sphère  conductrice,  la  force  intérieure  due  aux 
couches  induites  est  égale  à  Faction  du  champ  extérieur. 
L'action  extérieure  d'une  sphère  polarisée  est  très  petite  par 
rapport  à  l'action  intérieure,  puisque  le  rapport  des  forces 

(i58)  est  au  plus  égal  à  ^^l-)    et  tend  vers  zéro  quand  les 

sphères  sont  infiniment  petites.  Mais,  si  le  volume  occupé  par 
les  sphères  conductrices  est  le  quart  du  volume  total,  l'action 
que  chacune  d'elles  exerce  sur  les  voisines  n'est  plus  négli- 
geable par  rapport  à  la  force  intérieure  et  le  champ  se  trouve 
ainsi  modifié.  Le  rapport  maximum  de  la  somme  des  volumes 

de  sphères  qui  se  touchent  à  l'espace  total  est  égal  à  — y^  ou 

sensiblement  -7a.  Si  ce  rapport  est  réduit  à  i,  la  distance  des 

V»  4 

centres  de  deux  sphères  voisines  est  environ  égale  au  diamètre 

multiplié  par  v/"^-  L'action  exercée  par  la  couche  électrique 

V  V^ 
de  Tune  des  sphères  au  centre  de  la  plus  voisine  pourrait  donc 
atteindre  une  fraction  de  la  force  intérieure  égale  à 


II 


11  est  vrai  que  si  l'action  réciproque  des  sphères  tend  à  aug- 
menter l'électrisation  parallèlement  à  la  force  du  champ,  elle 
tend  à  la  diminuer  dans  une  direction  normale,  de  sorte  qu'on 
peut  rester  très  près  de  la  vérité  en  admettant,  avec  Poisson, 
que  cette  influence  réciproque  est  négligeable. 

Électr,  et  Magn,  I  —   12 
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168.    —  Deux  masses   Inégales  et   de  signes  contraires.   — 

Soient  +m  et  —  m'  deux  masses  de  signes  contraires,  situées 
en  A  et  A'  (fig.  45)  à  la  distance  de  2a,  m  étant  plus  grand 
que  m'  en  \aleur  absolue  ;  posons 


m 


m 


1=A». 


L'équation  d'une  surface  de  niveau  est 


L  une  de  ces  surfaces  correspond  au  potentiel  zéro  et  a  pour 
équation 


ou 


m     m 


/•'      m' 


C'est  une  sphère  comprenant  le  point  A';  les  deux  points  A 
et  A'  sont  conjugués  par  rapport  à  cette  sphère. 

Pour  déterminer  le  rayon  R  et  le  centre  0  de  la  sphère,  on 
se  servira  des  relations 

,,     BA_BA_  R  _0A 
^  ~BV~BT""OA  "~  R  • 
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On  en  déduit  aisément,  en  remarquant  que  OA  — 0A'  =  3a, 


R  =  2a 


0A= 


2a 


0A'  =  2«^. 


(3o) 


Les  potentiels  sont  négatifs  à  l'intérieur  de  cette  sphère  et 
positifs  à  l'extérieur. 

Toutes  les  surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces  fermées  à  une 
nappe  ou  à  deux  nappes  isolées,  sauf  une  seule  qui  a  deux  nap- 
pes contîguës  Se  et  Si  et  qui  passe  par  le  point  I  (fig.  46)  où  la 
force  est  nulle.  La  position  de  ce  point  est  donnée  par  l'équation 


m        m 

ïr^îA 


78» 


ou 
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on  a  donc 


et,  par  suite, 


1A  =  2« 


IA'=aa 


I 


k- 


La  valeur  du  pofeatiel  en  I,  et  sur  toute  la  surface  à  deux 
nappes,  est 

2a\    k    /       na^  ^ 

Il  y  a  évidemment  sur  Taxe  deux  autres  points  C  et  C  pour 
lesquels  le  potentiel  a  la  même  valeur  et  qui  appartiennent  à 
cette  surface.  En  effet,  le  potentiel  croît  de  zéro  àTinlSni  de  B 
en  A,  et  décroît  de  Tinfini  à  zéro,  depuis  le  point  A  jusqu'à 
rinfini.  Les  distances  x  et  x  des  points  C  et  C  au  point  A  sont 
données  par  les  équations 


Toutes  les  surfaces  dont  le  potentiel  est  plus  grand  que  V, 
entourent  seulement  le  point  A;  toutes  celles  dont  le  potentiel 
est  positif  et  plus  petit  que  V,.  se  composent  de  deux  nappes 
isolées  et  fermées  toutes  deux  :  Tune  extérieure  au  grand  lobe 
de  la  surface  S,,  entoure  les  deux  points  A  et  A';  l'autre  inté- 
rieure au  petit  lobe  S-  entoure  seulement  le  point  A'. 

169.  —  L'équation  générale  des  lignes  de  force 

m  C0S(i)4-m'  cos(i)'=m'4-m  cos6 

devient  ici 

m  cosw  — m'  coS(i)'==— m'-i-m  cos6, 
ou 

(3l)  C06a)'  — A^  C0S<i)=i  —A-*  cos6. 
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L'asymptote,  qui  correspond  à  a)  =  a)',  est  déterminée  par 
Téquation 

(i— A^)  cosa=i  — A^  cose; 

elle  passe  par  le  centre  de   gravité  0  des  deux  masses.  Ce 
point  est  donné  par  la  relation 

Pour    que  l'asymptote   soit  réelle,   il   faut  que  l'on    ait 
cosa>  —  I,  ou 

I  —  A^  cos6 

La  condition 

I— A:*cosO 


~A^. 


-l-i==o 


donne  la  valeur  de  6  qui  correspond  à  la  ligne  de  force  limite. 
L'équation  de  cette  ligne  de  force  est  donc 

coso)'  — A^  co$(ù=fs?'-'  I  ; 

elle  limite  évidemment  le  flux  4w(m— m')  émanant  du  point  A 
et  correspond  à  la  valeur  de  0  donnée  par  Téquation 


ou 


IN        2(m  —  m) 

I— cosô= =-^ ^=2 

azm  m 


C0S6=:-p— I. 


(-.)■ 


Cette  ligne  de  force  2  passe  en  outre  au  point  d'équilibre  I, 
comme  on  le  vérifiera  facilement. 

Pour  déterminer  la  direction  de  la  tangente,  reprenons  l'é- 
quation (il)  déjà  employée  (n**  i^a) 

.     .  rdtù rd(ù 

^*'^  8Ïni"~sîn&^' 
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L'équation  (3i)  donne 

sina)'rf<i)'=A?  sincodfo)^ 

ou,  en  remplaçant  les  sinus  par  les  côtés  opposés  qui  leur  sont 
proportionnels  dans  le  triangle  APA'(Gg.  34), 

on  en  déduit 
^    '  sinp        sin3 

1  vo.  —  Quand  la  tangente  est  horizontale,  on  a 


ou 


P^- 

«i)  =  i:. 

p'  =  a>', 

sin3 

=sinw. 

sinp' 

=sinù)' 

L'équation  (i  i)  devient  alors 


sinci)        sinci)'^ 


ou,  en  remplaçant  les  sinus  par  les  côtés  opposés, 


r  r 


équation  qu'on  peut  écrire 

Le  lieu  des  points  où  la  tangente  est  horizontale  est  donc 
une  sphère  S' comprenant  le  point  A'.  Le  centre  et  le  rayon  de 
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celle  sphère  se  calculeront  par  les  formules  (3o)  dans  lesquel- 
les on  remplacera  k  par  A».     , 
171.  —  Lorsque  la  tangente  est  verticale,  on  a 


O'  '  "^ 

P  —Cl)  =-, 
2 

OU 

sinp=:coso). 
sinp'=:cosa)'. 


Dans  ce  cas  l'équation  (32)  devient 


COSù)  COSO) 

elle  représente  une  courbe  formée  de  deux  branches,  Tune  par- 
tant du  point  A,  Tautre  du  point  A'  (fig.  46). 

La  branche  T  partant  de  A  est  d'abord  verticale  en  ce  point. 
Pour  une  grande  distance,  les  angles  (o  et  w'  tendent  vers  Téga- 
lité  et  Ton  a 

cosw coso)' cosw  — cosw' siuco.S.r  2asin^(i) 

d'où 

COSO)  2a 

Le  second  membre  croit  jusqu'à  l'infini  avec  r.  DoncFangle  a» 

tend  vers -et  la  courbe  a  une  asymptote  verticale  qui  passe 

évidemment  par  le  point  0. 

La  seconde  branche  est  une  courbe  fermée  T'  :  elle  passe 
par  le  point  A'  et  par  le  point  L 

172.  Electrisatioii  d*iine  sphère  sous  l'influence  d'an  point. 

—  D'après  les  théorèmes  établis  précédemment  (ei),  nous  sa- 
vons qu'on  peut  remplacer  la  masse  —  m  par  un  couche  égale 
en  équilibre  sur  l'une  quelconque  des  surfaces  de  niveau  qui 
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entourent  le  point  A',  y  compris  la  nappe  S'  de  la  surface  à 
deux  nappes.  De  même,  on  pourra  remplacer  la  masse  m  par 
une  couche  égale  sur  Tune  des  surfaces  de  niveau  qui  entou- 
rent A,  y  compris  la  surface  S/.  Enfin,  toujours  pour  les  points 
extérieurs,  on  pourra  remplacer  les  deux  masses  m  et  —  m' 
par  une  masse  m --m'  sur  une  des  surfaces  qui  entourent  les 
deux  points,  y  compris  encore  la  nappe  S,. 

Si  en  particulier,  nous  considérons  la  sphère  S  de  potentiel 
zéro,  qui  entoure  le  point  A',  nous  pouvons  remplacer  —  m' 
par  une  masse  égale  en  équilibre  sur  la  sphère.  Rien  ne  sera 
changé  pour  les  points  extérieurs  ;  mais  pour  les  points  inté- 
rieurs le  potentiel  sera  constant  et  égal  à  la  valeur  qu'il  a 


sur  cette  surface,  c'est-à-dire  nul.  Pour  les  points  intérieurs 
à  la  surface  S,  on  peut  encore  remplacer  la  masse  m  par  une 
masse  +  m'  en  équilibre  sur  cette  surface  et  alors  le  potentiel 
sera  nul  partout  à  Tcxtérieur. 

Le  premier  cas  correspond  à  Félectrisation  d'une  sphère 
non  isolée  soumise  à  Tinfluence  d'une  masse  extérieure  ;  le 
second  donne  l'influence  d'une  masse  électrique  sur  une  sur- 
face sphérique  non  isolée  qui  l'entoure. 

La  densité  a  de  la  couche  en  chaque  point  doit  satisfaire  à 
la  relation 

Au  point  P,  sur  la  surface  (fig.  47),  la  force  est  dirigée  sui- 
vant PO  ;  c'est  la  résultante  des  forces/et/',  l'une  émanant  de 
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A  et  l'autre  dirigée  vers  A'.  Le  triangle  formé  par  les  trois 
forces  F,  /et/'  est  semblable  au  triangle  APA';  on  a  donc 


Ar~r~r' 


et,  par  suite, 


«  /  m  j^m     aa  m 

lien  résulte 

2flA*  m  aa    m' 


(y=- 


4ic  '  z-^""     4^*"*  r'«' 


Ainsi,  sur  la  surface  S,  la  force  et  la  densité  en  un  point 
sont  en  raison  inverse  du  cube  de  sa  distance,  soit  au  point 
A,  soit  au  point  A'. 

Cette  densité  est  positive  si  Ton  remplace  la  masse  m  par 
une  couche  répandue  sur  la  surface  sphérique  S  ;  ce  cas  est 
celui  de  l'influence  d'une  masse  —  m'  placée  dans  l'intérieur 
d'une  surface  sphérique  non  isolée. 

La  densité  est  négative  si  l'on  substitue  au  contraire  l'ac- 
tion de  cette  couche  à  celle  de  la  masse—  m',  ce  qui  correspond 
au  problème  d'une  sphère  S  non  isolée  soumise  à  l'influence 
de  la  masse  m  en  A. 

Dans  ces  deux  cas,  la  sphère  est  donnée  ainsi  que  la  posi- 
tion et  la  grandeur  de  Tune  des  masses. 

Si  l'on  connaît  la  masse  m,  le  rayon  de  la  sphère  R  et  la 
distance  AO=rf,  on  en  déduit  immédiatement 

et,  par  suite, 

rf^-R^m 

ff— .-«. 

4irr      /•* 

ira.  —  Si,  après  avoir  isolé  la  sphère,  on  superpose  à  la 
couche  —  m  une  couche  quelconque  M  uniforme,  il  y  a  encore 
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équilibre,  et  le  potentiel  de  la  sphère,  qui  était  nul,  devient 

Si  Ton  fait  M  =  m',  la  charge  totale  de  la  sphère  est  nulle 
et  son  potentiel  est 

V  -HL 

C'est  le  cas  d'une  sphère  isolée,  primitivement  neutre,  élec- 
trisée  sous  Tinfluence  d'un  point  extérieur.  Gomme  la  masse 
est  nulle,  le  potentiel  au  centre  ne  dépend  que  de  la  masse 
extérieure.  On  doit  donc  avoir 


-,  m ?n 


La  densité  de  cette  couche  nouvelle  étant 


m 

cr 


la  densité  résultante  est 


4î:Rrf 


-R^  m_  m  fi      <P-RM 


La  densité  sera  nulle  pour  tous  les  points  du  petit  cercle 
perpendiculaire  à  l'axe  défini  par  Téquation 

Le  plan  de  ce  petit  cercle  coupe  Taxe  OA  à  gauche  du  point 
A'  puisque  l'on  a  r<  y/d-—K\  C'est  la  ligne  neutre  qui  sépare 
la  zone  positive  de  la  zone  négative.  C'est  une  ligne  d'équi- 
libre, la  force  et  la  densité  y  sont  nulles.  Elle  est  l'intersec- 
tion,  par  la  sphère,  de  la  surface  de  niveau  de  potentiel 
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V^=-7;  on  sait  d'ailleurs  (as)  que  les  deux  surfaces  se  coupent 

à  angle  droit. 

La  densité  serait  nulle  sur  le  petit  cercle  de  contact  du  cône 
tangent  à  la  sphère  et  ayant  son  sommet  au  point  A,  cercle 
dont  le  plan  passe  par  le  point  A',  si  Ton  avait 

M        cP— R^         m  m 


4^R^-  4xR  •(rf^-R7;'^4^Rv/^^np' 

et,  par  suite, 

M_      R 

174L.  Inairc*  P^^  rapport  à  vue  sphère.  — Pour  tous  les  points 

extérieurs,  l'action  de  la  sphère  S  non  isolée  et  électrisée  sous 
rinfluence  de  la  masse  m  peut  être  remplacée  par  celle  d'une 

masse  —  m'=— 77,  placée  en  A'.  De  même,  la  surface  S'  non 

isolée  et  soumise  à  l'influence  de  —m'  équivaut,  pour  tous  les 
points  intérieurs,  à  la  masse  m  =  km'  placée  en  A. 

Cette  propriété  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  déjà 
constatée  pour  le  plan  (i^s).  La  masse  —m'  en  A'  est  l'image 
de  la  masse  extérieure  m  par  rapport  à  la  surface  de  la  sphère, 
et  l'image  de  la  masse  —  m'  par  rapport  à  cette  même  surface 
est  une  masse  plus  grande  m  =  km'  située  en  A. 

175.  Image  d'un  vystème  «veleoniiae.  —   Le   principe   des 

images  par  rapport  à  une  sphère  peut  être  étendu  à  un  sys- 
tème quelconque,  par  exemple  à  une  couche  électrisée.  En 
effet,  chaque  élément  du  système  développe  par  induction  sur 
la  sphère  une  couche  dont  l'action  sur  les  points  extérieurs  est 
identique  à  celle  de  l'image  correspondante.  Chacune  de  ces 
couches  étant  en  équilibre,  leur  superposition  sera  un  état 
d'équilibre,  et  l'action  résultante  sera  égale  à  Faction  résul- 
tante de  toutes  les  images.  L'ensemble  de  ces  images  formera 
un  système  qui  sera  l'image  par  rapport  à  la  sphère  du  sys- 
tème donné.  Si  le  système  donné  est  une  surface  S,  l'image 
sera  une  surface  S'  conjuguée  à  la  première. 
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176.  Action  réciproque  de  deux  ephèree.  —  Le  principe  deS 

images  combiné  à  la  méthode  de  Murphy  (se)  permet  de 
résoudre  d'une  manière  complète  le  problème  très  important 
de  Faction  réciproque  de  deux  sphères.  Soient  S.  et  S.  les  deux 
sphères  (fig.  48),  R  et  R'  leurs  rayons.  La  méthode  consiste, 
comme  on  sait,  à  déterminer  une  série  de  couches  successiTes 
de  la  manière  suivante.  On  met  sur  le  conducteur  S^  une  cou- 
che capable  de  donner  un  potentiel  i  ;  c'est  ici  une  couche 
uniforme  de  masse  R.  Cette  couche  agit  à  l'extérieur  comme 
si  elle  était  concentrée  en  A.  On  la  fixe  et  on  détermine  la 
couche  induite  sur  la  surface  S^  de  la  seconde  sphère  non 
isolée,  ce  qui  revient  à  déterminer  l'image  A'  par  rapport  à 


Fig.  ffi 

Sft  d'une  masse  +  R  en  A.  On  fixe  ensuite  Ja  couche  équiva- 
lente à  A'  et  on  détermine  son  influence  sur  la  sphère  S« 
non  isolée,  c'est-à-dire  la  nouvelle  image  A^  de  A',  et  ainsi  de 
suite.  On  répétera  la  même  opération  en  commençant  par  la 
sphère  S»  et  on  multipliera  par  des  coefficients  convenables 
toutes  les  masses  ainsi  déterminées.  Chacune  des  masses  et  des 
densités  pouvant  être  calculée  exactement,  le  problème  de  dis- 
tribution est  résolu  d'une  manière  complète. 

Quant  à  la  force  qui  s'exerce  entre  les  deux  sphères,  c'est 
la  résultante  des  actions  exercées  par  chacune  des  masses 
comprises  dans  l'une  des  sphères  sur  toutes  les  masses  renfer- 
mées dans  la  seconde. 

Le  calcul  ne  présente  pas  de  difficultés  théoriques,  mais  il 
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est  en  réalité  très  pénible.  Sir  W.  Thomson  Ta  effectué  dans 
le  cas  de  deux  sphères  de  même  rayon  lorsque  la  distance 
des  centres  varie  de  aR  et  4R7  c'est-à-dire  quand  la  distance 
des  surfaces  est  comprise  entre  o  et  le  diamètre  d'une  des 
sphères. 

Dans  le  cas  actuel,  en  appelant  R  le  rayon  commun  des 
sphères  A  et  B,  U  et  V  les  potentiels,  cR  la  distance  des  cen- 
tres, M  et  N  les  charges  respectives,  on  a,  en  désignant  par  I, 
J,  a  et  b  des  coefficients  qui  dépendent  de  c, 

.  M=R(1U~JV), 
N=R(IV~JU), 
F  =  2iUV-a(U^+V>), 

expressions  analogues  à  celles  que  donne  la  méthode  de  Mur- 
phy  (sî)  pour  des  corps  quelconques. 

Si  Ton  veut  exprimer  la  force  et  le  potentiel  en  fonction 
des  masses,  on  obtient 

R2F=2l3MN-a(»P+N^), 

,      &(P4-P)-2alJ 

Si  les  charges  M  et  N  sont  égales,  il  vient 

M=RV(1-J), 

F=2(i-a)v^ 

RV— ^. 

R2F  =  2(3-a)»P. 
17».  —  Comme  ces  formules  n'ont  été  calculées  que  jus- 
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qu'à  c=z^/il  est  utile  de  voir  comment  on  peut  les  remplacer 
pour  des  distances  plus  grandes. 

Supposons  que  l'action  des  deux  sphères  soit  la  même  que 
si  les  masses  étaient  respectivement  concentrées  aux  centres, 
et  que  le  potentiel  de  chacune  d'elles  soit  égal  à  celui  que  l'on 
obtiendrait  pour  le  centre  en  remplaçant  la  sphère  voisine  par 
une  masse  égale  située  au  centre.  On  aura  ainsi 

MN 

et,  pour  des  charges  égales, 

RV=M(.+i)=MÎ±i, 

R.F=»'. 

c- 


Si  l'on  fait  c=:4,  les  formules  de  sir  W.  Thomson  donnent 

1-Jrr:0,80258, 

2(p-a)=o,o5846, 
2(i  —  rt)  =  0,08766. 

Les  valeurs  correspondantes  dans  la  formule  approchée  sont 

^'  4  Q 

-^■^=:o,8o, 


c+i     5 


-«=-77=0,0625, 
j=— =0,04. 


(c-hi)^      25' 
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Ainsi,  lorsque  la  distance  des  surfaces  est  égale  au  diamètre 
de  Tune  des  sphères  et  les  charges  égales,  les  formules  appro- 
chées donnent  les  potentiels  en  fonction  des  masses,  la  valeur 
de  la  force  en  fonction  des  masses,  et  la  force  en  fonction  des 
potentiels  avec  un  degré  d'approximation  qui  est,  pour  ces 

différentes  quantités  respectivement,  -q — ,  -77  et  — .  Gomme 

les  erreurs  relatives  atteignent  déjà  —  lorsque  c=3,8,  on  voit 

qu^ elles  diminueraient  très  rapidement  pour  des  distances  plus 
grandes. 

On  peut  donc  considérer  en  particulier,  comme  parfaite- 
ment rigoureuse,  la  méthode  employée  par  Coulomb  pour  dé- 
terminer Faction  de'  deux  masses  électrisées,  et  la  balance  de 
Coulomb  pourra  donner  des  résultats  très  exacts  dans  la  me- 
sure des  potentiels,  avec  les  formules  approchées,  si  Ton  a 
soin  seulement  que  la  distance  des  surfaces  des  sphères  dépasse 
sensiblement  le  diamètre  de  Tune  d'elles.  On  devra  toutefois, 
pour  l'évaluation  des  potentiels  au  moyen  de  la  balance,  pren- 
dre des  précautions  particulières  afin  d'éliminer  ou  de  calcu- 
ler l'influence  des  parois  de  la  cage. 

178.  HoaTementa  de*  petits  corps  dans  vn  champ  électrliiae. 

—  Nous  avons  vu  (le^)  qu'une  sphère  de  rayon  a,  placée  dans 
un  champ  uniforme  où  la  force  est  9,  s'électrise  de  telle  ma- 
nière que  l'action  intérieure  de  la  couche  formée  est 

Ce  coefficient  h  est  égal  à  -r  pour  les  diélectriques  ordinaires 

dont  le  pouvoir  inducteur  spécifique  est  2,  et  il  devient  égal  à 
l'unité  pour  les  conducteurs. 
On  en  déduit  (159) 

Vi        „ 

°         4r  ^ 
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Ce  coefficient  K  est  égal  à  —  pour  les  conducteurs  et  prend 

une  valeur  moindre  pour  les  diélectriques,  puisque  le  fac- 
teur h  est  toujours  plus  petit  que  Tunité. 

Considérons  maintenant  une  sphère  assez  petite  pour  que, 
placée  en  un  point  quelconque  d'un  champ  Tariable,  elle 
s'électrise  comme  elle  le  ferait  dans  un  champ  uniforme  où  la 
force  serait  la  même  ;  le  moment  électrique  de  cette  sphère 
sera 

et  Taxe  d'électrisation,  étant  parallèle  à  la  force  <p,  sera  nor- 
mal aux  surfaces  de  niveau  qui  la  comprennent. 

Supposons  que  Ton  fixe  sur  la  surface  les  deux  couches  élec- 
triques, lesquelles  équivalent  au  système  de  deux  sphères 
pleines  ou  encore  de  deux  masses  égales  et  contraires  ±/w, 
écartées  d'une  distance  infiniment  petite  S,  de  telle  sorte  qu'on 
ait  C3r=m3.  L'énergie  de  cette  sphère  dans  le  champ  est  alors, 
en  appelant  V^  et  Vj  les  potentiels  aux  points  occupés  par  les 
masses  —  m  et  -h  m, 


W 


^  rmV  =  -/7i(V,-V,)  =  -m5^^^-^=-CT9. 


En  un  point  P'  où  la  force  est  égale  à  9  +  rfç,  Ténergie  de  la 
sphère  serait 

Le  travail  nécessaire  pour  amener  la  sphère  du  point  P  au 
point  P'  est  donc 

W'-W=-arf9. 

En  réalité,  si  les  couches  ne  sont  pas  fixées,  l'électrisatico 
change  avec  le  déplacement  de  la  sphère  et  le  travail  consi- 
déré est  compris  entre —orf©  et  —(^4-^17)^9;  ce  travail  ne 
diffère  donc  que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre  de  la 
valeur  trouvée. 
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L'énergie  rfW,  dépensée  pour  opérer  le  déplacement,  est 
donc 

(33)  rfW=-^rf(?*). 


Ainsi,  lorsc[u'une  sphère  infiniment  petite  passe,  dans  le 
champ,  d'un  point  où  la  force  est  ©^  à  un  autre  point  où  la  force 
est  <p,  l'accroissement  d'énergie  est 


Si  la  sphère  vient  de  l'infini,  on  aura 

La  sphère  abandonnée  à  elle-même  tend  naturellement  à  dé- 
penser de  l'énergie  et,  par  conséquent,  d'après  l'équation  (33), 
à  marcher  dans  la  direction  vers  laquelle  la  valeur  de  9^  aug- 
mente le  plus  rapidement.  Elle  tend  donc  à  se  porter  aux 
points  où  la  force  est  maximum  en  valeur  absolue. 

179.  —  Soit  n  la  direction  suivant  laquelle  9^  varie  le  plus 
rapidement  ;  la  force  qui  agit  sur  la  sphère  a  pour  expression 

et  ses  composantes  parallèles  aux  coordonnées  sont 

a  *  3z* 
ÊUetr.  »t  Magn.  1—13 
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180.  —  Dans  un  champ  électrique  variable^  la  force  ne  peut 
être  un  maximum  en  aucun  point  situé  en  dehors  des  masses 
agissantes. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  directe  de  la  démonstra- 
tion qui  précède. 

Nous  avons  vu  en  effet,  d'après  le  théorème  d*Earnshaw  (es), 
qu'un  corps  électrisé  ne  peut  être  en  équilibre  stable  dans  un 
champ  variable.  Gomme  une  sphère  infiniment  petite  ne 
peut  être  en  équilibre  stable  qu'aux  points  où  la  valeur  de  f^ 
est  un  maximum  absolu,  c'est-à-dire  où  la  valeur  de  ç  est 
maximum  en  valeur  absolue,  il  en  résulte  que  cette  circon- 
stance ne  peut  se  présenter  pour  aucun  point  situé  en  dehors 
des  masses  agissantes. 

181. —  Le  même  raisonnement  s'applique  au  mouvement 
d'un  corps  très  petit  de  forme  quelconque^  si  l'on  néglige  les 
effets  de  rotation,  c'est-à-dire  si  l'on  admet  que  le  corps  con- 
serve toujoui's  la  même  direction  par  rapport  aux  lignes  de 
force.  Ce  corps,  en  effet,  s'électrise  proportionnellement  à  la 
force  du  champ  au  point  où  il  est  placé  et  la  variation  d'énergie 
est  proportionnelle  à  la  variation  du  carré  de  la  force. 

Indépendamment  de  ce  mouvement  de  transport,  un  corps 
non  sphérique  tournera  sur  lui-même  en  chaque  point  de 
manière  que,  pour  un  équilibre  stable  autour  de  son  centre 
de  gravité,  l'énergie  électrique  soit  minimum  et  l'électrisation 
maximum. 

Tel  est,  d'après  sir  W.  Thomson,  le  sens  véritable  des  attrac- 
tions produites  sur  les  corps  légers  de  petites  dimensions  dans 
un  champ  électrique,  au  moins  tant  qu'ils  n'ont  pas  été  élec- 
trisés directement  par  contact.  Ces  corps,  conducteurs  ou  non, 
se  déplacent  vers  les  points  où  la  force  est  maximum  en  valeur 
absolue  et,  s'ils  sont  abandonnés  à  eux-mêmes,  ils  finiront  par 
aboutir  aux  surfaces  éleclrisées.  S'ils  étaient  mobiles  dans  un 
milieu  où  une  résistance  étrangère  maintiendrait  la  vitesse 
1res  petite,  ils  marcheraient  vers  les  corps  élcctrisés  en  suivant, 
non  pas  une  ligne  de  force,  mais  une  ligne  de  variation  maxi- 
mum de  la  force  ;  dans  certains  cas,  où  le  corps  est  soumis  à 
des  liaisons,  ce  mouvement  peut  même  se  faire  perpendicu- 
lairement à  la  force. 
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Le  corps  est  en  équilibre  aux  points  pour  lesquels  on  a 
cf©'=o       ou       9^9  =  0. 

Colle  condition  peut  être  réalisée  de  deux  manières 
9=0      ou      ^9=0. 

Il  y  a  donc  équilibre  quand  la  force  est  nulle,  maximum  ou 
minimum,  ou  stationnaire.  Il  y  a  équilibre  en  particulier  dans 
un  champ  uniforme,  ce  qui  était  évident  à  priori.  L'équilibre 
est  alors  indifférent;  il  est  stable  aux  maxima  de  force,  instable 
aux  minima  et  aux  points  où  la  force  est  nulle. 

182.    Direction  d'ane  aiguille  diélectrique   dans  un  champ 

ynriaUe.  —  Imaginons  que  sur  une  sphère  chargée,  comm^ 
nous  l'avons  toujours  supposé,  par  des  couches  de  glissement, 
on  fasse  agir  une  force  F  constante  de  grandeur  et  de  direc- 
tion faisant  avec  Taxe  d'électrisation  l'angle  6;  le  moment  du 
couple  produit  par  cette  force  sera 

Fm,8  cosS=Fct  cos6. 

Le  moment  électrique  «j  est  donc  le  moment  du  couple  que 
subirait  cette  sphère  dans  un  champ  égal  à  l'unité  dont  la  force 
serait  perpendiculaire  à  l'axe  d'électrisation. 

Si  Ton  adopte  l'idée  de  Poisson  et  de  Faraday  sur  la  consti- 
tution des  diélectriques  et  qu'on  les  considère  comme  formés 
de  sphères  conductrices  disséminées  dans  un  milieu  isolant; 
si  on  admet,  en  outre,  que  Télectrisation  de  chacune  d'elles 
n'est  pas  modifiée  par  les  voisines,  le  moment  électrique  d'un 
corps  de  forme  quelconque  dans  un  champ  uniforme  est,  en 
appelant  U  le  volume  du  diélectrique,  n  le  nombre  des  sphères 
qu'il  renferme  et  u  le  volume  de  chacune  d'elles, 

tj  =  7IU7-9  =  -TrU  — 9  =  il  7-9  =  1)119. 
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L*expression  de  ce  moment  est  donc  la  même  que  pour  une 
sphère  homogène. 

Avec  cette  hypothèse,  un  corps  de  forme  quelconque  dans 
un  champ  uniforme  serait  aussi  en  équilibre  par  rapport  à 
son  centre  de  grarité,  quelle  que  fût  sa  direction.  En  effet, 
tous  les  éléments  de  volume  s'électrisent  parallèlement  à  la 
force  du  champ  et  le  couple  de  rotation,  étant  nul  sur  chacun 
d'eux,  est  nul  sur  Tensemble. 

Dans  un  champ  variable,  au  contraire,  un  corps  très  petit 
fixé  par  son  centre  de  gravité  tend  à  prendre  une  certaine  di- 
rection. Chaque  élément  de  volume  du  n'étant  soumis  qu'à  la 
force  du  champ  tend  à  se  porter  vers  les  points  où  la  force  aug- 
mente et  les  composantes  de  la  force  qu'il  subit  sont 

L  — r— . 

183.  —  Considérons  une  courte  aiguille  infiniment  mince 
et  soit  9^j  la  force  du  champ  au  centre  de  gravité  0  de  l'ai- 
guille. Prenons  la  direction  de  la  force  pour  axe  des  x\  sup- 
posons que  l'aiguille  puisse  tourner  autour  de  l'axe  des  2,  et 
qu'elle  fasse  l'angle  6  avec  9^,. 

Pour  rélément  de  volume  du  à  une  distance  a  du  centre 
et  dont  les  coordonnées  sont  x  et  jj  la  composante  9  de  la 
force  parallèle  au  plan  aura  une  expression  de  la  forme 

Les  composantes  X  et  Y  de  la  force  seront 

2 
2 
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La  composante  tangentielle  au  cercle  que  décrit  l'élément  de 
Yolume  du  est 

T=Xsine— Ycose= (Asinô— BcosO). 


La  position  d'équilibre  correspond  à  la  condition 
Asinô— Bcos6=o,      ou      tange=j, 


c'est-à-dire  à  la  direction  suivant  laquelle  la  variation  de  la 
force  est  maximum. 

Lorsque  cet  élément  est  dévié  d'un  angle  rf6  de  sa  position 
d'équilibre,  la  composante  tangentielle  est 

rfT=— (Acose-^Bsin6)rfe, 

l'angle  0  étant  déterminé  par  la  condition  d'équilibre,  d'où 

l'on  déduit  

Acose-*-B  sine=:VA^-4-B^ 
On  a  donc 


Kdu 


rfT=îi^VA^-hB^rfO. 


a 


Pour  l'aiguille  entière,  le  moment  de  la  résultante  par  rap- 
port à  l'axe  sera 

fadT=^  fadu  v^ÂM^rfe. 

En  appelant  p  la  densité  de  la  substance  considérée,  la  du- 
rée t  des  oscillations  infiniment  petites  est  donnée  par  l'é- 
quation 

f  ja^du 


Mi  ÉLECTRICITÉ  STATIQUE. 

Si  l'aiguille  est  rectiligne  et  de  longueur  2/.  on  a 


fa'du 

r 


idu 
ce  qui  donne  finalement 


t^=4x^ 


Ainsi,  dans  un  champ  variable,  une  aiguille  diélectrique 
pouvant  tourner  librement  autour  de  son  centre  de  gravité  se 
dirige,  non  suivant  la  ligne  de  force,  mais  suivant  la  ligne  de 
plus  grande  variation  de  la  force  ;  le  carré  de  la  durée  des 
oscillations  n'est  pas  simplement  en  raison  inverse  de  la  force 
du  champ,  puisqu'il  dépend  des  coefficients  de  variation, 
et  il  est  proportionnel,  toutes  choses  égales,  à  la  longueur  de 
l'aiguille. 

184.  —  Le  phénomène  est  particulièrement  utile  à  consi- 
dérer lorsque  le  champ  est  symétrique  par  rapport  au  point 
où  se  trouve  l'aiguille.  Supposons,  par  exemple,  que  Taiguille 
soit  placée  au  milieu  0  de  la  distance  AA'  (fig.  34)  de  deux 
masses  égales  et  de  signes  contraires,  et  qu'elle  puisse  osciller 
autour  d'une  droite  perpendiculaire  à  AA'.  Dans  le  plan  d'os- 
cillation, la  force  au  point  0  est  un  minimum  pour  la  direc- 
tion A'A  ou  Ox  et  un  maximum  pour  une  direction  perpendi- 
culaire Oj.  Pour  un  point  voisin  de  0,  on  peut  donc  écrire 

ça  =  çJ  +  Ax>-Bj>. 
Les  composantes  de  la  force  qui  s'exerce  sur  l'élément  du  sont 

X  =  ILduPLX  =  Kduka  C0S6, 
Y=-Krfi/Bj  =-KrfuBa  sine, 
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et  la  composante  tangentielle 

T=aKdu{\+B)  sine  cosO. 
La  condition  d'équilibre  est  donc 

sin6cos6=o, 

ce  qui  donne  deux  directions,  0=0  et  6=  - ,  la  première  corres- 
pondant à  un  équilibre  stable,  et  la  seconde  à  un  équilibre 
instable. 

Pour  une  déviation  très  petite  rf6  à  partir  de  la  position  d'é- 
quilibre stable,  la  composante  tangentielle  est 

rfT=«Krfa(A-4-B)rfô. 

Si  cet  élément  de  volume  est  seul,  la  durée  des  oscillations  est 
donnée  par  la  formule 

^""^aKduik-^Bja-''  KA  +  B' 

on  voit  qu'elle  est  indépendante  de  a  et  ne  dépend  que  de  la 
densité  de  la  matière  considérée,  de  sa  susceptibilité  élec- 
trique et  de  la  loi  de  la  variation  du  champ. 

Si  on  assemble  sur  une  droite  une  série  de  particules  sem- 
blables et  qu'on  suppose  qu'elles  n'exercent  aucune  influence 
les  unes  sur  les  autres,  chacune  d'elles  se  comportera  comme 
si  elle  était  seule,  et  Toscillation  de  l'aiguille  entière  se  fera 
dans  le  même  temps  que  chacune  de  ses  parties;  la  durée  de 
l'oscillation  d'une  aiguille  pour  l'état  du  champ  considéré  est 
donc  indépendante  de  sa  longueur. 

185.  AciloH  d*UM  ekminp  sur  vue  ai|pnllle  eonduetrlee.  —  Un 

corps  conducteur  se  comporte  d'une  manière  toute  différente. 
Considérons,  par  exemple,  une  aiguille  infiniment  petite,  afin 
que  l'électrisation  puisse  être  supposée  identique  à  celle  qui 
le  produirait  dans  un  champ  uniforme. 
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L'aiguille  est  en  équilibre  dans  une  direction  normale  à  la 
ligne  de  force,  mais  il  est  évident  qu'alors  Félectrisation  est 
minimum  et  que  l'équilibre  est  instable. 

Lorsque  l'aiguille  est  oblique  à  la  force  du  champ,  les  deux 
couches  électriques  positive  et  négative  sont  symétriques  par 
rapport  au  centre,  et  l'action  du  champ  produit  évidemment 
un  couple  qui  tend  à  amener  l'aiguille  dans  la  direction  de  la 
force. 

La  loi  de  distribution  est  indépendante  de  la  force  du 
champ  et  chacune  des  couches  est  proportionnelle  à  cette 
force.  Par  suite,  le  moment  du  couple  qui  agit  sur  l'aiguille, 
pour  une  déviation  déterminée  de  la  position  d'équilibre,  est 
proportionnel  au  carré  de  la  force  ç.  Enfin  la  durée  des  os- 
cillations est  en  raison  inverse  de  la  force  et  l'on  peut  écrire 

la  constante  A  dépendant  du  rapport  des  dimensions  longitu- 
dinale et  transversale  de  l'aiguille. 


CHAPITRE    HUITIÈME 

SOURCES  D'ÉLECTRICITÉ 


ise.  oéeouTerte  deToita.  —  Nous  avons  déjà  Signalé  (9)  la 
propriété  importante  découverte  par  Volta  que  deux  conduc- 
teurs et,  plus  généralement,  deux  corps  quelconques  mis  en 
contact  prennent,  de  part  et  d'autre  de  la  surface  de  contact, 
des  états  électriques  différents. 

S'il  s'agit  de  deux  conducteurs  de  natures  différentes  en  con- 
tact et  en  équilibre  électrique,  le  potentiel  est  constant  sur 
chacun  d'eux,  mais  il  éprouve  un  changement  brusque  de 
part  et  d'autre  de  la  surface  de  séparation. 

Nous  n'avons  pas  à  rappeler  ici  toutes  les  expériences  qui 
ont  permis  d'établir  cette  loi  capitale  pour  la  science;  nous 
indiquerons  seulement  la  suivante  qui  servira  à  bien  préciser 
les  conditions  du  phénomène. 

Si  deux  plateaux,  l'un  de  zinc  et  l'autre  de  cuivre^  tenus  par 
des  manches  isolants,  primitivement  à  l'état  neutre  et  à  la 
même  température^  sont  mis  en  contact  par  des  surfaces  paral- 
lèles^ puis  séparés  l'un  de  l'autre,  on  reconnaît  que  chacun 
d'eux  est  électrisé,  le  zinc  positivement,  le  cuivre  négative- 
ment. La  charge  électrique  de  chacun  des  plateaux  est  propor- 
tionnelle, toutes  choses  égales  d'ailleurs,  à  l'étendue  des  sur- 
faces en  contact. 

Tout  se  passe  comme  si  les  plateaux  formaient  les  armatures 
d'un  condensateur  entre  lesquelles  existerait  une  différence 
de  potentiel  déterminée,  les  couches  électriques  correspon- 
dantes étant  situées  respectivement  dans  les  deux  métaux,  de 
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part  et  d'autre  de  la  surface  de  séparation  et  à  une  distance 
très  petite,  de  sorte  que  la  capacité  du  système  est  simplement 
proportionnelle  à  l'étendue  des  surfaces  en  regard. 

18V.  Force  éleetromotrlee  de  comiaet.  —  Si  Ton  désigne  par 

Vi  et  Y,  les  potentiels  du  zinc  et  du  cuivre,  par  SV  leur  dif- 
férence V^  —  Vj  ou  la  force  électromotrice  de  contact  et  par  C 
la  capacité  du  condensateur  formé  au  moment  du  contact, 
la  charge  des  plateaux  sera 

m==C(V,-V3)=C5V. 

L'ensemble  des  plateaux  peutd'ailleurs  recevoir  une  charge 
électrique  commune  M  qui  porte  le  zinc,  par  exemple,  à  un 
potentiel  quelconque  V.  Dans  ce  cas,  la  même  différence  de 
potentiel  SV  se  maintient  à  la  surface  de  contact  ;  lorsque  les 
plateaux  sont  séparés,  la  charge  de  chacun  d*eux  se  compose 
de  la  charge  =b  m  due  à  la  différence  de  potentiel  de  contact  et 
d'une  partie  de  la  charge  commune  M,  qui  s'est  partagée  entre 
eux  suivant  les  lois  régulières  de  la  distribution. 

L'expérience  présente  de  grandes  difficultés  quand  on  veut 
déduire  la  différence  des  potentiels  de  la  grandeur  des  charges, 
parce  que  la  distance  réelle  des  plateaux  dépend  du  degré  du 
poli  des  surfaces  ;  le  contact  n'a  lieu  le  plus  souvent  que  par 
un  petit  nombre  de  points  et  la  capacité  du  système  peut 
varier  entre  d'assez  grandes  limites. 

On  obtient  des  résultats  plus  réguliers  en  maintenant  les 
plateaux  parallèlement  entre  eux  à  une  certaine  distance  e  et 
en  les  réunissant  par  un  fil  extérieur  de  cuivre  ou  de  zinc. 
La  différence  de  potentiel  3V  produite  au  point  de  contact  se 
maintient  sur  toute  retendue  des  deux  plateaux  ;  la  distance 
des  couches  correspondantes  est  égale  sensiblement  à  l'épais- 
seur du  diélectrique  qui  les  sépare,  et  la  capacité  du  système 
est  en  raison  inverse  de  cette  épaisseur.  Si,  après  avoir  sup- 
primé le  contact  extérieur,  on  éloigne  les  plateaux  l'un  de 
l'autre,  la  charge  de  chacun  d'eux  est,  en  appelant  S  l'étendue 
des  surfaces  en  regard, 
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Celte  expérience  permettra  donc  de  déterminer  la  valeur 
absolue  de  BV.  Dans  tous  les  cas,  si  Ton  maintient  constante 
la  distance  e  des  plateaux  et  qu'on  opère  avec  des  métaux 
différents  on  pourra  mesurer  les  rapports  des  forces  électro- 
motrices  de  contact. 

En  réalité,  ces  expériences  sont  très  délicates  parce  que  les 
plus  légères  modiGcalions  dans  Tétat  des  surfaces  altèrent  les 
résultats.  La  nature  même  du  gaz  qui  constitue  le  diélectri- 
que parait  avoir  une  petite  influence,  soit  parce  que  la  couche 
de  gaz  adhérente  au  métal  en  change  les  propriétés  physiques, 
soit  qu'il  y  ait  en  même  temps  formation  d*un  composé  chi- 
mique particulier. 

188.  lioU   de  Volts.  —  lioi  dn  contact.  —  Quoi  qu'il  en  Soit, 

les  idées  de  Volta  ont  été  confirmées  par  tous  les  progrès  ac- 
complis en  électricité  et  Ton  peut  énoncer  la  loi  suivante, 
comme  loi  du  contact  : 

Entre  deux  corps  en  contact^  à  la  même  température^  il  ii' éta- 
blit une  différence  de  potentiel  finie ,  qui  dépend  de  leur  nature^ 
et  qui  est  absolument  indépendante  de  leurs  dimensions^  de  leur 
f9rme,  de  l'éteudue  des  surfaces  de  contact  et  de  la  valeur  abso- 
lue du  potentiel  sur  chacun  d'eux. 

Volta  caractérisait  cette  propriété  en  disant  qu'il  existe 
entre  les  deux  corps  une  tensiofi  de  contact^  mais  la  manière 
dont  il  concevait  le  phénomène  est  parfaitement  concordante 
avec  ridée  d'une  différence  de  potentiel. 

Nous  représenterons  cette  différence  de  potentiel  caracté- 
ristique ou  force  électromotrice  de  contact  de  deux  métaux 
A  et  B  par  le  symbole  A|B,  la  première  lettre  désignant  le 
métal  dont  le  potentiel  est  le  plus  élevé.  On  aura  donc 

a\.-V«-V,=:A|B. 

Nous  pouvons  ajouter  de  suite  que  cette  différence  est  fonc- 
tion de  la  température,  et  que  le  contact  de  deux  corps  de 
nature  identique,  mais  à  des  températures  différentes,  donne 
également  naissance  à  une  force  électromotrice. 

Dans  toutes  les  questions  relatives  à  l'équilibre  électrique 
des  conducteurs,  nous  avons  négligé,  comme  on  le  voit,  les 
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forces  électromotrices  relatives  au  contact  des  différents  con- 
ducteurs. Tous  les  calculs  supposent  donc  que  les  conducteurs 
sont  identiques  et  à  la  même  température  et  les  résultats  doi- 
vent être  modifiés  en  lenant  compte  de  cette  nouvelle  cir- 
constance, à  moins  qu'il  ne  s'agisse  de  potentiels  très  élevés, 
auquel  cas  les  effets  de  contact  sont  négligeables. 

189.  lioi  ûem  coataeto  ««eceMifs.  —  Après  avoir  Constaté  le 
fait  fondamental  de  la  force  électromotrice  de  contact,  Voita 
a  comparé  entre  eux  les  résultats  fournis  par  des  métaux  dif- 
férents et  établi  par  expérience  une  seconde  loi,  dite  loi  des 
contacts  successifs,  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Lorsque  plusieurs  métaux  à  la  même  température  sont  sou- 
dés les  ufis  aux  autres  de  manière  à  former  une  chaîne  continue^ 
la  différence  des  potentiels  des  métaux  extrêmes  est  la  même  que 
si  ces  deux  métaux  étaient  directement  en  contact. 

Soient  A,  B,  G L,M  les  métaux  constituant  la  chaîne; 

cette  loi,  avec  les  symboles  adoptés  plus  haut,  est  représentée 
par  la  formule  suivante 

A|Bh-BIC -hL|M=A|M. 

On  a  d'ailleurs  identiquement 

A|M=-M|A. 

En  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre, 
l'équation  devient  donc 

A|B+B|C-f. -f-L|M-hM|A=o, 

ce  qui  revient  à  dire  que  les  deux  extrémités  de  toute  chaîne 
terminée  par  des  métaux  identiques  sont  au  même  potentiel. 

Cette  proposition  importante  est  une  conséquence  néces- 
saire du  principe  de  la  conservation  de  Ténergie.  Si  les  mé- 
taux extrêmes  A  et  A',  de  nature  identique,  pouvaient  être 
maintenus  à  des  potentiels  différents  par  l'effet  des  contacts 
intermédiaires,  on  pourrait^  en  les  joignant  par  un  conducteur 
de  même  nature,  obtenir  dans  le  conducteur  extérieur  et  dans 
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la  chaîne  des  métaux  intermédiaires  une  décharge  continue, 
c*est-à-dire  un  flux  permanent  d'électricité.  Ce  transport  d'é- 
lectricité^ analogue  à  une  succession  de  décharges,  aurait  pour 
conséquence  nécessaire  la  production  de  phénomènes  calori- 
iiquesy  c'est-à-dire  d'énergie,  ce  qui  serait  la  réalisation  du 
mouyement  perpétuel. 

Si  Ton  suppose  même  que  le  dégagement  de  chaleur  en 
certains  points  du  circuit  corresponde  à  une  absorption  en 
d'autres  points»  il  y  aurait  transport  de  chaleur  des  points  les 
plus  froids  aux  points  les  plus  chauds,  sans  travail  correspon- 
dant. Ce  résultat  est  incompatible  avec  le  principe  de  Carnot, 
qui  paraît  aussi  bien  établi  dans  la  science  que  l'impossibilité 
du  mouyement  perpétuel. 

190.   EzceptioBS  à   la   loi  dea   eontaete  ««ceeMlfs.  —  Plies 

éiectrU«M.  —  Yolta  a  constaté  que  la  loi  des  tensions  est  quel- 
quefois en  défaut.  Remarquons,  en  effet,  qu'elle  ne  parait  né- 
cessaire que  s'il  n'existe  aucune  source  d'énergie  dans  le  cir- 
cuit; mais  si  celui-ci  renferme  des  sources  d'énergie  d'une 
nature  quelconque,  par  exemple  des  corps  pouvant  donner 
lieu  à  des  réactions  exothermiques  corrélatives  du  passage  de 
l'électricité,  l'énergie  fournie  par  ces  réactions  pourra  subve- 
nir à  l'entretien  d'un  courant  permanent. 

Sans  avoir  sur  ce  point  des  idées  aussi  précises  (il  ne  déses- 
pérait pas  de  rencontrer  des  métaux  ne  satisfaisant  pas  à  la  loi), 
Volta  avait  été  conduit  à  partager  les  corps  en  deux  grandes 
classes.  La  première  renferme  ceux  qui  obéissent  à  la  loi 
des  tensions  :  elle  comprend  tous  les  métaux  et  un  certain  nom- 
bre de  solides.  La  seconde  renferme  tous  ceux  qui  n'obéissent 
pas  à  cette  même  loi  :  à  cette  classe  appartiennent  la  plupart 
des  liquides  et  des  dissolutions.  En  associant  des  corps  de  la 
première  classe  à  des  corps  de  la  seconde,  on  peut  constituer 
une  chaîne  dont  les  deux  extrémités,  quoique  formées  par  un 
même  métal,  présentent  une  différence  finie  de  potentiel. 

L'expérience  montre  que,  dans  ce  cas  encore,  la  loi  fonda- 
mentale de  Yolta  est  vérifiée,  c'est-à-dire  que  la  force  élec- 
tromotrice correspondant  à  chacun  des  contacts  est,  pour  une 
même  température,  une  quantité  constante,  indépendante  des 
autres  corps  qui  constituent  la   chaîne  ;  et  la  différence  de 
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potentiel  qui  existe  entre  les  deux  extrémités  de  cette  chaîne 
est  la  somme  algébrique  de  toutes  les  forces  électromotrices 
relatives  à  chacun  des  contacts. 

Quand  on  joint  par  un  conducteur  ces  deux  extrémités,  on 
n'introduit  pas  de  nouvelles  forces  électromotrices  de  con- 
tact; un  flux  permanent  d'électricité  s'établit  dans  le  circuit, 
où  il  est  entretenu  par  l'énergie  des  actions  chimiques.  Tel  est 
le  principe  des  piles  électriques. 

191 .  Conséquenees  relmtlTefl  à  la  dlstmace  des  mt6m«s.  —  Lors- 
que deux  métaux  sont  en  contact,  l'existence  d'une  force 
électromotrice  implique  la  formation  de  deux  couches  élec- 
triques de  signes  contraires  séparées  par  une  distance  finie,  et 
ces  couches  doivent  être  localisées  respectivement  dans  les 
deux  métaux.  On  pourrait  déterminer  Tintervalle  des  cou- 
ches, si  Ton  connaît  la  force  éleclromotrice,  en  mesurant 
la  charge  absolue  qui  reste  sur  deux  plateaux  quand  on  les 
sépare  après  les  avoir  mis  en  contact,  car  on  a,  en  désignant 
simplement  par  V  la  force  électromotrice, 
t 

S    V 

Sous  cette  forme  l'expérience  est  à  peu  près  impossible  à 
réaliser^  car  les  charges  que  conservent  les  plateaux  dépen- 
dent seulement  de  la  capacité  du  système  au  moment  où  la 
séparation  devient  définitive,  et  celte  capacité  n'est,  en  géné- 
ral, qu'une  fraction  très  petite  de  la  capacité  primitive,  parce 
que  le  contact  ne  peut  pas  être  rompu  simultanément  dans 
toute  rétendue  de  la  surface. 

Toutefois  sir  W.  Thomson  a  pu,  par  une  suite  de  raisonne- 
ments ingénieux,  indiquer  quelle  devait  être  la  limite  infé- 
rieure de  la  distance  de  deux  couches  électriques. 

L'énergie  électrique  du  système  des  deux  lames  en  con- 
tact a  pour  expression 


2  2  8^/? 


SVf 

et  cette  énergie  représente  le  travail  nécessaire  pour  séparer 
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les  deux  plateaux.  On  peut  encore  vérifier  cette  conséquence 
d'une  autre  manière.  £n  appelant  9  la  densité  électrique  de 
chacune  des  couches^  on  a 

,       V 
e 

et  la  force  qui  agit  sur  Tune  des  surfaces  est 

Pour  écarter  les  plateaux  à  une  grande  distance,  il  faudra 
dépenser  le  travail 

SV*  rde     SVf  ' 


^=-^-=-fr$=' 


L'énergie  électrique  fournie  au  système  au  moment  du  con- 
tact est  empruntée  à  l'énergie  potentielle  primitive  des  deux 
plateaux,  et  on  ne  peut  admettre  que  cette  dernière  soit  supé- 
rieure à  celle  qui  serait  rendue  disponible  par  l'alliage  des 
deux  métaux. 

Supposons  que,  pour  le  zinc  et  le  cuivre,  le  rapport  des 
poids  des  plateaux  soit  celui  qui  constitue  le  laiton.  Soit  p 
le  poids  total,  e  la  somme  de  deux  épaisseurs  et  l  la  densité 
moyenne  du  système,  on  aura 

p=Sc5      ou      8=:^. 
L'énergie  électrique  peut  donc  s'écrire 

8tc5  es 

Cette  équation  demeure  vraie  tant  que  les  métaux  conser- 
vent leurs  propriétés  physiques,  et  il  faut  évidemment  pour 
cela  que  l'épaisseur  totale  des  deux  plateaux  soit  supérieure  à 
la  distance  normale  e  des  couches  électriques. 
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Supposons  maintenant  que,  sans  changer  le  poids  total  p, 
on  augmente  simultanément  la  surface  des  deux  lames  aui 
dépens  de  leur  épaisseur,  l'énergie  W  croit  proportionnelle- 
ment à  la  surface  ou  en  raison  inverse  de  Tépaisseur,  au  moins 
tant  que  l'épaisseur  e  est  supérieure  à  e.  Le  maximum  d'éner- 
gie correspond  au  cas  oà  e=  e,  et  l'on  a  alors 


W 

ou 


=jL(iy 


'=W&-w 


L'énergie  W  doit  rester  inférieure  à  celle  qui  correspond  à 

l'alliage.  Celle-ci  étant  connue  à  ir  près  de  sa  valeur  environ, 

on  pourra  donc  déterminer  par  l'équation  précédente  une 
limite  inférieure  de  la  distance  e  des  couches  électriques. 
Pour  une  épaisseur  plus  faible^  les  métaux  auraient  perdu 
leurs  propriétés,  puisqu'ils  ne  seraient  plus  capables  de  prendre 
au  contact  la  différence  de  potentiel  qui  les  caractérise  ;  on 
peut  donc  considérer  que  la  constitution  moléculaire  de  ces 
corps  serait  alors  modifiée  et  que  l'épaisseur  ainsi  calculée 
est  de  même  ordre  que  la  distance  moyenne  des  atomes. 
Sir  W.  Thomson  a  trouvé  ainsi,  pour  le  cuivre  et  le  laiton, 


e — -n =» 

o.io^ 

ce  qui  correspond  à  -^ environ  de  la  longueur  d'onde  de 

*  ^10  ooo  ° 

la  lumière  verte. 

Si  l'on  pouvait  séparer  les  deux  lames  sans  que  les  couches 

électriques  en  regard  se  recombinent  partiellement,  chacune 

d'elles  se  trouverait  portée  à  un  potentiel  extrêmement  élevé. 

Ce  potentiel  dépend  des  dimensions  des  lames,  parce  que  la 

capacité  du  système  est  proportionnelle  à  la  surface  de  contact, 

tandis  que  la  capacité  de  chacune  des  lames  séparées  est  pro- 
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porlionnelle  à  ses  dimensions  linéaires.  En  admettant  que 

la  distance  des  couches  électriques  fût  de  — ^  de  millimètre 

M.  Helmholtz  a  montré  que  pour  un  disque  de  zinc  de 
lo  centimètres  de  rayon  en  contact  avec  un  disque  de  cuivre 
maintenu  en  communication  avec  le  sol,  le  potentiel  du  zinc 
transporté  à  une  grande  distance  serait  89 .  io«  fois  plus  grand 
que  le  potentiel  primitif  dû  au  contact.  Avec  les  nombres  de 
sir  W.  Thomson,  le  potentiel  final  serait  encore  3o  fois  plus 
grand. 

198.  Contact  des  <iiéieetri«ii«8.  —  La  première  loi  de  Volta 
paraît  également  s'appliquer  au  contact  soit  des  métaux  avec 
les  diélectriques,  soit  des  diélectriques  entre  eux.  Seulement 
dans  ces  deux  cas  la  détermination  des  forces  électromotrices 
de  contact  présente  de  très  grandes  difficultés. 

Il  suffit  d'un  point  de  contact  entre  deux  corps  conducteurs 
pour  assurer  l'équilibre  des  potentiels;  les  charges  dépendent 
alors  uniquement  de  la  capacité  du  système  formé  par  les 
deux  corps  au  moment  où  leur  séparation  devient  définitive. 
Avec  les  corps  mauvais  conducteurs,  l'équilibre  n'a  lieu  que 
pour  les  points  en  contact^  et  ceux-là  seulement  se  chargent 
d^électricité.  La  charge  totale  sera  donc  extrêmement  variable 
avec  le  nombre  des  points  touchés.  Ajoutons  que  le  fait  de  la 
pénétration  de  l'électricité  dans  les  diélectriques  vient  com- 
pliquer encore  les  expériences. 

193.  Éleetrlsatlon  par  frottement.  —  Dans  l'électrisation  deS 

corps  par  frottement,  l'électricité  ne  semble  pas  avoir  d'autre 
origine  que  le  contact  des  deux  corps;  le  frottement  n'aurait 
pour  but  que  de  multiplier  les  points  de  contact. 

Lorsque  les  corps  frottés  sont  identiques,  on  ne  parvient  pas 
en  général  à  les  électriser;  il  se  manifeste  parfois  des  traces 
d'électricité  très  faibles,  mais  alors  on  peut  toujours  altri- 
huer  le  développement  de  l'électricité  à  une  dissymétrie  plus 
ou  moins  visible  entre  les  deux  corps  frottes. 

194.  Machines  éiectriiiae».  —  On  est  donc  conduit  à  con- 
clure qu'il  n'existe  que  deux  modes  de  production  de  l'élec- 
tricité, le  contact  et  Vinduction.  Toutes  les  machines  électri- 
ques mettent  en  jeu  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  modes  et  ont 

Èlectr,  et  Mugn,  I  -, 
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seulement  pour  objet  d'accumuler  les  charges  produites  d'une 
manière  ou  de  l'autre  sur  un  conducteur. 

La  théorie  générale  de  ces  machines  est  très  simple.  Con- 
sidérons un  conducteur  creux,  isolé,  le  cylindre  de  Faraday, 
par  exemple.  Prenons,  d'autre  part,  un  gâteau  d'électrophore, 
en  résine  ou  en  ébonite,  chargé  d'électricité  négative.  Un 
disque  métallique  tenu  par  un  manche  isolant,  placé  sur  le 
gâteau  et  mis  un  instant  en  communication  avec  le  sol,  se 
chargera  d'électricité  positive,  et,  si  on  le  transporte  dans  le 
cylindre  et  qu'on  lui  fasse  toucher  la  surface  intérieure,  une 
charge  égale  à  la  sienne  se  produira  sur  la  surface  extérieure 
du  cylindre  ;  le  disque  lui-même  sortira  à  l'état  neutre  et 
l'expérience  pourra  être  répétée  indéGniment.  11  est  évident 
que  rien  en  théorie  ne  limite  la  charge  du  cylindre,  puisque, 
quelle  que  soit  la  charge  qu'il  a  déjà  acquise,  un  conducteur, 
placé  à  rintérieur  et  mis  en  communication  avec  lui  ne  peut 
garder  d'électricité.  Tel  est,  réduite  sa  plus  simple  expression, 
le  mécanisme  des  machines  fondées  sur  Tinduction. 

Supposons  maintenant,  au  lieu  du  gâteau  de  l'électrophore, 
un  disque  de  cuivre  en  communication  avec  le  sol,  et  met- 
tons en  contact  avec  lui  un  disque  de  zinc  tenu  par  un  man- 
che isolant;  en  vertu  de  la  loi  de  Vol  ta,  le  disque  de  zinc  se 
chargera  d'électricité  positive;  cette  charge  pourra,  comme 
dans  le  cas  précédent,  être  transmise  au  cylindre,  et  l'expé- 
rience recommencée  indéfiniment. 

11  en  sera  encore  de  même,  si,  au  lieu  d'un  disque  de  cuivre, 
on  prend  un  morceau  de  drap  ou  de  caoutchouc,  et  un  dis- 
que de  verre  au  lieu  d'un  disque  de  zinc.  Il  faut,  toutefois, 
tenir  compte  de  la  nature  isolante  des  corps  employés;  le 
contact  ne  se  produira  entre  le  drap  et  les  différents  points 
de  la  surface  de  verre  que  par  le  frottement.  Quand  le  verre 
chargé  d'électricité  positive  sera  porté  à  l'intérieur  du  cylin- 
dre, il  déterminera  sur  la  surface  intérieure  la  formation 
d'une  couche  égale  et  de  signe  contraire  à  la  sienne;  seule- 
ment il  ne  suffira  pas  de  lui  faire  toucher  un  point  de  la 
surface  intérieure,  pour  que  les  deux  charges  se  neutralisent. 
Mais  on  arrivera  au  même  résultat  si  la  surface  intérieure 
du  cylindre  est  armée  de  pointes  :  l'équilibre  ne  sera  établi 
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que  quand  la  densité  sera  nulle  à  rexirémité  de  ces  pointes, 
c'est-à-dire,  lorsque  réiectricité  qui  s'en  échappe  aura  neu- 
tralisé la  charge  du  disque  de  verre.  C'est  la  disposition  em- 
ployée dans  toutes  les  machines  à  frottement. 

195.  Orframefl  esMntlels  de»  machine».  —  On  TOit  que,  dans 

tous  les  cas,  la  machine  se  réduit  à  trois  organes  essentiels, 
Tun  qui  développe  Télectricité,  un  autre  qui  la  transporte,  un 
troisième  qui  ta  recueille  :  un  producteur,  un  transmetteur,  wi 
collecteur.  L'énergie  potentielle  communiquée  au  collecteur 
est  fournie  par  le  travail  mécanique  effectué,  lorsqu'on  trans- 
porte le  transmetteur  en  sens  contraire  des  forces  électriques, 
depuis  le  producteur  chargé  d'électricité  contraire  qui  Pat- 
tire,  jusqu'au  collecteur  chargé  d'électricité  de  même  signe 
qui  le  repousse. 

Dans  les  machines  à  frottement,  le  collecteur  reçoit  à 
chaque  opération  la  même  quantité  d'électricité,  et  sa  charge 
croit  en  progression  arithmétique. 

Dans  le  cas  des  machines  à  induction,  on  peut  faire  en 
sorte  que  la  charge  croisse  en  progression  géométrique  :  il 
suffit  d'accoupler  deux  machines  de  manière  que  les  deux  in- 
ducteurs développent  des  électricités  de  signes  contraires  et 
que  chacun  d'eux  soit  en  communication  métallique  avec  le 
collecteur  de  l'autre  système.  A  chaque  opération,  la  charge 
du  producteur  croît  en  même  temps  que  celle  du  collecteur 
auquel  il  est  relié,  et  développe  par  influence  une  charge  plus 
grande  dans  le  transmetteur  à  l'opération  suivante.  C'est  la 
disposition  qui  est  utilisée  dans  la  machine  de  Varley  et  dans 
quelques-unes  des  machines  si  ingénieuses,  telles  que  l'îip- 
pareil  à  écoulement  et  le  replenisher^  imaginées  par  sir 
W.  Thomson.  La  machine  de  Holtz  repose  sur  le  même  prin- 
cipe, avec  une  disposition  un  peu  plus  compliquée. 

ifNi.  liimite  delà  charité.  —  Si  la  théorie  u'assigue  aucune 
limite  à  la  charge  du  collecteur,  cette  limite  est  atteinte  dans 
la  pratique,  soit  à  cause  de  la  déperdition  par  l'air  ou  par 
les  supports,  soit  par  le  fait  des  décharges  qui  se  produisent 
sous  forme  d'étincelles  entre  le  collecteur  et  les  autres 
parties  de  la  machine  ou  les  conducteurs  voisins. 

Dans  le  dernier  cas,  la  limite  ne  dépend  que  de  la  forme  de 
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la  machine  et  de  sa  position  par  rapport  aux  conducteurs 
voisins;  dans  le  premier,  elle  dépend  des  conditions  atmo- 
sphériques et  de  la  rapidité  avec  laquelle  se  succèdent  les  opé- 
rations. 

Pour  les  machines  h  addition,  la  limite  est  atteinte  quand, 
à  chaque  instant,  le  gain  est  égal  aux  pertes,  et  cette  limite 
aura  toujours  une  valeur  finie. 

Dans  les  machines  à  multiplication,  certaines  conditions 
doivent  être  remplies  pour  que  la  charge  du  collecteur 
puisse  conserver  une  valeur  finie.  Soient  C  et  G'  les  capacités 
des  deux  collecteurs,  V  et  V  leurs  potentiels  en  valeurs  ab- 
solues, c  et  c  les  capacités  des  transmetteurs,  et  n  et  n  le 
nombre  d^opérations  efTectuées  dans  Tunité  de  temps. 

Pour  des  charges  très  faibles  la  déperdition  par  l'air  d'un 
conducteur  électrisé  est  sensiblement  proportionnelle  à  la 
charge  ou  au  potentiel. 

Si  on  appelle  m  et  ni  des  coefficients  de  proportionnalité 
relatifs  aux  deux  conducteurs^  les  pertes  de  charge  pendant 
Tunité  de  temps  pourront  être  représentées  par  mV  et  m'V. 

Pendant  un  temps  infiniment  petit  dt^  Taccroissement  de 
charge  du  collecteur  C  est  égal  à  l'excès  de  l'électricité  qu'il 
reçoit  sur  celle  qu'il  perd  ;  on  aura  donc 

Cd\  =  {nVY^m\)dt, 
ou  bien 

C  -r-  =  ncW  —  m\, 
dt 

L'autre  collecteur  donnera,  de  même, 

dV 
dt 

En  résolvant  ces  équations  dilTérentielles  simultanées,  on  cal- 
culerait la  valeur  acquise  par  les  potentiels  V  et  V  au  bout 
d'un  temps  quelconque,  à  partir  de  valeurs  initiales  données; 
mais  les  résultats  ainsi  obtenus  ne  s'accorderaient  avec  l'expé- 
rience que  dans  les  limites  où  l'on  peut  admettre  la  loi  de 
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Coulomb.  On  sait  que  pour  des  charges  un  peu  grandes  la 
déperdition  s'effectue  suivant  une  loi  plus  rapide. 

Ces  équations  donnent  les  conditions  nécessaires  pour  que 
la  charge  aille  en  croissant;  il  suffit,  en  effet,  que  les  dérivées 
du  potentiel  soient  positives,  ce  qui  donne 


on  en  déduit 


ou  bien 


„VV'-mV>o, 
nc\      m'V'>o; 


m      \'      ne 
ne      \       ni 


nn'ce'>mm. 


Si  cette  dernière  condition  est  réalisée  au  début  (et  Ton 
voit  qu'elle  ne  dépend  pas  de  Télectrisation  initiale),  la 
charge  de  la  machine  ira  d'abord  en  croissant.  Si  l'inégalité 
se  maintient  malgré  l'augmentation  des  coefficients  m  et  m\ 
la  charge  n'aura  d'autre  limite  que  celle  qui  sera  déterminée 
par  la  production  des  étincelles.  Si  l'inégalité  précédente 
avait  lieu  en  sens  contraire,  la  charge  irait  en  diminuant  et 
deviendrait  rapidement  nulle. 

Lorsque  l'appareil  est  symétrique,  la  condition  d'accroisse- 
ment de  charge  est  simplement 

ne^  /n. 

Le  calcul  qui  précède  s'applique  particulièrement  à  la 
disposition  dans  laquelle  le  collecteur  d'une  des  machines  est 
en  communication  métallique  avec  l'inducteur  de  l'autre  ; 
mais  le  même  mode  de  raisonnement,  à  quelques  détails 
près,  s'appliquera  à  tous  les  multiplicateurs  d'électricité  à 
influence  réciproque. 

109.  Débit  4m  lAachinei.  —  Quelle  que  soit,  d'ailleurs,  la 
cause  extérieure  qui  limite  la  charge,  on  voit  que  toutes  ces 
machines  fonctionnent  comme  de  véritables  sources,  c'est-à- 
dire,  comme  des  systèmes  capables  par  le  jeu  de  leurs  propres 
organes  de  maintenir  un  conducteur  a  un  potentiel  constant, 
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OU  de  maintenir  une  différence  de  potentiel  déterminée  entre 
deux  conducteurs. 

Ce  résultat  est  obtenu  lorsque  la  quantité  d'électricité  ap- 
portée au  collecteur  esta  chaque  instant  égale  à  celle  qui  lui 
est  enlevée,  soit  par  la  déperdition  au  contact  de  Tair,  soit  par 
des  décharges  provoquées  d'une  manière  quelconque  entre 
ce  collecteur  et  le  sol.  Le  débit  de  la  machine  est  la  quan- 
tité d'électricité  mise  alors  en  mouvement  dans  chaque  unité 
de  temps.  Pour  les  machines  à  addition,  il  est  évident  que 
le  débit,  toutes  choses  égales  d  ailleurs,  est  proportionnel 
à  la  capacité  du  transmetteur  et  au  nombre  des  opérations 
effectuées  dans  chaque  unité  de  temps.  Si,  comme  dans  les 
machines  à  plateau,  le  transmetteur  fonctionne  d'une  ma- 
nière continue,  le  débit  est  proportionnel  à  la  vitesse. 

Dans  les  machines  à  multiplication  les  phénomènes  ne 
se  passent  plus  d'une  manière  aussi  simple;  mais  l'expérience 
montre  encore  que  le  débit  est  sensiblement  proportionnel 
à  la  vitesse,  bien  que  cependant  il  croisse,  en  général,  un  peu 
plus  vite. 
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CHAPITRE    PREMIER 

PROPAGATION    DE    L'ÉLECTRICITÉ    DANS    L*ÉTAT 
PERMANENT 


19S.  wtégim^  permaBent.  —  Quand  on  établit  une  com- 
munication métallique  entre  deux  conducteurs  isolés,  à  des 
potentiels  dififérents  V  et  V,  Téquilibre  ne  peut  subsister, 
réleclricilé  positive  va  du  corps  au  potentiel  le  plus  élevé 
vers  celui  qui  a  le  potentiel  le  plus  bas  ;  il  se  produit  un 
flux  d/ électricité^  un  courant  électrique.  Si  les  deux  corps 
ont  des  charges  limitées,  Téquilibre  se  trouve  établi  au  bout 
d'un  temps,  en  général,  très  court,  qui  dépend  de  la  nature 
et  des  dimensions  du  conducteur  intermédiaire  ;  le  courant 
tîX  dXov^  variable  avec  le  temps.  Mais  si,  par  un  procédé 
quelconque,  on  maintient  constante  la  différence  de  potentiel 
de  deux  conducteurs,  un  régime  permanent  s'établit  et  le 
conducteur  intermédiaire  devient  le  siège  d'un  courant 
comtant. 

190.  ABalo^e  avec  Im  plténomènefl  ealorlllqaea.  —  L'analo- 

gie  de  ces  phénomènes  avec  ceux  de  la  propagation  de  la  cha- 
leur entre  deux  surfaces  à  températures  constantes  dans  un 
milieu  conducteur  est  manifeste,  et  cette  analogie  se  traduit 
par  des  lois  identiques  dans  les  deux  cas. 
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En  rappelant  les  principes  de  la  théorie  de  Fourier  (^o). 
nous  avons  vu  que,  si  Ton  considère  dans  un  milieu  conduc- 
teur de  la  chaleur  deux  surfaces  isothermes  voisines  corres- 
pondant aux  températures  t  et  t-hdt,  le  flux  de  chaleur  dQ 
qui  traverse  pendant  Tunité  de  temps  un  élément  de  surface 
dS  est  normal  à  l'élément,  proportionnel  à  la  difTérence  de 
température  cit  des  deux  surfaces  et  en  raison  inverse  de  leur 
distance  du ,  et  a  pour  expression 

dQ=-^kdS^, 
an 

k  étant  le  coefficient  de  conductibilité  calorifique  du  milieu; 
le  signe  —  signifie  que  le  flux  de  chaleur  progresse  dans  le 
sens  des  températures  décroissantes.  L'expression  du  flux  est 
le  même  au  travers  d'un  élément  rfS'  d'une  surface  quelcon- 
que S'  isotherme  ou  non  ;  il  est  proportionnel  à  la  dérivée 

partielle^,  de  la  température  par  rapport  à  la  normale  n  à 
on 

la  surface  S'  et  on  a 

dQ'=:^kd^'p-r 
on 


200.  Théorie  d'Ohm.  —  Ohm  a  transporté  le  mode  de  rai- 
sonnement de  Fourier  dans  Tétude  de  la  propagation  de 
Télectricité.  11  admet  que  tous  les  points  d'un  conducteur 
en  équilibre  sont  dans  un  même  état  électrique,  à  la  même 
tejision.  Lorsque  l'équilibre  n'a  pas  lieu,  il  se  produit  des 
échanges  d'électricité;  la  tension  en  chaque  point  est  en 
général  une  fonction  du  temps  et  des  coordonnées;  mais,  si 
une  cause  étrangère  maintient  une  difTérence  constante  entre 
les  tensions  des  différentes  parties  du  conducteur,  il  s'établit 
dans  le  système,  au  bout  d'un  temps  plus  ou  moins  long,  un 
régime  permanent  pour  lequel  la  tension  en  chaque  point 
devient  indépendante  du  temps. 

Ohm  admet,  en  outre,  qu'entre  deux  molécules  dont  les 
tensions  sont  U  et  U'  il  se  produit  pendant  l'unité  de  temps 
un  échange  d'électricité  proportionnel  à  la  différence  des  ten- 
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sîons  el  à  une  foncUon  de  la  dislance  telle  que  les  molécules 
voisines  aient  une  influence  prédominante. 

Cette  hypothèse  est  identique  à  celle  de  Fourier  (ïo).  Sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  répéter  les  raisonnements,  il  en  ré- 
sulte que  les  échanges  d'électricité  ont  lieu  normalement  aux 
surfaces  d'égale  tension  ou  aux  surfaces  de  niveau  électrique 
relatives  à  cette  nouvelle  propriété.  Le  flux  d'électricité  dQ 
qui  traverse  pendant  l'unilé  de  temps  un  élément  dS  d'une 
surface  de  niveau  est  proportionnel  à  la  dérivée  de  la  tension  U 
par  rapport  à  la  normale  à  cette  surface  et  a  pour  expression 

an 

le  cofficient  c  dépendant  de  la  nature  du  milieu  et  pouvant 
être  appelé  coefficient  de  conductibilité  électrique.  La  dérivée 

—T-  est  la  force  électromotrice  au  point  considéré.  On  voit 

aussi  que  par  un  élément  rfS'  d'une  surface  quelconque  il  passe 
un  flux  d'électricité  proportionnel  à  la  force  électromotrice 

suivant  la  normale  à  cette  surface,  ou  à  la  dérivée  r— ?—• 

'  ^n 

Dans  la  théorie  d'Ohm,  comme  dans  celle  de  Fourier,  on 
admet  que  la  direction  du  flux  est  constamment  parallèle  à 
la  direction  de  la  force  qui  agit  sur  lui,  et  par  conséquent 
indépendante  de  sa  condition  antérieure.  Cette  hypothèse  est 
incompatible  avec  la  notion  de  l'inertie  et,  par  suite,  avec  celle 
de  la  matérialité  de  ce  qui  constitue  le  flux. 

Ohm  considère  la  tension  comme  un  état  particulier  de 
chaque  point  en  vertu  duquel  l'électricité  tend  à  s'en  échap- 
per, et,  lorsque  les  tensions  sont  variables  dans  un  milieu, 
l'électricité  s'écoule  des  points  à  tension  élevée  vers  les  points 
à  tension  plus  faible.  On  voit  déjà  les  analogies  que  présente 
cette  fonction  avec  le  potentiel,  puisque  la  tension  est  aussi 
constante  dans  un  conducteur  en  équilibre.  Ohm  parait,  dans 
quelques  parties  de  ses  mémoires,  concevoir  une  relation 
trop  étroite  entre  la  densité  électrique  et  la  tension,  mais  il 
indique  aussi  qu'on  pourrait  déterminer  la  tension  en  un 
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point,  même  dans  Tétat  variable,  en  reliant  ce  point  par  un 
fil  avec  un  électroscope  isolé,  et  la  quantité  qu'on  mesure- 
rait alors  n*est  autre  chose  que  le  potentiel. 

201.  Hypothèse  4e  Kirchhoff.  —  Pour  préciser  la  théorie 
d'Ohm  dans  les  idées  actuelles  sur  Télectricité,  il  suffit  donc 
d'admettre,  comme  Ta  fait  M.  Kirchhoff,  que  la  tension  et  le 
potentiel  sont  deux  fonctions  identiques. 

11  résulte  de  cette  hypothèse  que  dans  un  système  de 
conducteurs,  reliés  entre  eux,  mais  non  en  équilibre  électri- 
que, le  flux  d'électricité  en  chaque  point  est  proportionnel  à 
la  dérivée  du  potentiel  suivant  la  normale  à  la  surface  de 
niveau,  ou,  en  d'autres  termes,  proportionnel  à  la  force  élec- 
trique qui  s'exerce  en  ce  point,  c'est-à-dire  à  la  résultante  des 
actions  de  toutes  les  masses  du  système  dans  leur  état  actuel. 

Plus  simplement  encore,  le  flux  d'électricité  est  parallèle 
et  proportionnel  au  flux  de  force. 

202.  Saperpoaltion  des  état!  permanents.  —  SouS  une  autre 

forme,  on  peut  dire  que  l'hypothèse  consiste  à  admettre  que 

la  superposition  de  deux  états  d'équilibre  dynamique  est  un 

nouvel  état  d'équilibre,  dans  lequel  le  flux  qui  traverse  un 

élément  de  surface  est  égal  à  la  somme  des  flux  relatifs  aux 

deux  états  primitifs. 

Considérons,  en  effet,  deux  états  pour  lesquels  les  Qux  qui 

traversent  un  élément  de  surface  rfS  sont  ArfS  et  A'rfS;  les 

dV 
composantes  normales  de  la  force  sur  cet  élément  sont  —  — rfS 

et — — rfS.    En  superposant   les  deux  états,  les   potentiels 

s'ajoutent  en  chaque  point,  et  la  force  normale  sur  l'élément 
JS  devient 

\t)/t       ^n  ) 
Par  hypothèse,  le  flux  au  travers  de  l'élément  rfS  est  devenu 

Ae/S-hA'rfS. 
Si  on  suppose  les  états  primitifs  identiques,  le  flux  est  devenu 
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2kdS  et  la  force  est  aussi  doublée;  le  flux  d'électricité  est 
donc  proportionnel  au  flux  de  force. 

Si  Tétat  est  permanent,  c'est-à-dire  si  le  potentiel  est  inva- 
riable en  chaque  point,  le  flux  qui  traverse  un  élément  de 
surface  quelconque  est  constant.  Si  Tétatest  variable,  les  po- 
tentiels varient  avec  le  temps,  et  le  flux  d^Q  qui  traverse  un 
élément  de  surface  pendant  le  temps  dt  est 

d^Q^^cdS^dt. 

808.  IHins  le  régime  permaBeat  la  deBsité  est  Bulle  à  l'in- 

térievrdeieoBdactears. — Le  flux  d'électricité  ne  peut  s*ac- 
cumuler  dans  Tintérieur  d'une  surface  fermée  sans  en  modi- 
fier le  potentiel,  de  même  qu'un  accroissement  du  flux  de 
chaleur  y  produirait  une  élévation  de  température. 

Si  le  régime  permanent  est  atteint  pour  un  système  de  con- 
ducteurs, le  flux  total  que  reçoit  chaque  élément  est  nul.  En 
écrivant  que  la  somme  algébrique  des  flux  qui  entrent  dans 
un  élément  de  volume  dxdydz  est  égal  à  zéro,  on  retrouve 
Téquation  de  Laplace  : 

AV=:o. 

Comme  on  a  toujours,  en  appelant  p  la  densité  cubique  de 
l'électricité  au  point  considéré, 

AV=-4icp, 
il  en  résulte 

p=o. 

La  loi  de  proportionnalité  du  flux  d'électricité  au  flux  de 
force  conduit  immédiatement  à  la  même  conséquence.  En 
eiïet,  si  le  régime  est  permanent,  le  flux  de  Télectricité  pour 
un  élément  de  volume  est  nul:  le  flux  de  force  qui  lui  est 
proportionnel  est  nul  aussi  ;  mais  ce  dernier  est  égal  à  4^m, 
m  étant  la  masse  comprise  dans  le  volume  considéré;  donc 
m=o.  Ainsi,  quand  un  système  de  conducteurs  est  arrivé  à  un 
régime  permanent,  la  densité  électrique  est  nulle  dans  tous 
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les  conducteurs;  les  masses  électriques  qui  donnent  lieu  au 
potentiel  V  et  dont  Taction  détermine  le  courant  sont  donc 
entièrement  h  la  surface  des  conducteurs.  Ces  masses  ne  sont 
pas  en  équilibre  d'elles-mêmes  et  elles  produisent  en  chaque 
point  la  force  électromotrice  du  courant. 

11  résulte  de  là  que  le  flux,  quel  qu*il  soit,  s'il  a  une  exis- 
tence réelle,  n'est  pas  un  flux  d'électricité  libre  ;  dans  l'hypo- 
thèse des  deux  fluides,  il  faudrait  admettre  qu'il  se  trouve  à 
chaque  instant,  dans  chaque  élément  de  volume  à  Tinlérieur 
du  conducteur,  la  même  quantité  des  deux  électricités,  et  que 
celles-ci  se  meuvent  en  deux  courants  égaux  de  directions 
opposées.  Dans  rhypothèse  d'un  seul  fluide,  il  faudrait  consi- 
dérer chaque  élément  comme  contenant  à  chaque  instant  la 
quantité  normale  d'électricité,  tout  en  supposant  que  celle-ci 
se  déplace  en  totalité  ou  en  partie. 

204.  Condaeteurs  Unéairea.  —  lioi  d'Ohm.    —   Considérons 

d'abord  un  fil  cylindrique  d'une  grande  longueur  par  rapport 
à  son  diamètre,  placé  dans  un  milieu  parfaitement  isolant,  et 
supposons  que  le  régime  permanent  soit  atteint. 

S'il  n'y  a  aucune  perte  par  la  surface,  le  flux  d'électricité 
est  en  chaque  point  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre; 
les  surfaces  de  niveau  sont  donc  des  plans  perpendiculaires 
à  l'axe  du  fil.  Le  flux  d'électricité  qui  traverse  une  section 
quelconque  du  fil  pendant  l'unité  de  temps  est  le  même  dans 
toute  sa  longueur;  appelons  ce  flux  intensité  du  courant  ei  dé- 
signons-le  par  i.  Soit  V  le  potentiel  au  point  P  situé  à  une 
distance  x  d'un  plan  fixe  normal  au  fil  et  S  la  section  du  fil. 

Le  potentiel  est  simplement  une  fonction  de  x  et  l'intensilé 
a  pour  expression 

1=  — cS-T-. 
dx 

Comme  ce  flux  est  indépendant  de  x,  on  a 

-—.=:«        et       y  =ax-\-o, 
dx  ' 

•a  et  £  étant  des  constantes  à  déterminer. 
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Désignons  par  V^  et  V,  lesvaleurs  du  potentiel  et  deux  points 
A  et  B  (fig.  49)  distants  de  /,  et  prenons  le  point  A  ppur  ori- 
gine des  coordonnées,  il  vient 


V  —V 

(1)  V-:— li-^a:+V^ 

et,  par  suite, 

V  ~V     V  ~v 

(2)  ^-""^      Z~-~7S~' 

Le  quotient --^  =  r  s'appelle  la  ré^w/ancedu  fil  entre  les  deux 


V2 


Fig-  ^\d 


cS 
points  A  et  B,  et  l'inverse  de  cette  résistance  -y-  est  la  conducti- 
bilité de  ce  même  fil. 

Les  équations  (i)  et  (2)  montrent  que  : 

i"  Le  potentiel  décroît  en  progression  arithmétique  le  long 
du  fil,  dans  le  sens  de  la  propagation  du  courant; 

2*  Entre  deux  points  A  et  B  t intensité  du  courant  est  égale 
au  quotient  de  la  différence  du  potentiel  de  ces  deux  points 
var  la  résistance  du  fil  intermédiaire. 

Ces  deux  énoncés  constituent  la  loi  d'Ohm. 

On  peut  remarquer  que  la  distribution  du  potentiel  et  le 
flux  d'électricité  dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer 
sont  identiques  à  la  distribution  des  températures  et  au  flux 
de  chaleur  qui  se  propage  dans  un  mur  homogène  limité  par 
deux  plans  parallèles  maintenus  respectivement  à  des  tem- 
pératures constantes. 

205.  Va  réslstaiice  d'un  condneteup  est  rinverae  d'ane  Tltesie. 

—  La  quantité  /•  que  nous  avons  appelée  la  résistance  du  con- 
ducteur a  pour  valeur  -^;  elle  est  proportionnelle  à  la  lon- 
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gueur  du  conducteur^  en  raison  inverse  de  sa  section  et  du 
coefficient  de  conductibilité  du  milieu. 

Le  rapport  -  représente  la   résistance   d'un   cube    égal  a 

Tunité;  on  peut  l'appeler  résistance  spécifique  à\x  conducteur. 

La  résistance  d'un  conducteur  est  une  grandeur  de  même 
nature  que  l'inverse  d'une  vitesse  en  mécanique. 

On  a,  en  effet, 

V  —V 


La  différence  du  potentiel  V^  —  V^  est  égale  au  quotient  d'une 
masse  électrique  M  par  une  longueur  a;  l'intensité  d^un  cou- 
rant, ou  le  flux  pendant  l'unité  de  temps,  est  égale  au  rap- 
port de  la  quantité  d'électricité  M'  qui  s'écoule  pendant  le 
temps  t  au  temps  correspondant.  On  a  donc 

M 

t  t 

Le  quotient  tt,  est  un  nombre  abstrait,  et  le  rapport  -  une 

vitesse.  La  résistance  r  est  donc  l'inverse  d'une  vitesse. 

2oe.  —  On  peut  d'ailleurs  imaginer  une  expérience  dans 
laquelle  cette  vitesse  aura  une  signification  physique. 

Considérons  une  sphère  de  rayon  R  chargée  d'une  masse  M 
d'électricité  et  supposons  qu'on  mette  cette  sphère  en  commu- 
nication avec  le  sol  par  un  conducteur  de  résistance  r. 

Le  potentiel  de  cette  sphère  est  égal  à-jr  ;  il   diminue  dès 

que  la  communication  avec  le  sol  est  établie  ;  mais  si  la  sphère 
se  contracte  en  même  temps  que  la  charge  diminue,  il  peut 
arriver  que  le  potentiel  reste  constant. 

Cette  condition  étant  réalisée,  on  aura,  en  appelant  dH  la 
perte  de  charge  de  la  sphère  et  dK  la  diminution  du  rayon 
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pendant  le  temps  dt^ 

mais,  envertu  de  la  loi  d'Ohm, 

V 

/• 

Pour  que  le  potentiel  soit  constant,  il  faut  que  ^R  soit 
aussi  proportionnel  au  temps;  posons  donc 


11  yient  alors 


et,  par  suite, 


dK=udt. 


V  , 

uclt      ru 


I 

U 


Ainsi  la  résistance  r  d*un  conducteur  est  Tinverse  de  la 
Titesse  u  avec  laquelle  doit  décroître  le  rayon  d'une  sphère 
pour  que  le  potentiel  y  reste  constant,  malgré  la  perte  d'élec- 
tricité, quand  on  la  fait  communiquer  avec  le  sol  par  le  con- 
ducteur considéré. 

S07.  Condnctears  linéaires  quelconque!.  —  NoUS  avOUS  Sup- 
posé les  conducteurs  rectilignes,  mais  le  même  raisonnement 
s'applique  évidemment  àdes  conducteurs  linéaires  contournés 
d'une  manière  quelconque,  le  flux  d'électricité  étant  en  cha- 
que point  normal  à  la  section  droite  du  conducteur. 

Si  le  circuit  est  formé  de  deux  ou  plusieurs  portions  cylin- 
driques de  sections  et  de  natures  différentes  ajoutées  bout 
à  bout,  on  considérera  ces  différentes  parties  séparément. 

Soient  par  exemple  V^  et  V^  les  potentiels  en  deux  points 
AetB(fig.  5o)  appartenant,  le  première  un  conducteur  dont  la 
section  est  S  et  le  coefficient  de  conductibilité  c,  et  le  se- 
cond à  un  conducteur  pour  lequel  ces  quantités  sont  S'  et  c. 
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Soit  V  le  potentiel  au  point  0  de  contact  des  deux  cylindres, 
situé  à  des  dislances  /  et  /'  de  A  et  de  B  et  négligeons  pour  un 
instant  la  force  électromotrice  de  contact  des  deux  conduc- 
teurs, sur  laquelle  nous  reviendrons  plus  loin.  On  a,  de  part 
et  d'autre  du  point  0, 

6*S  c'S'         cS      cS' 

L'intensité  du  courant  est  donc  en  raison  inverse  de  la 
somme  des  résistances  des  deux  conducteurs  entre  les  points 
A  et  B.  Cette  relation  est  évidemment  générale. 

Ainsi,  la  résistance  d'une  série  de  conducteurs  cylindriques 

vx v: ^ 

qF=^  I  I  / 

A  ^  J 

Fig.  5o 

successifs  est  égale  à  la  somme  des  résistances  de  tous  les  con- 
ducteurs. 

Enfin,  considérons  un  conducteur  de  forme  quelconque 
terminé  à  ses  entremités  par  des  surfaces  de  niveau  mainte- 
nues à  des  potentiels  V^  et  V^;  l'intensité  du  courant  est  encore 
proportionnelle  à  la  différence  V^— Va  des  potentiels  et  le 
nombre  par  lequel  il  faut  diviser  cette  différence,  pour  ob- 
tenir l'intensité  du  courant  représente  la  résistance  du  con- 
ducteur. Le  nombre  ainsi  obtenu  est  la  résistance  du  con- 
ducteur cylindrique  qui,  pour  la  même  différence  de  potentiel, 
donnerait  la  même  intensité. 

208.  liou  tie  Kirchhoir.  —  Supposous  quc  dcs  couducteurs 
linéaires,  de  natures  et  de  dimensions  différentes,  soient 
réunis  les  uns  aux  autres  par  des  liaisons  complexes,  le  par- 
tage  du  courant  entre  ces  différents  conducteurs  doit  satisfaire 
aux  deux  conditions  suivantes  qui  se  déduisent  immédiatement 
de  la  loi  d'Ohm. 

1**  Si  plusieurs  conducteurs  aboutissent  à  un  même  point, ^  la 
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somme  des  intensités  des  courants  sur  chacun  d'eux^  comptées  à 
partir  de  ce  point,  est  nulle. 

En  effet,  puisqu'il  ne  peut  y  avoir  accumulation  d'électricité 
au  point  considéré,  il  faut  que  la  quantité  d'électricité  appor- 
tée par  une  partie  des  conducteurs  soit  égale  à  celle  qui  est 
emportée  par  les  autres  pendant  le  même  temps  ;  en  affectant 
du  signe  +  les  courants  qui  marchent  vers  le  point  et  du 
signe  —  ceux  qui  s*en  éloignent,  on  doit  avoir 

(3)  2»  =  o. 

2*  Si  plusieurs  conducteurs  forment  un  polygone  fermée  la 
somme  des  produits  de  la  résistance  de  chaque  conducteur  par 
t intensité  du  courant  qui  le  traverse  est  nulle. 


Fig.  5i 

Supposons,  en  effet,  une  série  de  conducteurs  de  résistances 

r„rj,  Tj /•„  qui  forment  les  côtés  successifs  d'un  polygone 

fermé  (fig.  di);  soient  V^,  V2 V„  les  potentiels  aux  différents 

sommets A|,Aa A„,  et  enfin  i^,i^ i„  les  intensités  des 

courants  successifs,  comptées  positivement  quand  on  parcourt 
le  circuit  dans  un  sens  déterminé.  Ces  intensités  ne  sont  pas 
égales  parce  qu'il  peut  exister  aux  différents  sommets  d'au- 
tres conducteurs  qui  emportent  ou  amènent  des  courants. 

Un  aura  successivement  : 

Pour  le  premier  conducteur    'V^  — V^  — Vj, 
—      second  —  ^a^'a— Vg  — V^, 


tlectr,  et  Magn.  l  —  15 
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En  ajoutant  ces  équations  membre  à  membre,  tous  les  po- 
tentiels disparaissent  et  il  reste  finalement 

iV\  + 1^2+ -M>n=o, 

ou 

(4)  2^>  =  o. 

Les  deux  relations  (3)  et  (4)  sont  connues  sous  le  nom  de 
lois  de  Kirchhoff. 

209.  Problème  des  coaranta  dérlYéi.  —  Comme  application 

de  ces  théorèmes  considérons  le  cas  où  le  circuit  se  divise  en 
arcs  multiples,  entre  deux  points  A  et  B  (fig.  5^).  Soit  I  Tin- 
tensité  du  courant  avant  le  point  A  et  après  le  point  B, 
''o  ^2  •••  ^n  les  résistances  des  conducteurs,  i^,  i^  ••  ««  les  in- 
tensités respectives  du  courant,  et  enfin  B  la  résistance  du 


Fig.  5a 

circuit  unique  qui  équivaudrait  au  circuit  multiple  entre  les 
deux  mêmes  points.  On  aura 

l  —  i'^  +  ij  +  Ij +i;z=:2]t, 

La  seconde  équation  peut  s'écrire 


et  on  en  déduit 

I      I 

~4        ^% 

I 

1 

I  ' 

R 

I          I          I 

R     r,     r. 

I  ^ 

=27-    . 

Ainsi  rinverse  de  la  résistance  d'un 

faisceau  de 

conduc 
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teurs  aboutissant  aux  mêmes  points  est  égale  à  la  somme  des 
inverses  de  résistances  des  différents  conducteurs  séparés  ;  en 
d'autres  termes,  la  conductibilité  du  faisceau  est  égale  à  la 
somme  des  conductibilités  des  différents  conducteurs  qui  le 
constituent,  ce  qui  était  évident. 

210.  CIrcalts  linéaires  hétéroir^nes.  —  L'existeUCC  deS  for- 

ces  électromotrices  de  contact  entre  les  métaux  modifie  un 
peu  l'expression  de  la  loi  d'Ohm.  Considérons  deux  points  P^ 
et  Pj  (fig.  53)  séparés  par  deux  conducteurs  différents  A  et  B 
dont  les  résistances  sont  a  et  h.  Soient  V^,  et  Vj  les  potentiels 
aux  points  P^  et  Pj,  V^  et  V^  les  potentiels  au  point  P  de  part 
et  d'autre  de  la  surface  de  séparation  des  métaux.  L'intensité 
du  courant  de  P,  en  P^  est 

a  h  a  +  b 


J^ p 2 I-. 


Fig.  53 

Désignant  par  H^  l'élévation  brusque  qu'éprouve  le  poten- 
tiel entre  les  métaux  A  et  B  quand  on  suit  le  courant,  c'est-à- 
dire  la  force  éleclromotrice  de  contact  V^  —  Va  =  B|A  des 
conducteurs  B  et  A,  il  vient 

Supposons  maintenant  qu'un  circuit  fermé  soit  composé  de 

conducteurs  différents  A,  B,  C L  (fig.  54),  comprenant 

des  corps  de  la  seconde  classe  de  Volta,  c'est-à-dire  que  la 
chaîne  des  conducteurs  n'obéisse  pas  à  la  loi  des  tensions;  le 
circuit  sera  parcouru  par  un  courant  permanent. 

Appelons  r\,  r^,  r^ r,,  les  résistances  des  différents  con- 
ducteurs, Va  et  Vi,  Vft  et  Vi les  potentiels  successifs  aux 

extrémités  de  chacun  d'eux  en  suivant  le  sens  du  courant,  et 
représentons  de  même  par  H^a,  H^e H/a,  les  forces  élec- 
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tromotrices  de  contact  successives;  on  a 

H|,6=Vft  —  V«, 


L^intensité  du  courant  étant  la  même  dans  toute  retendue 
du  circuit,  on  a  aussi 


1  = 


Va  —  Vfl        Vj  —  \b 


v,-v; 


Fig.  54 


ou^  en  combinant  par  addition  ces  rapports  égaux, 


Le  numérateur  de  cette  fraction  représente  la  somme  algé- 
brique 2]H  des  forces  électromotrices  du  contact  dans  la 
chaîne  des  conducteurs;  c'est  la  force  clcctromotricc  E  du 
circuit.  Le  dénominateur  est  la  somme  des  résistances,  ou  la 
résistance  totale  R  du  circuit.  On  a  donc 


R  ~R' 
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211.  Cas  9h  le  elrevlt  reaferme  de*  forces  éleetromotriees.  — - 

11  est  facile  de  Yoir  ce  que  deviennent  les  lois  de  Kirchhoff 
(208),  quand  il  y  a  des  forces  électromotrices. 

Le  premier  théorème  n'est  pas  modifié.  La  somme  des 
quantités  d'électricité  qui  émanent  d'un  point  où  aboutissent 
différents  conducteurs  est  toujours  nulle,  dans  l'état  perma- 
nent; en  effet,  ce  point  ne  peut  être  ni  un  centre  de  produc- 
tion indéfinie  d'électricité,  ni  un  centre  d'absorption. 

Le  second  théorème  doit  être  modifié.  Supposons  que,  dans 
le  circuit  précédent^  les  limites  des  différents  conducteurs 
soient  marquées  par  un  changement  de  métal  ou  par  des  points 
d'embranchement  avec  les  sommets  A  d'autres  conducteurs. 
L'intensité  du  courant  n'est  plus  la  même  dans  toute  l'étendue 
du  circuit;  désignons  par  i„,  i^ i/  les  intensités  sur  les  dif- 
férents conducteurs  entre  deux  points  successifs  de  contact  ou 
d'embranchement.  On  aura,  d'après  la  loi  d'Ohm, 

V  —  V'  =  r  I 


W,-\',  =  r,i„ 
et,  par  suite, 

r,ia+r,i,+ . .  +r,*- =(V,- V;)+(V,-  V;)+  . . .  +(V,  - Vi) 

=(v,-v;)+(V,-v;)+...+(V„-v;) 

=h,»-h»,+..+h,„=2;h=e, 

ou 
(6)  E=^,-i. 

Ainsi,  dans  un  circuit  fermé,  la  somme  des  produits  de  la 
résistance  de  chaque  conducteur  par  Fintensité  du  courant  cor- 
respondant est  égale  à  la  somme  algébrique  des  forces  électro- 
motrices du  circuit* 

Cette  somme  est  nulle  si  le  circuit  est  formé  de  conduc- 
teurs de  même  nature,  ou  de  métaux  à  la  même  température, 
puisque  ces  derniers  obéissent  à  la  loi  des  tensions. 

Les  deux  relations  (5)  et  (6)  fournissent  toutes  les  équations 
nécessaires  à  la  détermination  des  intensités  dans  les  diverses 
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branches  du  circuit.  Toute  modification  dans  les  résistances 
ou  les  forces  électromotrices  qui  n'apportera  aucun  change- 
ment dans  les  équations  sera  évidemment  sans  influence  sur 
rintensité  des  courants.  Par  exemple  : 

i""  On  peut  modifier  à  volonté  la  résistance  d'une  branche 
dans  laquelle  l'intensité  est  nulle  ; 

2°  On  peut  introduire  dans  tous  les  conducteurs  qui  abou- 
tissent à  un  même  point  des  forces  électromotrices  égales  et 
tendant  à  produire  des  courants  qui  s'approchent  ou  s'éloi- 
gnent tous  du  point  considéré,  ces  forces  électromotrices  s'an- 
nulant  deux  à  deux  dans  tous  les  contours  fermés  qui  passent 
par  le  point. 

212.   Conductearft   de  forme   quelconque.  —  Electrodes.    -^ 

L'analogie  de  la  conductibilité  électrique  avec  la  conductibi- 
lité calorifique  et  de  cette  dernière  avec  les  phénomènes 
d'électricité  statique  nous  permet  d'établir  directement  quel- 
ques théorèmes  relatifs  à  la  propagation  de  l'électricité. 

Considérons  d'abord  un  milieu  unique,  isotrope,  indéfini. 
Supposons  que,  pour  les  trois  ordres  de  phénomènes  ditfé- 
rents,  la  température  d'une  part  et  le  potentiel  d'autre  part 
soient  maintenus  constants  sur  différentes  surfaces  fermées 
S^y  S), S„,  et  que  sur  chacune  des  surfaces  les  tempéra- 
tures et  les  potentiels  t^  et  V^,  ^j  et  Vj soient  représentés 

par  les  mêmes  nombres  ou  par  des  nombres  proportionnels. 
Dans  le  problème  calorifique,  ces  surfaces  représenteront  les 
sources  de  chaleur;  dans  le  problème  d'électricité  statique, 
les  conducteurs;  dans  le  problème  de  la  propagation  de 
l'électricité,  on  les  appelle  les  électrodes. 

La  température  et  le  potentiel  en  un  point  quelconque  du  mi- 
lieu sont  des  fonctions  des  coordonnées  définies  par  la  condition 
que  ces  fonctions  prennent  des  valeurs  déterminées  sur  les  sur- 
faces limites  et  satisfassent  dans  l'intervalle  de  ces  surfaces  à  la 
condition 

Af=o      ou      AV=o. 

La  température  et  le  potentiel  auront  donc  en  chaque  point 
des  valeurs  égales  ou  dans  un  rapport  constant.  Les  surfaces 
isothermes  et  les  surfaces  de  niveau  électrique  Seront  iden- 
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tiques  dans  toute  retendue  du  milieu  et,  par  suite,  les  tubes 
de  flux  identiques. 

Au  traTers  d'un  élément  ^S  d'une  surface  quelconque,  le 

fluxdechaleur(ffo)est— /icfS— ,  le  flux  de  force  électrostatique 

est  —  rfSr—  et  le  courant  électrique  —  crfSr— ,  A*  et  c  étant 

les  coefficients  de  conductibilité  calorifique  et  électrique.  Ces 
trois  flux  sont  donc  proportionnnels  entre  eux. 

D'après  cela,  toutes  les  fois  qu'un  problème  de  propagation 
uniforme  de  la  chaleur  ou  d'électricité  statique  aura  été  ré- 
solu, le  problème  correspondant  de  propagation  électrique  à 
l'état  permanent  se  trouvera  résolu  de  la  même  manière. 

Nous  avons  vu,  en  particulier,  que,  si  on  se  donne  les 
potentiels  V^,  V,  •  -,  V»  sur  les  surfaces  fixes  S^,  Sj  •  -,  S„,  c'est- 
à-dire  les  potentiels  des  différents  conducteurs  dans  l'air,  le 
potentiel  est  défini  en  chaque  point  du  milieu  et  le  problème 
d'équilibre  n'a  qu'une  solution.  De  même,  si  le  milieu  dié- 
lectrique est  remplacé  par  un  milieu  conducteur,  et  que  les 
potentiels  soient  maintenus  constants  sur  les  mêmes  surfa- 
ces Sf,  S,  -••  S„,  le  flux  d'électricité  eçt  déterminé  en  chaque 
point  et  l'état  permanent  est  unique. 

218.  —  Supposons  maintenant  que  deux  diélectriques,  dont 
les  pouvoirs  inducteurs  sont  (a^  et  (jl,,  soient  séparés  par  une 
surface  S.  Le  flux  de  force  ne  se  conserve  pas  de  part  et 
d'autre  de  la  surface,  mais  le  flux  d'induction  se  conserve,  et 
l'on  a  {iti),  en  comptant  la  normale  n  à  la  surface  dans  le 
même  sens  pour  les  deux  milieux 

C'est  la  condition  de  continuité  sur  la  surface.  Si  on  remplace 
les  diélectriques  par  des  conducteurs  dont  les  coefficients  de 
conductibilité  soient  c^  et  c,,  le  Qux  d'électricité  est  alors  le 
même  de  part  et  d'autre  de  la  surface  S,  ce  qui  donne 
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On  voit,  d'après  cela,  que  si,  dans  un  problème  d'éleclro* 
statique  renfermant  des  diélectriques  dont  les  pouyoirs  induc- 
teurs sont  (i.4yiA2,  •*  [itiy  on  remplace  les  diélectriques  par  des 
conducteurs  dont  les  coefficients  de  conductibilité  c^,  c^,  - .  c^ 
soient  respectivement  proportionnels  aux  pouvoirs  inducteurs 
correspondants,  c'est-à-dire  tels  que  Ton  ait 

Ci       C^  "  Cn 


le  flux  d'électricité  en  chaque  point  sera  proportionnel  au  flux 
d'induction  du  système  électrostatique  corrélatif. 

Ainsi,  tous  les  problèmes  qui  ont  été  résolus  en  électrosta- 
tique pour  un  ensemble  de  diélectriques  fournissent  aussi 
la  solution  des  problèmes  correspondants  de  propagation  d'é- 
lectricité. Tels  sont,  par  exemple,  les  cas  suivants  : 

Sphères  concentriques  (97). 

Cylindres  concentriques  (so)  ou  cylindres  excentriques 
dont  Tun  est  intérieur  à  l'autre  (lao). 

Plans  parallèles  («i). 

Condensateurs  fermés  à  épaisseur  constante  (99). 

Sphères  concentriques  successives  formées  de  milieux 
différents  (164). 

21 4L.  CondueteurB  non  homoir^nes.  —  NouS  avonS  TU  aUSSl 

(i69)  qu'en  assimilant  un  diélectrique  à  un  milieu  de  pouvoir 
inducteur  (x^  dans  lequel  seraient  disséminées  de  petites  sphè- 
res de  pouvoir  inducteur  [k^^  le  milieu  ainsi  constitué  se  com- 
porte  comme  un  diélectrique  homogène  dont  le  pouvoir  in- 
ducteur [L  serait  représenté  par  l'expression 

dans  laquelle  h  désigne  le  rapport  de  la  somme  des  volumes 
des  petites  sphères  au  volume  total  de  l'espace  dans  lequel 
elles  sont  disséminées. 

Dans  des  conditions  analogues,  la  conductibilité  spécifique 
moyenne  d'un  milieu  de  conductibilité  c^,  renfermant  de  pe- 
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iites  sphères  de  conductibilité  c^,  a  pour  expression 

Si  le  rapport  -i  des  pouvoirs  conducteurs  des  sphères  et  du 
milieu  ambiant  est  très  grand,  la  formule  se  réduit  à 


c  —  Cj  1  • 


De  même,  le  problème  du  n"*  i5o  donnerait  la  conductibi- 
lité d'un  système  formé  de  trois  milieux  différents  séparés  par 
deux  plans  parallèles. 

215.    Coadncieun   anUotropes.  —   NouS    u'avons   jusqu'icî 

considéré  que  des  corps  isotropes,  c'est-à-dire  des  corps  jouis- 
sant des  mêmes  propriétés  dans  toutes  les  directions.  Si  le  mi- 
lieu est  anisotrope,  mais  homogène,  comme  les  corps  cristal- 
lisés, les  phénomènes  physiques  dépendent  de  la  direction 
suivant  laquelle  on  les  envisage. 

La  dilatation,  par  exemple,  peut  être  très  inégale.  Il  existe 
alors  trois  directions  principales,  rectangulaires  entre  elles, 
et  telles  que  la  dilatation  d'un  cylindre  infiniment  mince  con- 
sidéré dans  le  milieu  parallèlement  à  Tune  des  directions- 
principales  s'effectue  suivant  l'axe  du  cylindre.  Chacune  de 
ces  directions  est  définie  par  un  coefficient  particulier,  ce  qui 
donne  pour  le  milieu  trois  coefficients  principaux  de  dilata- 
tion /,  /'  et  r.  Si  l'on  imagine  dans  le  milieu  un  cylindre  infi- 
niment mince  dans  une  direction  quelconque  qui  fasse  avec 
les  directions  principales  des  angles  dont  les  cosinus  sont  8,  B^ 
et  i',  ce  cylindre  tourne  en  même  temps  qu'il  se  dilate^  mais 
en  restant  rectiligne  si  le  milieu  est  homogène.  La  dilatation 
parallèlement  à  Taxe  du  cylindre  est  égale  à  la  somme  des- 
projections sur  cet  axe  des  trois  dilatations  principales,  et  le 
coefficient  L  relatif  à  cette  direction  a  pour  valeur 

L  =  /â-h/'S'4-/T. 
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Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à  la  propagation  de 
la  chaleur,  à  la  propagation  de  l'électricité  et  à  Tinduction 
électrostatique. 

Dans  un  milieu  anisotrope,  le  flux  de  chaleur  en  un  point 
D*est  plus  normal  à  la  surface  isotherme  correspondante; 
mais,  comme  pour  la  dilatation  et,  en  général,  pour  toutes 
les  propriétés  qui  sont  des  fonctions  linéaires  de  causes  dont 
elles  dépendent,  il  y  a  encore  trois  directions  rectangulaires 
suivant  lesquelles  le  flux  de  chaleur  est  normal  aux  surfaces 
isothermes,  et  auxquelles  correspondent  trois  coefficients 
principaux  de  conductibilité  k,  k  et  k\ 

Au  travers  d'un  élément  de  surface  ^S  dont  la  normale  fait 
avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  a,  a  et  /,  le 
flux  de  chaleur  est  égal  à  la  somme  des  flux  qui  correspondent 
aux  projections  «t/S,  a  rfS,  aVS  de  l'élément  normales  aux 
trois  axes  principaux  ;  on  a  donc,  en  prenant  ces  trois  direc- 
tions pour  axes  de  coordonnées. 

De  même  encore,  en  désignant  par  c,  c  elc'  les  coefficients 
de  conductibilité  électrique  du  milieu  suivant  les  axes  prin- 
cipaux, le  flux  d'électricité  rfM  au  travers  d'un  élément  de 
surface  ^S  aura  une  expression  analogue  en  fonction  des  po- 
tentiels. Si  on  appelle  I/,  l'intensité  du  courant  par  unité  de 
surface  suivant  la  normale  à  l'élément,  on  aura 

L      ^^  ^J  ^^J 

ou 

Cette  dernière  expression  est  la  somme  des  projections  sur 
la  normale  des  intensités  des  courants  I,  T,  Y'  suivant  les  trois 
directions  principales,  ou  la  projection  du  courant  résultant  I^. 

En  appelant  6  l'angle  de  la  normale  à  l'élément  dS  avec 
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la  direction  du  courant,  laquelle  fait  avec  les  axes  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  X,  X',  \\  on  a  donc 

l,=(al4-«'r4-/0  =  {aX4-aT4-aV)I,=I,C0S6, 
et 

X    _   V    __    X^ 

216.  —  Nous  pouvons  maintenant  étendre  sans  difficulté  le 
même  mode  de  raisonnement  aux  phénomènes  d'induction 
dans  les  diélectriques  anisotropes.  Là  encore,  il  existe  trois 
directions  principales  d'induction,  telles  que  le  flux  de  force 
est  normal  aux  surfaces  de  niveau,  et  qu'on  peut  caracté- 
riser par  les  pouvoirs  inducteurs  spécifiques  p.,  \l  et  |jt.''.  Le 
flux  d'induction  au  travers  d'un  élément  dS  est,  en  appelant  9 
le  flux  par  unité  de  surface, 

çrfS=-rfS|^l.«-4-i.«-  +  tx«   -J. 

Si  Ton  désigne  par  ^,  ^'  et  ^^  les  cosinus  des  angles  avec  les 
axes  de  la  force  électrique  F  au  point  considéré,  laquelle  est 
normale  à  la  surface  de  niveau,  on  peut  écrire 

Dans  ce  cas  le  déplacement  électrique  (i26)  n'est  plus  pa- 
rallèle à  la  force  électrique. 

219.  Coudveteurs  à  deux  dinensions.  —  Les  Considérations 
qui  précèdent  s'appliquent  aux  milieux  indéfinis.  Rien  n'est 
changé  évidemment  si  on  limite  le  milieu  conducteur  par  une 
surface  formée  tout  entière  par  des  lignes  de  flux  du  système 
indéfini.  Pour  un  conducteur  limité  situé  dans  un  milieu  iso- 
lant, la  surface  extérieure,  quelle  qu'elle  soit,  est  toujours  pa- 
rallèle aux  lignes  de  flux  et  par  conséquent,  si  le  milieu  est 
isotrope,  normale  aux  surfaces  de  niveau. 

Tel  est  le  cas  de  la  propagation  de  l'électricité  dans  une 
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plaque  mince,  que  Ton  peut  considérer  comme  un  conducteur 
à  deux  dimensions.  On  peut  déterminer  expérimentalement 
le  lieu  des  points  qui  ont  un  même  potentiel,  par  la  condi- 
tion qu'aucun  courant  ne  s'établisse  dans  un  fil  conducteur 
dont  une  des  extrémités  est  mise  en  communication  avec  un 
point  fixe  de  la  plaque,  tandis  que  Tautre  est  déplacée  dans 
son  plan.  Les  résultats  donnés  par  Texpérience  sont  en  par- 
faite concordance  avec  ceux  qu'on  déduit  des  formules  de 
Fourier  et  apportent  une  nouvelle  confirmation  de  l'analogie 
des  deux  ordres  de  phénomènes. 

Dans  les  deux  cas,  on  peut  supposer  aussi  que  la  propaga- 
tion a  lieu  avec  ou  sans  perte  par  le  milieu  ambiant. 

Si  il  n'y  a  aucune  perte  par  le  milieu  extérieur,  Téquation 
de  Poisson,  pour  tout  point  pris  en  dehors  des  électrodes,  se 
réduit  à 

et,  pour  chaque  point  du  contour  de  la  plaque,  on  a 

11  est  facile  de  reconnaître  que  ce  problème  se  confond 
avec  le  problème  de  l'équilibre  dans  le  cas  d'une  distribu- 
tion cylindrique  (ia«  et  suiv.).  Nous  avons  vu  qu'alors,  dans 
un  plan  traversé  normalement  en  des  points  A^,  Aj,  A3  ••  par 
des  lignes  parallèles  de  densités  X^,  X.^,  X3  ••*,  le  potentiel  en 
un  point  P,  situé  à  des  distances  r^,  r,,  r,  •••  de  ces  lignes,  a 
pour  valeur 

Les  flux  de  force  qui,  dans  une  couche  d'épaisseurs  com- 
prise entre  deux  plans  parallèles,  émanent  des  différentes 
lignes  sont 

(p3=:4T7Aje, 
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Si^  dans  le  problème  de  propagation,  on  considère  les 
mêmes  portions  de  lignes  comme  des  sources  d*éleclricité, 
des  électrodes^  les  flux  d'électricité  ou  les  intensités  des  cou- 
rants sont 

on  en  déduit 


h 

A,: 

4rce' 

\- 

_    h 

et  l'expression  du  potentiel  eu  P  devient 

^^i-îzct  2xceL  **-'-'  J 

Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  de  deux  élec- 
trodes A,  et  Aj  fournissant  des  flux  égaux  et  de  signes  con- 
traires. Dans  ce  cas 

et 

Les  lignes  de  flux  sont  des  segments  de  cercle  passant  par 
les  deux  points  A^  et  A^  (fîg.  3o)  ;  les  lignes  de  niveau  sont  des 
circonférences  ayant  leurs  centres  sur  la  ligne  A/A^  et  telles 
que  ces  deux  points  soient  conjugués  par  rapport  à  chacune 
d'elles.  Il  est  évident,  d'après  la  remarque  faite  plus  haut,  que 
le  problème  restera  le  même  si,  au  lieu  d*une  plaque  indéû- 
aie,  on  considère  une  plaque  circulaire  ayant  les  deux  élec- 
trodes sur  sa  circonférence,  ou  encore  une  plaque  quelconque 
comprise  entre  deux  segments  circulaires  passant  par  les 
points  A^  et  A^. 
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218.  BésiBimBee  d'an  condaeto«r    de  fénme  4«elcoB4«e.  — 

Quel  que  soit  le  conducteur  que  Ton  considère,  on  peut  tou- 
jours le  supposer  divisé,  par  deux  séries  de  surfaces  parallèles 
aux  lignes  de  flux,  en  tubes  infiniment  déliés  et  dont  chacun 
est  un  tube  de  flux.  Chacun  de  ces  tubes  peut  lui-même  être 
assimilé  à  un  fil  conducteur  de  section  variable  dont  la  résis- 
tance est  en  chaque  point  en  raison  inverse  de  la  section. 
La  résistance  totale  se  déduira  de  la  résistance  de  Tensemble 
par  les  lois  ordinaires  des  courants  dérivés  :  Tinverse  de  la 
résistance  totale,  ou  la  conductibilité,  sera  la  somme  des  in- 
verses des  résistances  de  tous  ces  tubes. 

Le  calcul  sera  en  général  très  compliqué;  mais  quand  on 
connaît  par  expérience  la  valeur  du  potentiel  sur  les  deux 
électrodes  et  le  flux  d'électricité  correspondant,  il  est  facile  de 
déterminer  la  résistance  totale  de  milieu  conducteur  par  la 
formule  d'Ohm  (207). 

Prenons  comme  exemple  le  cas  de  deux  électrodes  Â^  et  A^ 
dans  un  milieu  indéfini.  Nouspouvons  supposer  que  ces  élec- 
trodes sont  de  petites  sphères  de  rayon  p.  Soient  V^  et  V^  leurs 
potentiels  et  I  la  valeur  absolue  du  flux  d'électricité  qui  cor- 
respond à  chacune  d'elles.  Si  le  rayon  p  est  négligeable  vis-à- 
vis  de  la  distance  A^  A^,  on  peut  admettre  que  le  potentiel  au 
voisinage  de  chacune  des  électrodes  est  en  raison  inverse  de 

la  distance  r  et  représenté  par  -«  ce  qui  donnera  sur  les  sphè- 
res elles-mêmes 

V  —V--. 


L'intensité  du  courant  est  alors 

l  =  c /F,rfS=-47:p'. 
Gomme  on  a,  sur  la  surface  de  la  sphère, 


rfV 
dn 
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il  vient 

I  =  47cci  =:  4*cV^  p  =  —  4^^  Vg  p  , 
ou 

I  =  2^cp(V,-V,). 

D  après  cela,  la  résistance  totale  R  du  milieu  aurait  pour 
expression 

27CCp 

Le  mênae  raisonnement  s'appliquerait  au  cas  d'un  milieu 
indéfini  d'un  c6té  et  terminé  de  l'autre  par  un  plan  sur  le- 
quel seraient  placées  deux  électrodes  hémisphériques  A|  et 
A^.  La  résistance  serait  alors  double  de  la  précédente  et  l'on 
aurait 

IÇCp 

11  est  remarquable  que  la  résistance  soit  indépendante  de 
la  distance  des  deux  électrodes  et  ne  dépende  que  de  leurs  di- 
mensions et  de  la  conductibilité  du  milieu.  Ce  cas  peut  être 
considéré  comme  correspondant  à  celui  de  la  terre  lorsque 
deux  points  du  sol  sont  en  communication  avec  des  électrodes 
nnaintenues  à  des  potentiels  égaux  en  valeurs  absolues  et  de 
signes  contraires. 

2111.  IMstrlbtttioB  de  Féleetrleité  sar  les  eonauetenrs  linéaire*. 

—  Lorsque  le  régime  est  permanent,  la  densité  étant  nulle  à 
rintérieur  des  conducteurs  (soa),  le  potentiel  est  dû  unique- 
ment à  Télectricité  qui  existe  sur  la  surface;  cette  couche  élec- 
trique est  distribuée  suivant  une  loi  qu'on  peut  déterminer 
dans  quelques  cas  simples. 

Considérons  un  fil  cylindrique  rectiligne,  de  diamètre  très 
petit  par  rapport  à  sa  longueur,  et  placé,  sur  toute  son  éten- 
due, dans  des  conditions  identiques  par  rapport  aux  conduc- 
teurs voisins.  Si  ce  fil  était  électrisé  et  en  équilibre,  la  distri- 
bution de  la  couche  superficielle,  à  quelque  distance  des 
extrémités,  serait  uniforme,  c'est-à-dire  que  toute  portion  de 
surface  comprise  entre  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  et 
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à  Tuaité  de  distance  porterait  une  même  quantité  d'électri- 
cité :  soit  X  cette  quantité  qu'on  peut  appeler  la  densité  li- 
néaire du  fil. 

Le  potentiel  Y  du  fil  est  d'ailleurs  proportionnel  à  la  charge 
totale  et,  parsuite^à  la  charge  de  chaque  unité  de  longueur. 
On  a  donc 

\=AX, 

A  étant  une  constante  qui  dépend  de  la  section  du  fil  et 
delà  position  des  conducteurs  extérieurs. 

Supposons  maintenant  qu*à  partir  d'un  point  P,  où  la  den- 
sité est  égale  à  X,  on  fasse  croître  cette  densité  d'un  côté,  et 
décroître  de  Tautre,  suivant  une  même  progression  arithmé- 
tique. Le  potentiel  en  P  n'aura  pas  changé  et  sera  toujours 
AX,  puisque  les  masses  enlevées  d'un  côté  ont  été  reportées 
de  l'autre  à  la  même  distance.  Ainsi,  quand  la  densité  varie 
en  progression  arithmétique,  le  long  du  conducteur  linéaire 
et  rectiligne,  le  potentiel  en  chaque  point  est  proportionnel  à 
la  densité  qui  existe  en  ce  point. 

Inversement,  si  le  potentiel  varie  en  progression  arithmé- 
tique, la  densité  varie  suivant  la  même  loi,  puisqu'il  n'y  a 
qu'une  solution  au  problème  de  la  propagation. 

Dans  le  cas  d'un  fil  rectiligne  d'une  grande  longueur,  par 
lequel  un  courant  permanent  se  propage  en  suivant  la  loi 
d'Ohm,  la  densité  linéaire  varie  donc  comme  le  potentiel,  en 
progression  arithmétique. 

Il  est  facile  de  voir  qu'il  en  sera  de  même  toutes  les  fois 
que  la  loi  de  distribution,  quelle  qu'elle  soit  d'ailleurs,  ne 
variera  pas  d'une  manière  trop  brusque  dans  le  voisinage  du 
point  P.  Dans  ce  cas,  en  effet,  la  courbe  représentative  de  la 
densité  se  confondra  avec  sa  tangente  sur  une  étendue  assez 
grande,  de  part  et  d'autre  du  point  P,  pour  que  l'action  des 
masses  situées  au  delà  puisse  être  considérée  comme  négli- 
geable. 

La  proportionnalité  des  densités  aux  potentiels  cesserait 
évidemment  si  le  fil  était  recourbé  sur  lui-même,  mais  on 
peut  la  considérer  en  général  comme  sensiblement  exacte. 
Elle  est  surtout  vraie  pour  les  cables  où  le  fil  conducteur  est 
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entouré  d'une  couche  diélectrique  d'épaisseur  constante  en- 
veloppée elle-même  d'un  conducteur  en  communication  avec 
le  sol.  Les  différentes  portions  du  fil  sont  alors  sans  action  ap- 
préciable les  unes  sur  les  autres  et  le  potentiel  en  chaque  point 
est  dû  seulement  aux  masses  électriques  les  plus  voisines.  Si  on 
appelle  y  la  capacité  de  Tunité  de  longueur  du  fil,  c'est-à-dire 
la  charge  qui  correspondrait  à  un  potentiel  égal  à  l'unité,  la 
charge  d'une  longueur  dx  au  potentiel  V  sera  égale  à  ^Wdx. 

220.  —  Propaipation   dans  an   111  ayee  perte  par  la  surface. 

—  Considérons  encore  un  fil  cylindrique  traversé  par  un  cou- 
rant et  supposons  le  régime  permanent  établi,  mais  avec  dé- 
perdition d'électricité  par  la  surface.  Le  flux  n'est  plus  paral- 
lèle à  l'axe  dans  toute  l'étendue  d'une  section  normale;  il 
tend  à  devenir  perpendiculaire  au  fil  au  voisinage  immédiat 
de  la  surface  extérieure.  Les  surfaces  de  niveau  S,  S'  (fig.  55) 


Fig.  5J 

sont  encore  planes  dans  leur  plus  grande  étendue,  mais  elles 
s'infléchissent  sur  les  bords  pour  se  raccorder  finalement  avec 
la  surface  extérieure  du  fil. 

La  perte  qui  a  lieu  par  la  surface  n'est  autre  chose  qu'un 
flux  d'électricité  dans  le  milieu  extérieur;  elle  est  donc  pro- 
portionnelle au  flux  de  force  électrique  (201).  Pour  une  lon- 
gueur dx  du  fil,  la  charge  est  yWdjc  et  le  flux  de  force  élec- 
trostatique 4'^f\dx.  En  appelant  c  le  coefficient  de  conducti- 
bilité du  milieu,  l'intensité  du  courant  latéral  serait  donc 
c'4^;Vf/x.  Comme  cette  intensité  est  aussi  égale  au  quotient 
du  potentiel  V  par  la  résistance  du  milieu  depuis  la  surface 
latérale  considérée  jusqu'aux  points  où  le  potentiel  est  nul,  la 

résistance  relative  à  la  longueur  dx  est        ,    ,    et  la  résis- 

i^TkC  *fCLX 

tance  p'  par  unité  de  longueur  est  égale  à  - — ?— 

Éledr.  et  Magn.  1  —  16 
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Le  régime  permanent  étant  établi,  le  flux  total  d'électricité 
qui  pénètre  par  la  surface  S  de  l'élément  de  volume  de  lon- 
gueur dx  doit  èlre  égal  à  la  somme  des  flux  qui  sortent  par  la 
surface  opposée  S'  et  par  la  surface  latérale,  ce  qui  donne 


c'est-à-dire 

rfW        I 


rfj^~cSp^ 


tV. 


Le  produit  cS  représente  aussi  l'inverse  de  la  résistance  p 
du  fil  par  unité  de  longueur;  en  posant  p*=-^=z:-^,  il  vient 

C'est  Téquation  de  Fourier  relative  à  la  propagation  de  la 
chaleur  dans  une  barre  cylindrique.  L'intégrale  de  cette  équa- 
tion peut  être  mise  sous  la  forme 

Pour  déterminer  les  constantes  A  et  B,  il  suffit  de  connaître 
les  potentiels  V^  et  V^  en  deux  points  P^  et  P^  situés  à  une  dis- 
tance /.  Le  potentiel  en  un  point  P,  situé  à  une  distance  x 
de  P ,  et  /  —  :r;  ou  j  de  Pp  a  pour  valeur 

(8)  v_v  ^''-^-''  ,  y  eP--^^^- 


Si  le  point  P^  est  au  sol,  on  a  V^=o,  ce  qui  donne 


(9)  v=v 


eJ/_e-p/ 
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Si  le  fil  est  indéfini,  la  constante  A  est  nulle,  et  il  vient 
ssi.  —  L'intensité  du  courant  dans  le  fil  a  pour  expression 

elle  devient,  si  le  point  P,  communique  au  sol, 
et,  si  le  fil  est  indéfini, 

If  o  ' 

VP? 
en  appelant  I^  l'intensité  à  l'origine  du  fil. 

222.  BéiUtance  d'un  conducteur  dans  le  cas  d'une  déperdi- 
tion latérale.  —  D'après  Téquation  (ii),  la  résistance  totale 
opposée  au  courant  électrique  depuis  le  point  P^  jusqu'au  sol, 
en  tenant  compte  des  dérivations,  a  pour  expression 

Considérons,  comme  problème  plus  général,  un  fil  dont 
différents  points  P^,  Pg,  P3  >••••  sont  réunis  au  sol  par  des 
conducteurs  de  résistance  p,,  p^,  Pa»----  Appelons  R^  la  résis- 
tance totale  depuis  le  point  P^  jusqu'au  sol,  Pj,  la  résistance 

à  partir  du  point  P^/ , ;  enfin  r,,  r^,  i\ les  résistances 

du  fil  entre  les  points  de  contact  successifs  P^Pj,  PjPa,  ..>  etc. 
A  partir  du  point  P,  la  conductibilité  totale  est  égale  à  la 
somme  des  conductibilités  que  présentent  les  différents  che- 
mins, ce  qui  donne  l'équation 

i     \  II' 


R^Pi     'i  +  K 


3 


244  COURANTS  ÉLECTRIQUES. 

On  aurait  une  suite  d'équalions  analogues,  et  finalement 
I       I  I 


(,3) 


^"f     ,-.-^. 


h' 

P2 


4- 


I 


I  1 


«+I 


C'est  le  cas  des  fils  télégraphiques  aériens  quand  on  veut 
tenir  compte  de  la  dérivation  par  les  poteaux.  Si  la  dérivation 
est  continue,  et  qu'on  appelle  R  la  résistance  à  partir  du 
point  P,  R  +  rfR  la  résistance  à  partir  du  point  voisin  P'  à  la 
distance  dx,  les  coefficients  p  et  p'  ayant  les  mêmes  significa- 
tions que  plus  haut,  Téquation  (12)  devient 


I  __  1 


dx 


dR        dx 


ou 

L'intégrale  de  cette  équation  est 

(,4)        ^.-y-"- 

La  constante  C  est  déterminée  par  les  conditions  limites.  Si 
la  résistance  dans  le  milieu  extérieur  à  partir  de  Texlrémité 
du  fil  P^  est  égale  à  R^,  on  obtient  en  faisant  x=l, 
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238.  Application  des  fonantes  de  Foarier.  —  Le  problème 

de  la  propagation  de  réieclricité  dans  un  conducteur,  lors- 
qu'on n'atteint  pas  un  régime  permanent,  par  exemple  dans  le 
cas  de  la  décharge  d'une  batterie  par  un  fil,  présente  de 
grandes  difficultés. 

Le  flux  d'électricité  qui  pénètre  dans  un  élément  de  volume 
n'est  pas  nul,  puisque  la  charge  est  variable  avec  le  temps  ; 
mais  on  ne  peut  plus  dire  à  priori  si  la  densité  intérieure  va- 
rie, ou  bien  si  elle  reste  encore  nulle,  l'accroissement  de  la 
charge  se  faisant  seulement  à  la  surface. 

En  l'absence  de  données  expérimentales  suffisantes,  l'idée 
la  plus  simple  est  de  poursuivre  l'analogie  entre  la  propaga- 
tion de  la  chaleur  et  celle  de  Télectricité,  et  d'essayer  l'appli- 
cation des  formules  de  Fourier  à  Tétat  variable  des  conduc- 
teurs. C'est  admettre  implicitement  que  le  flux  d'électricité 
est  en  chaque  point  proportionnel  à  la  force  électrique  en  ce 
point,  ou  à  la  dérivée  du  potentiel  de  toutes  les  masses  agis- 
santes. Cette  proposition  parait  assez  naturelle  s'il  est  vrai 
que  les  forces  électriques  agissent  réellement  à  distance  et 
d'une  manière  instantanée,  comme  on  l'admet  volontiers  pour 
l'attraction  universelle;  mais,  si  les  actions  électriques  se 
transmettent  au  contraire  par  l'intermédiaire  du  milieu  am- 
biant, en  vertu  de  ce  que  nous  avons  appelé  ïélasticité  élec- 
trique de  ce  milieu,  il  est  nécessaire  d'admettre  que  Tétat  de 
tension  électrique  (99,  12e)  s'établit  de  proche  en  proche.  Un 
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effet  physique  de  cette  nature  doit  nécessairement  exiger  un 
temps  fini,  quelque  Taible  quMl  soit.  Cette  question  du  temps, 
qui  ne  joue  aucun  rôle  dans  tous  les  problèmes  d^équilibre  ou 
de  régime  permanent,  pourra  avoir  un  effet  prédominant  dans 
les  phénomènes  de  l'état  variable. 

On  peut  admettre,  en  d'autres  termes^  que  la  force  électri- 
que se  propage  avec  une  vitesse  extrêmement  grande,  mais 
non  infinie,  ou  bien  que  le  potentiel  d'une  masse  électrique 
se  propage  lui-même  avec  une  vitesse  finie. 

Dans  ce  cas,  il  est  possible  encore  que  le  flux  d'électricité 
en  chaque  point  soit  proportionnera  la  force  électrique  ac- 
tuelle, mais  cette  force  ne  dépendra  pas  uniquement  de  la 
position  des  masses  agissantes,  elle  dépendra  aussi  de  la  vi- 
tesse de  ces  masses,  et  les  effets  pourront  être  très  différents 
suivant  que  la  vitesse  de  déplacement  des  masses  agissantes 
sera  ou  non  du  même  ordre  de  grandeur  que  la  vitesse  de  pro- 
pagation des  potentiels. 

Enfin  nous  verrons,  à  propos  des  phénomènes  d'induction 
électrodynamique^  que  le  déplacement  des  courants  électriques 
et  leurs  changements  d'intensité  produisent  des  forces  électro- 
motrices nouvelles,  qu'il  est  possible  de  calculer  dans  un  cer- 
tain nombre  de  cas,  et  qui  peuvent  modifier  beaucoup  les  ré- 
sultats relatifs  au  régime  variable. 

Les  deux  effets  que  nous  venons  de  signaler  sont  peut-être 
produits  parle  même  mécanisme;  nous  n'en  tiendrons  pas 
compte  pour  le  moment. 

Sous  le  bénéfice  de  ces  réserves,  nous  pouvons  encore  appli- 
quer les  formules  de  Fourier.  De  toute  façon,  les  résultats  aux- 
quels elles  conduisent  doivent  être  d'autant  plus  voisins  de  la 
vérité  que  les  modifications  de  l'état  variable  sont  plus  lentes  ; 
en  fait,  ces  résultats  représentent  d'une  manière  très  approchée 
la  propagation  de  l'électricité  dans  les  câbles  sous-marins  et 
s'appliquent  en  toute  rigueur  aux  expériences  de  Gaugain 
sur  la  propagation  dans  les  corps  très  résistants,  comme  des 
fils  de  coton  ou  des  colonnes  d'huile. 

224.  Etat  Tariable  dans  vu  conducteur  cylindri^ae.  -^^  Consi- 
dérons donc,  dans  un  conducteur  cylindrique,  l'élément  de 
volume  de  longueur  dx  compris  entre  deux  sections  infini- 
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ment  voisines  S  et  S'  (fig.  55).  Le  potentiel  en  un  point  P  n'est 
plus  une  simple  fonction  de  x,  c'est-à-dire  de  la  position  de  ce 
point,  mais  aussi  une  fonction  du  temps  t.  Pendant  le  temps  dt^ 
le  gain  d'électricité  de  cet  élément  de  volume  est  égal  à  Texcès 
du  flux  qui  pénètre  par  la  section  S  sur  le  flux  qui  sort  par  la 
section  S'  et  la  perte  par  la  surface  extérieure,  c'est-à-dire 

^rr^.dxdt  —  ^\dxdt=\  -^— i-V  \dxdt. 
p  Jjr  p  Lp  Dor     p      J 

L'accroissement  de  charge [-^ — -W^dt  par  unité  de  lon- 
gueur produira  une  variation  de  potentiel  d\  ou  —  dt;  on 

aura  donc,  en  admettant  que  le  rapport  de  la  charge  au  po- 
tentiel reste  égal  à  la  capacité,  comme  dans  les  phénomènes 
d'électricité  statique  ou  de  régime  permanent,  c'est-à-dire  que 
la  charge  nouvelle  se  porte  entièrement  à  la  surface, 

i^-W-   — 
En  posant  o?=yp,  Téqualion  devient 

/  >  ^'V     ,;)V    ^3^ 

Si  la  perte  par  la  surface  est  négligeable,  le  coefficient  0' 
est  nul  et  il  reste 

Remarquons  d'ailleurs  que,  si  la  perte  n'est  pas  nulle,  on 
peut  poser 

V=Ue-r.'=Ue~; 

l'équation  (i)  prend  la  forme  de  l'équation  (a)  et  devient 
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Dans  les  deux  cas,  le  potentiel  V  est  nnc  fonction  de  x  et 
de  t  qui  tend  à  devenir  une  simple  fonction  de  x  lorsque  le 
temps  augmente. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  a  été  donnée  par 
Fourier  sous  plusieurs  formes. 

Si  Ton  considère  un  fil  de  longueur  l,  primitiTement  i 
l'état  neutre,  dont  Tune  des  extrémités  est  en  communica- 
tion avec  le  sol  et  dont  l'autre  extrémité  est  portée  brus- 
quement au  potentiel  V^  et  maintenue  ensuite  à  ce  niveau 
électrique,  la  valeur  générale  du  potentiel  à  la  distance  x  de 
l'origine  du  fil  et  à  l'époque  f ,  à  partir  de  l'établissement  du 
contact,  est  donnée  par  l'expression 


V        eP(/-*)_<5-?('-^)  ^.iv»"^*  ^  "  —  i 


m: 


qui  devient,  si  la  déperdition  est  négligeable, 
(4)  ^^:=.-^^,^^^-e  ...sm-^x. 

825.  Durée  de  propaflpatlon  relatiTe.  —  La  SeCOnde  équatiou 

montre  que,  s'il  n'y  a  pas  de  déperdition  latérale,  le  rapport 
du  potentiel  à  une  distance  x  au  potentiel  à  l'origine  est  le 
même  pour  deux  fils  différents,  en  deux  points  dont  les  dis- 
lances à  l'origine  sont  proportionnelles  aux  longueurs  totales 

des  fils,  lorsque  le  rapport  -™  a  la  même  valeur. 

Le  temps  t  nécessaire  pour  que  le  potentiel  en  un  point 
quelconque,  au  milieu  du  fil  par  exemple,  atteigne  une  frac- 
tion déterminée  du  potentiel  initial,  ou  du  potentiel  final, 
est  denc  proportionnel  à  o?P  ou  yp'*»  c'est-à-dire  au  carré  de 
la  longueur  du  fil,  à  la  capacité  et  à  la  résistance  de  l'unité 
de  longueur.  Cette  condition  donne  ce  qu'on  peut  appeler  la 
dvrée  de  propagation  relative  de  l'électricité. 

11  n'y  a  donc  pas  pour  la  propagation  des  phénomènes  élec- 
triques, dans  les  conditions  qui  précèdent,  une  vitesse  déter- 
minée comme  pour  le  son  ou  la  lumière.  La  vitesse  apparente 
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que  Ton  a  essayé  quelquefois  d'évaluer  en  supposant  la  pro- 
pagation uniforme  et  en  déterminant  le  temps  nécessaire  pour 
que  Télectrisation  produite  à  l'origine  d'un  fil  eût  un  effet 
sensible  à  une  certaine  distance,  dépend  des  constantes  carac- 
léristiques  du  fil  et  de  la  sensibilité  des  organes  par  lesquels 
on  mettait  ces  effets  électriques  en  évidence. 

226.  Fil  indéfini.  —  L'intégrale  générale  de  Fourier  se 
prêle  difficilement  à  des  applications  numériques;  mais  on 
peut  choisir  d'abord  des  conditions  plus  simples  qui  corres- 
pondent en  réalité  à  plusieurs  des  phénomènes  observés  et 
nous  permettront  de  retrouver  les  principaux  résultats  obte- 
nus par  sir  W.  Thomson. 

Considérons  un  fil  isolé,  dont  la  déperdition  par  la  surface 
est  négligeable,  primitivement  à  l'état  neutre  et  de  longueur 
indéfinie,  ou  du  moins  de  longueur  telle  que  l'état  en  un  point 
ne  soit  pas  sensiblement  modifié  par  celui  de  l'extrémité  la  plus 
éloignée.  On  établit  à  l'origine  du  fil  un  potentiel  constant  Vo. 
Au  bout  du  temps  t  le  potentiel  à  la  distance  x  est  déterminé 
par  l'équation 

Pour  un  second  fil  placé  dans  les  mêmes  conditions  que  le 
premier  et  dont  la  nature  est  définie  par  un  autre  coefficient  a', 
en  aura  de  même 

Posons  x'=^mx,  t'=int^  metn  étant  des  constantes;  nous 
pourrons  alors  considérer  le  potentiel  V  comme  une  fonction 
des  variables  x  et  t,  et  l'équation  (5)  deviendra 

Si  Ion  choisit  les  coefficients  m  et  n  de  façon  qu'on  ait 
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c'est-à-dire 


les  potentiels  V  et  W  satisfont  à  la  même  équation  différen- 
tielle (2)  et  aux  mêmes  conditions  limites;  ils  représentent 
donc  la  même  fonction  de  x  et  de  t. 

229.  —  Ainsi,  pour  des  fils  indéfinis,  ce  qui  dans  la  prati- 
que équivaut  à  des  fils  assez  longs  pour  que  la  durée  de  la 
propagation  ait  une  valeur  sensible,  le  potentiel  V  ne  change 

pas  lorsque  le  rapport —  conserve  la  même  valeur;  c'est 

donc  une  fonction  de  ce  rapport. 

Il  en  résulte  déjà  cette  conséquence  établie  plus  haut  (sse) 
que  le  temps  nécessaire  pour  provoquer  à  la  distance  x  un 
potentiel  déterminé,  ou,  plus  exactement,  une  fraction  déter- 
minée du  potentiel  à  l'origine,  est  proportionnel  au  carré  de 
la  distance  et  au  coefficient  o?  qui  caractérise  le  fil. 

Dans  ces  conditions,  Téquation  (2)  ne  renferme  réellement 
qu'une  variable  indépendante  et,  en  posant 

elle  devient 

(PW         d\ 

on  en  déduit  aisément 

V=A  /   e-^dz  +  B. 


'-r 


Les  constantes  A  et  B  sont  déterminées  par  les  conditions 
initiales.  Pour  r:=o,  c'esl-à-dirc  x— o  ou  ^=00  ,  on  a  V=Vo; 
pour  z=co  ,  c'est-à-dire  x=:oo  ou  f =0,  on  a  V=o. 

Il  vient  alors 


X"' 


e-''dz 
V 


X 


e-''dz 
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2oi 


L'iniégrale  que  renferme  cette  formule  «n'a  pas  d'expres- 
sion simple,  mais  elle  se  présente  dans  un  grand  nombre  de 
problèmes,  par  exemple  dans  la  théorie  des  probabilités,  et 
on  en  a  calculé  les  tables,  de  sorte  qu'elle  est  bien  connue 
comme  valeurs  numériques. 

Entre  les  limites  o  et  oo ,  en  particulier,  elle  est  égale 

3-2—,  ce  qui  donne 
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Fig.  56 


La  courbe  A  (fig.  56)  représente  les  valeurs  du  rapport 

des  potentiels  ^  en  fonction  de  t  en  prenant  «=— — =2*f. 

L'ordonnée  reste  d^abord  quelque  temps  nulle  au  voisinage 
de  l'origine  et  ne  commence  à  prendre  une  valeur  sensible 

qu'à  partir  du  moment  où  l'on  a  ^= /•  La  courbe  a  ensuite 

pour  asymptote  une  parallèle  à  Taxe  des  t  à  une  distance  de 
cet  axe  égale  à  l'unité. 
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^88.  —  L'inlensité  du  courant^  à  la  distance  x,  a  pour  ex- 
pression 


I=- 


iDV 


i(l\  Z>3__V^  2     _^    a   . 


en  remplaçant  z^  par  -,  il  vient 


V.a 


/r/     rt 


Cette  intensité  est  une  fonction  du  temps;  elle  est  nulle 
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pour  t=:o  et  pour  ^  =  00  et  devient  maximum  quand  on 
a— =  0,  ce  qui  donne  z^  —  -.  En  appelant  T  l'époque  du 
maximum,  on  a  donc 


T=2a: 


La  courbe  A  (fig.  07)  représente  les  valeurs  de  l'expression 
t/-e~r  qui  est  proportionnelle  à  Tintensilé  du  courant.  L'é- 
poque %a  du  maximum  étant  proportionnelle  à  a^x^,  on  voit 
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que  la  courbe  est  d'autant  plus  inclinée  que  la  distance  x  du 
point  considéré  à  Torigine  est  plus  grande. 

SSO.  CoBtaeU  momentanéB.  —  SuppOSOns   qu'on  n'étdbiisse 

à  l'origine  du  fil  qu'un  contact  momentané  avec  une  source 
à  potentiel  constant,  c'est-à-dire  que  cette  extrémité  ne  soit 
portée  au  potentiel  V^  que  pendant  un  temps  très  court  t  et 
ensuite  reliée  avec  le  sol. 

Le  potentiel  en  un  point  quelconque  s'obtiendra  en  super- 
posant deux  états,  le  premier  dû  au  potentiel  permanent  V^ 
établi  à  l'origine  du  fil  au  commencement  du  temps,  le  second 
au  potentiel  permanent  —  V^  établi  seulement  à  l'époque  t. 
La  valeur  du  potentiel  à  la  distance  x  relative  à  chacun  des 
états  est  une  même  fonction  du  temps  écoulé  depuis  l'établis- 
sement, à  l'origine  du  fil,  du  potentiel  correspondant;  le  po- 
tentiel résultant  U  est  donc  égal  à  V(^)  — V(t— t).  Si  Ton  sup- 
pose le  temps  t  infiniment  petit,  il  vient 

¥T  XJI    \  ^T/  \  <^V  rfV     t)2 

U=V(.)-V(.-.)=,-=,^.-. 
On  en  déduit 

La  valeur  de  U  n'est  plus  alors  une  simple  fonction  de  z^. 
Eq  représentant  par  ç  la  fonction 

z     ^     ax     «^ 

^       t  2tl 


on  peut  écrire 

(8) 


880.  —  On  peut  d'ailleurs  déterminer  graphiquement  la 
valeur  de  ^  en  prenant  la  différence  des  ordonnées  de  la 

o 

courbe  A  (fig.  56)  et  d'une  autre  courbe  identique  qui  aurait 
été  déplacée  vers  la  droite  d'une  quantité  t.  Les  courbes  I^  11, 
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III,  lY,  V  représentent  le  résultat  de  cette  superposition  pour 
des  valeurs  de  t  égales  respectivement  à  a,  sa,  3a,  4^,  5a. 

On  voit,  par  cette  construction  et  par  la  formule,  que  la  com- 
munication momentanée  de  l'extrémité  du  fil  avec  une  source 
à  potentiel  constant  donne  lieu  à  une  sorte  à'onde  électrique 
qui  se  propage  suivant  une  loi  assez  complexe  et  s'étale  à  me- 
sure qu'elle  se  propage. 

On  obtiendrait  de  même  les  intensités  correspondant  à  des 
contacts  momentanés  :  les  courbes  I,  II,  III  (fig.  5j)  représen- 
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tent  la  loi  des  intensités  en  un  point  pour  des  contacts  de  du- 
rées respectivement  égales  à  a,  2a,  3a. 

231.  —  L'époque  T^  du  maximum  de  potentiel  pour  Tonde 
relative  à  un  contact  infiniment  court  est  déterminée  par  la 
condition 


^ 
^t 


-=o. 


ou 


Comme  on  a 


^t     \       1)  t 
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le  maximum  a  lieu  pour  25^^  =  3,  ou 

Ce  temps  T^  correspond  au  point  d'inflexion  de  la  courbe  A 
(fig.  56),  puisque  la  condition  ^  =  0  équivaut  à  ---r~o;  il  est 

.  ut  ot 

le  tiers  du  temps  T  nécessaire  pour  avoir  en  ce  point  Tinten- 
sité  maximum,  avec  un  potentiel  constant  à  Torigine  du  fil. 

Le  temps  T^  peut  donc  être  considéré  comme  exprimant  la 
durée  de  propagation  d'une  onde  électrique, 

288.  —  On  peut  déterminer,  de  même,  par  une  construc- 
tion graphique  ou  par  le  calcul,  l'onde  qui  résulterait  de  la 
communication  alternative  de  Torigine  du  01  avec  dçs  sources 
à  potentiels  -hV^  et  —  V^,  pendant  des  temps  égaux  ou  iné- 
gaux. Les  courbes  de  la  figure  58  correspondent  ainsi  de  con- 
tacts alternatifs  qu'on  peut  résumer  dans  le  tableau  suivant  : 


Courbes. 

Durées  dos  contacts 

+ 

— 

1 

il 

a 

11 

a 

a 

m 

lia 

ia 

iV 

2a 

a 

V 

3a 

2a 

VI 

ia 

a 

vu 

3a 

2a 

On  voit  qu'en  choisissant  les  durées  de  ces  contacts,  on  peut 
obtenir  une  onde  beaucoup  plus  courte  que  par  un  contact 
unique.  Le  fil  est  donc  rapidement  amené  à  Tétat  neutre  après 
le  passage  de  Tonde;  c'est  le  problème  que  l'on  se  propose  de 
résoudre  pour  les  transmissions  télégraphiques. 

Pour  construire  la  courbe  de  contact  t,  il  suffit  d'ajouter  al- 
gébriquement les  ordonnées  de  la  courbe  A  et  d'une  autre 
courbe  —A,  dont  l'origine  est  déplacée  de  t.  La  courbe  rela- 
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tive  à  un  contact  suivant  -î  de  signe  contraire  s'obtient  de 
même  par  les  ordonnées  des  courbes  —  Af  et  -hA^-i-T.  La 
courbe  relative  aux  contacts  t  et  t'  de  signes  contraires  s'ob- 
tiendra donc  par  la  somme  des  ordonnées  des  trois  courbes 
A  — 2At4-A--+-v;  on  évitera  ainsi  la  construction  séparée  des 
courbes  relatives  aux  différents  contacts. 

288.  —  Dans  le  cas  général,  le  potentiel  V^  à  Torigine  du  fil 
ne  passe  pas  subitement  de  zéro  à  une  valeur  constante,  c*est 
une  fonction  continue  F(0)  du  temps  0,  compté  à  partir  du  mo- 
ment où  rélectrisation  commence.  L*élément  d\j  du  potentiel 
à  la  distance  x  et  à  Tépoque  t  qui  correspond  au  potentiel  \\ 
établi  pendant  le  temps  d^  et  à  Tépoque  0  à  Torigine  du  fil 

est  égal  (220)  à  — U c(f  — ô)r/6.  Si  la  durée  totale  d'électrisa- 
tion  estT,  on  aura  donc  pour  le  potentiel  résultant 

StJo 

On  doit  remarquer  toutefois  que  cette  expression  n'a  de 
sens  que  pour  les  valeurs  de  t  supérieures  à  t. 

Si  le  potentiel  à  l'origine  varie  périodiquement  suivant  une 
loi  simple,  s'il  est  représenté,  par  exemple,  par  V^sina/i/, 
Tétat  électrique  définitif  du  fil  en  chaque  point  varie  évidem- 
ment suivant  la  même  période.  Le  potentiel  à  la  distance  j 
peut  être  exprimé  par  la  formule 

V=:V^Asin(/i«  — ix), 

dans  laquelle  h  est  une  constante  et  A  une  fonction  de  x.  Eu 
substituant  dans  l'équation  (2),  on  trouve  finalement 

(9)  V  =  V^e—^^'"  sin  {%nt  —  xx^li) . 

Une  phase  déterminée  du  potentiel  à  l'origine  se  transmet 
donc  le  long  du  fil  avec  une  vitesse  constante  égale  à 
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Dans  ce  cas,  on  peut  dire  qu'il  y  a  une  vitesse  de  propagation 
régulière,  mais  cette  vitesse  dépend  de  la  période  d'oscilla- 
lîon  électrique;  le  temps  nécessaire  pour  parcourir  une  lon- 
gueur déterminée  est  proportionnel  à  a,  et  non  à  a*,  comme  on 
Tavail  trouvé  pour  la  durée  de  propagation  relative  considérée 
plus  haut  (225). 

Si  Téleclrisation  à  l'origine  suit  une  loi  plus  ou  moins  com- 
plexe et  que  l'expression  du  potentiel  initial  soit  décompo- 
sable  en  une  série  de  termes  périodiques  simples^  le  potentiel 
daas  le  fil  sera  représenté  par  une  série  d'ondes  élémentaires 
correspondantes  ;  mais  ces  ondes  se  propageront  avec  des 
vitesses  différentes,  et  il  se  produira  une  sorte  de  dispersion 
électrique  analogue  au  phénomène  que  présente  la  propaga- 
tion de  la  lumière  dans  un  milieu  réfringent. 

934L.  —  Supposons  que  le  potentiel  à  l'origine  V^  ait  alter- 
nativement des  valeurs  constantes  égales  et  de  signes  con- 
traires, pendant  des  temps  très  petits  et  égaux  t,  et  que  l'opé- 
ration soit  répétée  un  nombre  impair  de  fois,  2/»+i  par 
exemple,  c*est-à-dire 

+  V^       de    o     à     T, 
—  V        de    T     à    2T, 

-i-\       de  2T     à    3t, 


On  a  alors 


•V^       de  a/ïT  à  {^n-^i)-;. 

Il  T     -^•"'« 


Les  différentes  valeurs  de  la  fonction  9  (^  —  0)  sont  : 

Pour  le  i"  contact  -f-(p(t  — o)     =:-f-9(^), 

—       (2/1 4- 1)*  -+-(p(f— .2/ït)=:-|-ç(«)  — 2nT9'(f). 
Éfectr.  eiMagn.  1  —  17 
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Ajoulanl  toutes  ces  équations,  il  vient 

2:%(«-9)=çw-«v(')=?w[.-y(^'-f)]. 

et,  par  suite. 

Le  maximum  de  la  valeur  de  U  à  la  distance  x  se  produit 
à  répoque  T„  déterminée  par  la  condition 


1;?=="' 


5U 
qui  donne 

(t-)[-^t(¥-')]=7(^-')- 

Si  on  remplace  t,  dans  tous  les  termes  qui  contiennent  t  en 

net 
facteur,  par  la  valeur  approchée  -rr-  qui  correspond  au  maxi- 
mum T^  de  la  première  onde,  il  vient 

OU  enfin 

T„  =  T^  -/iT. 

Le  temps  au  bout  duquel  a  lieu  le  maximum  diminue  donc 
à  mesure  que  le  nombre  des  contacts  augmente;  les  ondes 
sont  ainsi  raccourcies  et  la  durée  du  phénomène  se  trouve 
notablement  diminuée. 

Une  série  d'un  nombre  impair  de  contacts  alternatifs  très 
courts  et  d'égales  durées  produirait  donc  le  long  du  fil  une 
perturbation  de  même  sens  mais  beaucoup  plus  courte  que 
celle  d'un  contact  unique. 
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«s«.  —  Pour  un  contact  de  durée  iqfmiment  petite  t,  le 
potentiel  en  un  point  à  Tépoque  t  est 


L'intensité  du  courant  a  pour  valeur 

Ll 

i     \                 ,      Vo    T       a    (à\\/  a        \    _« 
(lo)  1= — .-^ y-   -     (a I  ]G  f 


«* 

ni 

w 

\ 

{ 

fil 

\ 

\ 

I 

\, 

i 

N 

\ 

0 

L 

^ 

^-. 

...Oy 

1 

Fig.  59 

On  vérifie  aisément  que  le  maximum,  déterminé  parla  con- 
dition --!=:o,  a  lieu  pour 


D« 


3^  — -=3,  ou  t=:r:' 


La  courbe  l  (fig.  Sg)  représente  les  valeurs  de  l'expression 
qui  est  proportionnelle  à  Tintensité  du  courant. 
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3ae.  ni  limité.  -—  Pour  passer  au  cas  d'un  fii  OE  (Gg.  60) 
de  longueur  limitée  /,  dont  l'extrémité  Ë  communique  avec 
le  sol,  considérons  un  fil  indéfini  X'X  et  supposons  sur  ce  fil 
deux  séries  de  sources  0^,  0^  •••,  0',  0',  0"  ••  ,  à  des  dis- 
tances successives  égales  à  2/;  les  premières  0^,  Oj,  •••  sont 
identiques  à  la  source  donnée  qui  existe  au  point  0,  et  les 
autres  0',  0",  0'",  •••  ont  la  même  valeur  numérique  chan- 
gée de  signe. 

Toutes  ces  sources,  0  et  0',  0^  et  0',  •••  étant  deux  à  deux 
symétriques  par  rapport  au  point  E  et  de  signes  conlraires, 
le  potentiel  en  E  sera  toujours  égal  a  zéro.  De  même,  toutes 
les  sources  ajoutées,  0^  et  0',  0^  etO*',  •••  sont  deux  à  deux 
symétriques  par  rapport  au  point  0  et  de  signes  contraires  : 
le  potentiel  en  ce  point  ne  dépendra  que  de  la  source  qui  s'y 
trouve.  La  portion  OE  du  fil  indéfini  est  donc  dans  le  même 
état  que  si  elle  était  seule. 

L'intensité  du  courant  au  point  P,  situé  sur  le  fil  OE  à  la 

X'     0» 0; 0  E  0' 0' 0-    X 

Fig.  60 

dislance  x  de  Torigine  0,  est  la  somme  algébrique  des  inten- 
sités qui  seraient  produites  en  ce  point  par  toutes  les  sources 
supposées  sur  un  fil  indéfini. 

Si  toutes  les  sources  sont  portées  au  potentiel  constant  V^ 
on  aura  (220),  pour  la  portion  de  Tintensité  due  à  la  source  0, 

I    -—=e    41  r=_=y(a:). 
p\'î:t  p\T:t 

Pour  les  sources  situées  à  gauche,  il  suffira,  dans  cette 
expression,  de  donner  successivement  à  a:  les  valeurs  x-h^l, 
x-hily  .-.x  +  a/i/,  ...  Les  sources  0',  0",  0", ...  donneraient 
des  courants  de  sens  contraires  aux  précédentes  si  elles 
étaient  au  potentiel  V^,  mais,  comme  elles  ont  été  changées  de 
signe,  les  flux  d'électricité  qu'elles  produisent  sont  encore  de 
même  sens;  on  devra  donc  aussi  remplacer  x  par  2/  — x, 
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4/— x,  •..,  'knl  —  x,  ...,  ce  qui  donne  pour  Tintensité  I, 


Lorsque  Ton  fait  x=l^  c'est-à-dire  quand  on  considère  le 
phénomène  au  point  E,  à  rextrémité  du  fil  qui  communique 
au  sol,  l'expression  se  simpliGe,  et  Ton  voit  immédiatement 
que  rintensilé  est  double  de  celle  que  donneraient  toutes  les 
sources  de  gauche.  On  a  donc 


En  posant  e — \r=Vy  il  vient 

LMatensité  est  nulle  d'abord,  puisque  v  est  nul  quand  t  est 

Vo 

égal  à  zéro;  elle  croît  ensuite  vers  la  valeur  limite  -j. 

La  courbe  représentée  par  cette  série  serait  assez  facile  «à 
calculer,  parce  que  les  termes  vont  rapidement  en  décroissant 
lorsque  v  diffère  sensiblement  de  Tunité. 

289.  —  Toutefois  sir  W.  Thomson  a  résolu  le  problème  à 
Taide  d'une  autre  série  plus  facile  à  discuter  qui  se  déduit 
directement  de  l'équation  (4)  de  Fourier. 

D'après  cette  formule,  l'intensité  du  courant  à  la  distance  x 
de  l'origine  a  pour  expression 

1  = -— =r-;-|  i4-a>        e  «t/t'cos-r-x    . 

p  ;>x    p/L       ^n=i  t   J 

Pour  ^extrémité  du  fil  qui  communique  avec  le  sol,  x=l  et 
il  vient 

l  =  -y    i4-a^       e""^53î'cos/n:    . 
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En  donnant  à  n  les  valeurs  successives  i ,  2,  3,  •  . ,  le  cosinus 
prend  alternativement  des  valeurs  égales  à  —i  et  4-1.  Si  Ton 
pose,  pour  abréger, 


on  obtient 
V 


(la)     I  =  ^r,_2(i/-«*4-i/* 


qpii' 


)]=F(0. 


Pour  des  valeurs  de  t  très  petites,  u  tend  vers  Tunité,  la 
série  comprise  entre  parenthèses  est  égale  à  -  et  rintensitc 
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du  courant  nulle.  A  mesure  que  le  temps  augmente,  u  dimi- 

nue,  la  série  tend  vers  zéro,  et  Tintensité  du  courant  croit 

V 
jusqu'à  la  valeur  limile  -^.  La  série  est  d'ailleurs  facile  à  cal- 

culer  :  d'après  sir  W.  Thomson,  elle  ne  diffère  d'une  manière 
appréciable  de  sa  valeur  maximum  qu'à  partir  du  moment 

où  a  est  supérieur  à  ^.  En  appelant  a  l'époque  à  laquelle  cette 

valeur  est  atteinte,  on  a 
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On  peut  écrire  alors 


T.tg'    l 
il  rz:  e~ïni"  a  : 


(l)-^- 


La  courbe  A  (fig.  61)  représente,  en  fonclion  du  temps  et 
en  prenant  pour  unité  l'intensité  finale,  la  courbe  de  Tinten- 
site  du  courant  produite  à  rextrémité  du  fil  qui  communique 
au  sol  par  un  potentiel  constant  établi  a  l'autre  extrémité. 

%9S.  Conincto  momentanés.  —  Pour  obtenir  Tiutensité  qui 
correspond  à  la  communication  du  fil  avec  une  source  à  poten- 
tiel constant  V^  pendant  un  temps  t,  il  suffirait,  comme  pour 
le  cas  du  fil  isolé,  de  calculer  l'expression 

L=F(/)-F(f-T), 

ou  de  construire  géométriquement  la  courbe  dont  l'ordonnée 
en  chaque  point  est  égale  à  la  différence  des  ordonnées  des 
deux  courbes  F[t)  et  F(t— t). 

Les  courbes  H,  III,  IV,  V,  VI,  VII  (fig.  61),  représentent 
ainsi  les  intensités  qui  proviennent  de  contacts  dont  les  durées 
sont  respectivement  égales  à  2a',  3a', ,  ya.  Le  phéno- 
mène se  présente  encore  comme  une  onde  électrique  ou  une 
impulsion  momentanée  à  l'extrémité  du  fil. 

Si  la  durée  du  contact  est  infiniment  petite,  la  courbe  d'ar- 
rivée de  l'intensité  est  représentée  par  l'équation 


rfF       rfF  du 
qui  donne 


dt      '  du  di' 


Cette  intensité  est  représentée  parla  courbe  B  (fig.  61).  Elle 
est  maximum  lorsqu'on  a  -7-  =  o,  c'est-à-dire 

u-  i6M^-h8îM^ Hf= /«*«"* :^o, 
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équation  qui  donne  sensiblement 


■r©'' 


ou 


t=:3a. 


289.  —  Enfin,  pour  raccourcir  les  ondes  à  larrivée  et 
décharger  le  fil,  on  pourra  encore  mettre  l'origine  du  fil 
alternailyement  à  des  potentiels  égaux  et  de  signes  contraires, 


Fi  g.  6'i 

pendant  des  temps  égaux  ou  inégaux,  en  la  reliant  avec  Tun 
des  pôles  d'une  pile. 

Les  courbes  I,  Il  et  lll  de  la  figure  62  représentent  les  ondes 
d'arrivée  des  contacts  alternatifs  suivants  : 


Courbes. 

Dnrées  des  contacts 

4- 

— 

+ 

I 

4«' 

4«' 

II 

3a' 

3a' 

a' 

III 

a 

4a' 

2a 


Sans  qu'il  soit    nécessaire   d'insister  davantage,  pour  le 
moment,  sur  cette  question  importante,  on  voit  quelle  est  la 
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nature  du  problème  et  quelles  sont  les  méthodes  que  Ton  peut 
utiliser  pour  accélérer  la  transmission  des  signaux  dans  les 
câbles  électriques. 

240.  Emploi  des  coniieiisateiirs.  —  Ajoutons  encore  que, 
dans  la  pratique,  on  a  trouvé  très  avantageux  de  maintenir  le 
câble  constamment  isolé  en  reliant  chacune  de  ses  extrémités 
avec  un  condensateur.  La  pile  de  charge  électrise  Tune  des 
armatures  du  condensateur,  placé  au  poste  de  départ;  l'autre 
armature,  qui  communique  avec  le  câble,  s'électrise  en  signe 
contraire,  et  un  flux  de  même  signe  que  celui  qu'aurait  donné 
la  pile  se  porte  sur  la  première  armature  du  condensateur 
situé  à  l'autre  bout.  La  seconde  armature  de  ce  condensateur 
communique,  par  exemple,  avec  un  électromètre^  ou  est  reliée 
au  sol  par  un  galvanomètre. 

Si  le  contact  à  l'origine  est  continu,  Télectromètre  tend  vers 
une  déviation  maximum  ;  le  galvanomètre  donne  une  dévia- 
tion croissante  d'abord  et  revient  ensuite  au  zéro,  de  sorte  que, 
même  pour  un  contact  permanent,  le  phénomène  se  présente 
déjà  sous  la  forme  d'une  onde  électrique.  On  conçoit  aisément, 
d'après  cela,  que  des  contacts  momentanés  et  alternatifs  con- 
venablement choisis  peuvent  produire  des  ondes  notablement 
plus  courtes  que  si  le  fil  eût  été  électrise  directement  par  la 
pile  de  charge. 

341.  Prop«ir»tton  dans  les  diélectriques.  —  LeS  COnséquenceS 

de  la  formule  de  Fourier  appliquée  h  l'état  variable  trouvent 
leur  vériGcation,  comme  on  l'a  déjà  dit,  pour  les  bons  con- 
ducteurs dans  les  phénomènes  que  présentent  les  câbles  trans- 
atlantiques et^  pour  les  conducteurs  médiocres,  dans  les  expé- 
riences de  Gaugain.  La  formule  parait  donc  générale  et  on  est 
conduit  à  l'appliquer  aux  diélectriques,  qui  ne  sont  jamais^ 
d'une  façon  absolue,  dénués  de  conductibilité. 

Un  diélectrique  soumis  à  l'action  d'une  force  électromo- 
trice peut  être  considéré  comme  étant  à  la  fois  le  siège  d'un 
phénomène  de  polarisation  et  d'un  phénomène  de  conduction 
soumis  aux  lois  ordinaires. 

Supposons  le  diélectrique  isotrope  et  soient  [l  son  pouvoir 
inducteur  et  c  son  coefficient  de  conductibilité.  L'équation  gé- 
nérale de  l'induction  (ne)  appliquée  à  un  élément  de  volume 
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dv  situé  en  un  point  où  la  densité  est  p  donne 

D*un  autre  côté,  la  variation  de  la  charge  cWds^dt  de  Té- 
lément  pendant  le  temps  dt  produit  un  accroissement  corres- 
pondant de  densité,  ce  qui  donne  Téquation 


on  en  déduit 


et,  par  suite. 


(Il 


[A     c  al 


4i:r  t 


en  posant  T= -7^- 

Cette  équation  montre  que  la  densité  p  décroit  d'une  ma- 
nière continue,  et,  par  suite,  que  si,  pour  une  cause  quel- 
conque, le  diélectrique  a  reçu  une  charge  intérieure,  il  ne  la 
gardera  pas  indéfiniment;  celte  charge  finira  toujours  par 
être  purement  superficielle,  comme  celle  d'un  bon  conduc- 
teur, résultat  évident  à  priori. 

24:3.  Résidas  des  condensateurs.  —  LeS  phénomènes  d'ab- 

sorption  et  de  charges  résiduelles  auxquels  donnent  lieu  les 
diélectriques  ne  sauraient  être  considérés  comme  des  effets  de 
leur  conductibilité  propre.  Examinons,  eu  effet,  à  ce  point  de 
vue,  la  suite  des  phénomènes  auxquels  donnent  lieu  la  charge 
ou  la  décharge  d*un  condensateur. 

Soient  C  la  capacité  du  condensateur,  R  la  résistance  du 
diélectrique,  Ë  la  différence  de  potentiel  des  deux  armatures 
à  rinstant  t,  r  la  résistance  du  circuit  qui  réunit  extérieure- 
ment les  deux  armatures,  E^  la  force  électromotrice  d'une 
source  intercalée  dans  ce  circuit.  L'accroissement  de  charge 

CrfE  du  condensateur  pendant  le  temps  dt  est  égal  à  l'excès  du 

p  p 

flux  d'éleclricilé  -^— — di  fourni  par  la  source  sur  le   flux 
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E 

^dt  qui  traverse  le  diéleclrique.  Il  en  résulte  réquation 

et,  par  suite, 

.T,  CRr 

ea  posant  T<  =  {^^77.- 

Supposons  qu'à  l'instant  t^  on  rompe  le  circuit  et  qu'on 
abandonne  l'appareil  à  lui-même  pendant  un  temps  r,,  l'é- 
quation (i3)  se  réduit  à 

en  désignant  par  E^  la  diiïérence  du  polentiel  qui  existait 
au  temps  t^  entre  les  armatures,  par  E^  celle  qui  existe  h  l'in- 
stant ^,4-^,  et  posant  Ta=:CR,  on  a 

E,  =  E,e"îl. 

Supposons  enfin  qu'on  décharge  le  condensateur  en  réunis- 
sant les  deux  armatures  par  un  conducteur  de  faible  résis- 
tance p,  on  aura  Téquation 

E     E_     prfE 

et,  au  bout  d'un  temps  (3,  c'est-à-dire  à  l'époque  ^^  +  ^3+^3, 
E3=:Ë,e-^,       avec      T3  =  ^. 

La  perle  totale  du  condensateur  pendant  le  temps  ^3  est 
C{E3--E3);  la  portion  qui  traverse  le  circuit  extérieur  et  con- 
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slitue  la  décharge  Q  est  égale  à  C(E,  — E,)  « ,  ce  qui  donne 

finalement 

Pour  avoir  la  décharge  complète,  il  suffit  de  faire  ^3=00  ; 
on  voit  qu*on  arrive  à  celte  décharge  complète  d*une  ma- 
nière continue  et  sans  aucune  des  allernatives  auxquelles 
donnent  lieu  les  condensateurs. 

Maxwell  a  montré  qu'un  système  formé  de  couches  diélec- 
triques parallèles,  et  même  d'éléments  diélectriques  différents 
mêlés  d*une  manière  quelconque,  est  capable  de  donner  lieu 
à  des  charges  résiduelles,  bien  que  chacun  des  diélectriques 
constituants  soit  dénué  de  cette  faculté.  Mais  le  défaut  d'ho- 
mogénéité ne  parait  pas  être  la  seule  cause  du  phénomène,  et 
Texpérience  montre  que  l'existence  des  charges  résiduelles 
doit  être  attribuée,  dans  le  plus  grand  nombre  des  cas,  à  une 
espèce  de  déformation  élastique  qui  serait  la  suite  de  la  pola- 
risation du  diélectrique.  Il  est,  en  effet,  à  remarquer  que 
toutes  les  actions,  telles  que  des  chocs  répétés,  des  vibrations, 
des  variations  brusques  et  en  sens  contraires  de  la  tempéra- 
ture, qui  facilitent  le  retour  à  l'état  normal  d'un  corps  qui  a 
subi  une  déformation  élastique  permanente,  hâtent  égale- 
ment l'apparition  des  charges  résiduelles  et  le  retour  à  l'état 
naturel. 

La  propagation  de  la  chaleur  ne  donne  lieu  à  aucun  phé- 
nomène que  l'on  puisse  rapprocher  de  la  charge  résiduelle 
des  diélectriques,  et,  sous  ce  rapport,  l'analogie,  si  grande 
d'ailleurs,  des  deux  ordres  de  phénomènes  parait  complète- 
ment en  défaut. 


CHAPITRE     TROISIÈME 


ÉNERGIE    DES    GOURANTS 


2&3.  D^«ac«meiitd«  ehnienr. — Lorsqu*un  système  de  con- 
ducteurs électrisés  éprouve  une  modification  quelconque,  sans 
rinlervenlion  d'aucune  force  extérieure,  l'énergie  électrique 
dans  le  second  état  est  nécessairement  moindre  que  dans  le 
premier.  L'énergie  perdue  pendant  la  transformation  peut 
être  utilisée  sous  une  autre  forme  équivalente,  telle  qu'un 
travail  mécanique,  l'élévation  d'un  poids,  l'accroissement  de 
force  vive  d'un  système,  un  changement  d'état  physique,  une 
opération  chimique  ou  enfin  un  dégagement  de  chaleur. 

Pour  toute  transformation  infiniment  petite  du  système  con- 
sidéré, la  perte  d'énergie  est  égale  a  la  somme  des  produits  de 
chacune  des  masses  électriques  par  la  dilTérence  des  valeurs 
du  potentiel  aux  points  qu'elle  occupe  avant  et  après  la  trans- 
formation. Dans  le  cas  d'un  courant  permanent,  le  potentiel 
est  invariable  en  chaque  point,  malgré  le  mouvement  continu 
d'électricité;  il  en  résulte  que  l'énergie  perdue  dans  une  par- 
tie quelconque  des  conducteurs  est  simplement  proportion- 
nelle au  temps. 

Considérons  deux  points  A  et  B  maintenus  respectivement 
aux  potentiels  Y^  et  V,,  et,  sur  les  surfaces  de  niveau  qui  pas- 
sent en  A  et  B,  deux  portions  S^  et  S^  correspondantes,  c'est- 
à-dire  découpées  par  un  même  tube  de  flux.  La  quantité  d'é- 
lectricité qui  traverse  ces  deux  surfaces  est  la  môme  ;  Ténergie 
perdue  par  le  courant  dans  cet  intervalle  pendant  Tunité  de 
temps  est  égale  au  produit  de  la  masse  d'électricité  qui  s'é- 
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coule,  c*est  à-dire  de  l'intensité  I  du  courant,  par  la  chute  du 
potentiel  V^  —  Vj,  si  le  courant  va  de  A  en  B,  c'est-à-dire  par 
la  force  électromotrice  E  qui  existe  entre  ces  deux  points.  On 
a  donc,  pour  la  mesure  de  l'énergie  perdue, 

W=I(V,-V2)  =  IE. 

Nous  admettrons  comme  un  Tait  expérimental  qu'aucune 
partie  de  cette  énergie  n'est  employée  à  changer  la  force  vive 
des  masses  électriques.  Le  fait  est  évident  si  les  surfaces  S,  et 
S^  sont  égales,  puisqu'alors  les  vitesses  sont  les  mêmes  à  ren- 
trée et  à  la  sortie  du  tube.  Pour  le  cas  général,  nous  avons  déjà 
fait  remarquer  que  le  flux  est  en  chaque  point  parallèle  a  la 
force  et  que,  par  suite,  aucun  efl'et  attribuable  h  l'inertie  des 
masses  électriques  ne  parait  intervenir  dans  les  phénomènes 
de  régime  permanent. 

Si^  d'un  autre  côté,  le  conducteur  est  immobile,  au  moins 
dans  son  ensemble,  et,  enfin,  si  le  courant  ne  produit  aucun 
travail  mécanique  extérieur,  l'énergie  est  nécessairement  utili- 
sée dans  le  conducteur  lui-même. 

244*  Kioi  de  aovie. —  Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou 
bien  la  chute  de  potentiel  entre  les  points  A  etB  est  continue 
et  s'effectue  suivant  la  loi  d'Ohm;  ou  bien  il  se  trouve  quel- 
que part,  dans  l'intervalle  de  ces  points,  deux  surfaces  voi- 
sines entre  lesquelles  existe  une  chute  brusque  de  potentiel, 
constante  et  indépendante  de  Tintcnsité  du  courant,  c'est-à- 
dire  une  force  électromotrice  constante  H.  La  manière  dont 
l'énergie  électrique  se  dépense  le  long  du  conducteur  dépend 
de  la  loi  de  variation  de  potentiels  et  n'est  pas  identique  dans 
les  deux  cas.  Partout  où  la  variation  de  potentiel  est  conti- 
nue, l'énergie  se  dépense  d'une  manière  continue;  elle  se 
transforme  en  énergie  caloriGque  et  donne  lieu  à  un  dégage- 
ment de  chaleur  le  long  du  conducteur.  Là  où  existe  une  chute 
brusque  de  potentiel,  il  y  a  une  variation  brusque  de  l'éner- 
gie électrique  qui  se  traduit  soit  par  un  phénomène  calorifique 
soit  par  tout  autre  effet  physique  équivalent. 

Considérons  d'abord  le  premier  cas  et  supposons  qu'il  n'y 
ait  pas  de  variations  de  potentiel  indépendantes  du  courant.  Si 
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R  est  la  résistance  du  conducteur  entre  deux  points  A.  et  B,  la 
loi  d'Ohm  donne 

R      ~R 


L'expression  de  l'énergie  dépensée  entre  les  deux  points  est 

donc 

E^ 
W=IE=im=-^ 

Ainsi,  Fénergie  calorifique  dégagée  sur  le  conducteur  pen- 
dant C  unité  de  temps  est  égale  au  produit  du  carré  de  F  intensité 
du  courant  par  la  résistance  du  conducteur.  Si  l'on  appelle  Q 
la  quantité  de  chaleur,  telle  qu'on  peut  la  mesurer  par  les 
procédés  calorimétriques,  et  J  l'équivalent  mécanique  de  la 
calorie,  on  a  donc 

La  quantité  de  chaleur  dégagée  est  proportionnelle  à  la  ré- 
sistance du  conducteur  et  au  carré  de  Fintensité  du  courant. 
C'est  la  loi  de  Joule. 

345.  BelatloB  des  loU  d'Ohm  et  de  Joule.  —  On  peut  arri- 

Ter  à  ce  résultat  par  une  autre  voie  : 

Considérons  un  conducteur  de  capacité  C,  une  batterie 
par  exemple,  électrisé  au  potentiel  V  :  l'énergie  potentielle  a 
pour  valeur  (99) 

2  2 

Supposons  que  cette  batterie  soit  reliée  au  sol  par  un  fil 
d'une  résistance  R  assez  grande  pour  que  la  décharge  ait  une 
durée  appréciable.  Pendant  le  temps  dt,  il  s'écoule  une  masse 
d'électricité  rfM,  et  le  potentiel  diminue  de  rfV;  on  a 

d^  =  \dt  =  Cd\, 
et  la  perle  d'énergie  pendant  le  même  temps  est 
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La  loi  d*Ohm  est  applicable  si  riniensité  du  courant  resie 
sensiblemeat  constante  pendant  le  temps  dt\  il  en  résulte 


et 


^-i 


dW  V^ 

"^  _1V— lap—  ^ 


c'est-à-dire  que  l'énergie  dépensée  pendant  runitédc  temps 
est  exprimée  par  la  loi  de  Joule. 

Nous  venons  de  déduire  la  loi  de  Joule  du  principe  de  la 
conservation  de  l'énergie  et  de  la  loi  d'Ohm.  On  pourrait 
inversement  déduire  la  loi  d'Ohm  du  même  principe  com- 
bine avec  la  loi  de  Joule.  En  effet,  la  loi  de  Joule  donne 

On  a  d^ailleurs 

W  =  EI; 
il  en  résulte 

E  :.IR, 

c'est-à-dire  la  loi  d'Ohm. 

24e.  — Nous  ferons  remarquer  que,  dans  un  circuit  com- 
plexe qui  ne  renferme  pas  de  forces  électromotrices  localisées, 
la  quantité  de  chaleur  développée  est  un  minimum  lorsque  la 
distribution  des  intensités  est  régie  par  la  loi  d'Ohm, 

Imaginons,  par  exemple,  qu'il  existe  entre  les  points  A  et  B, 
aux  potentiels  V^  et  V^,  une  série  d'arcs  conducteurs  (fîg.  Sa). 
Soit  R  la  résistance  de  l'un  d'eux  et  1  l'intensité  déduite  de  la 
loi  d'Ohm,  c'est-à-dire  telle  qu'on  ait  1R=:  V,  — Vj— E,  et  sup- 
posons que  par  une  altération  du  régime  l'intensité  dans  ce 
conducteur  devienne  l  +  t. 

La  quantité  totale  de  chaleur  développée  dans  le  nouveau 
système  aura  pour  expression 
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mais  le  produit  RI  est  une  constaate  pour  chacun  des  arcs,  et, 
d'autre  part,^]*  est  nécessairement  nul  si  le  courant  qui  abou- 
tit au  point  A  n'est  pas  modifié;  la  quantité  de  chaleur  se  ré- 
duit donc  à 

XRP+2]R*^ 

et  elle  est  évidemment  minimum  pour  1=0,  c'est-à-dire 
quand  Tintensité  se  partage  sur  tous  les  arcs  d'après  la  loi 
d'Ohm. 

249.  Pkénomène  de  Peitier.  —  Supposons  maintenant 
qu'entre  les  deux  points  A  et  B,  toujours  maintenus  aux  mêmes 
potentiels  V^  et  V2,  la  valeur  du  potentiel  au  lieu  de  varier 
proportionnellement  aux  résistances,  éprouve  en  un  point  P 
entre  deux  surfaces  voisines  une  chute  brusque  ^]^'-[]^=l] 
indépendante  de  l'intensité  du  courant;  cette  intensité  n'aura 
plus  la  même  expression  que  dans  le  cas  précédent. 

En  appelant  R^  et  R^  les  résistances  des  deux  portions  AP 
et  PB,  on  a  alors  (sio) 

K,     ^     R^     "■  R^-*-R,  ~    h    ' 

L'énergie  totale  dépensée  entre  les  points  A  et  B  est 

W=:1(V,-V,)  =  IE, 

ce  qui  donne 

W=I(IR+H)  =  PR-f-IH. 

Cette  énergie  se  compose  donc  de  deux  parties  :  l'une,  pro- 
portionnelle au  carré  de  l'intensité  et  qui  échauffe  le  conduc- 
teur dans  toute  la  longueur,  correspond  à  la  loi  de  Joule;  l'au- 
tre, proportionnelle  à  Tintensité,  est  localisée  au  point  P.  Cette 
dernière  partie  est  positive,  si  la  chiite  se  fait  dans  le  sens  du 
courant,  et  négative  dans  le  cas  contraire.  S'il  n'y  a  pas  d'autre 
travail  que  celui  qui  correspond  aux  changements  de  tempé- 
rature, cette  énergie  se  traduira  par  un  dégagement  de  cha 
leur  en  P  dans  le  premier  cas^  par  une  absorption  de  chaleur 
Électr.  et  Magn.  1  —  18 
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dans  le  second,  c'est-à-dire  par  un  refroidissement.  Tel  est 
l'effet,  connu  sous  le  nom  àe phénomène  de  Peltier^  qui  se  pro- 
duit au  contact  de  deux  métaux. 

Il  peut  se  faire  aussi  que  Ténergie  localisée  IH  soit  corré- 
lative d'une  réaction  chimique,  la  réaction  dépensant  de  la 
chaleur  si  H  est  positif,  et  produisant  au  contraire  de  la  cha- 
leur si  H  est  négatif,  de  telle  sorte  que  les  variations  de  tem- 
pérature soient  alors  dues  uniquement  à  la  chaleur  dégagée 
en  vertu  de  la  loi  de  Joule. 

249.  —  La  réciproque  des  conclusions  que  nous  venons 
d'établir  est  évidente.  Si,  en  un  point  P  quelconque  du  cir- 
cuit, on  constate  la  production  d'un  phénomène  calorifique  ou 
chimique  dont  l'énergie  est  proportionnelle  à  Tintensité  du 
courant,  on  peut  affirmer  qu'il  existe  en  ce  point  une  varia- 
tion brusque  du  potentiel,  positive  ou  négative  suivant  le 
signe  du  travail,  et  que  cette  variation  est  indépendante  de 
l'intensité.  Si,  de  plus,  le  travail  change  de  sens  avec  le  cou- 
rant, on  en  conclura  que  la  variation  de  potentiel  corres- 
pondante est  fixe  et  indépendante  du  courant. 

Considérons,  en  particulier,  ce  dernier  cas;  soit  r  la  résis- 
tance de  la  région  où  se  manifeste  la  chute  de  potentiel,  et 
supposons  qu'il  n'y  ait  au  point  considéré  que  des  phéno- 
mènes calorifiques.  La  quantité  de  chaleur  dégagée  se  com- 
pose de  deux  parties  :  l'une,  définie  par  la  loi  de  Joule,  a  pour 
expression  IV  et  est  indépendante  du  sens  du  courant;  l'autre, 
due  à  reflet  Peltier,  a  pour  valeur  IH  et  change  de  signe  avec 
le  sens  du  courant.  Si  le  courant  passe  dans  un  sens,  la  quan- 
tité totale  de  chaleur  dégagée  est 

ln(-Hlà), 

et,  s'il  passe  en  sens  contraire, 


-ih(.-iJ). 


A  mesure  qu'on  fera  décroître  l'intensité,  le  terme  I^  ^^' 
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Tiendra  de  plus  en  plus  petit,  l'effet  Peltier  sera  prédominant, 
et  le  renversement  du  courant  tendra  de  plus  en  plus  à  pro- 
duire des  effets  égaux  et  de  signes  contraires. 

Une  question  se  présente  ici  à  propos  du  phénomène  de 
Peltier.  L'effet  calorifique  que  l'on  observe  pendant  le  passage 
du  courant,  à  la  soudure  des  deux  métaux,  mesure  la  chute 
brusque  de  potentiel  qui  existe  en  ce  point,  et  semble  devoir 
mesurer,  par  conséquent,  la  force  électromotrice  de  contact 
qui  existe  entre  eux  d'après  la  théorie  de  Volta.  Le  résultat 
qu'on  obtient  ainsi  concorde*t-il  avec  celui  que  donnent  les 
autres  procédés,  l'emploi  des  électromètres,  par  exemple? 

L'expérience  répond  d'une  manière  négative  à  celte  ques- 
tion :  non  seulement  les  séries  de  nombres  obtenus  parles 
deux  procédés  ne  sont  pas  concordantes,  mais  les  corps  ne 
s'y  trouvent  pas  rangés  dans  le  même  ordre  ;  les  nombres 
des  deux  séries  ne  sont  pas  du  même  ordre  de  grandeur,  ils 
sont  même  parfois  de  signes  contraires.  Il  est  donc  certain 
que  dans  les  deux  cas  on  ne  mesure  pas  le  même  phénomène. 
L'explication  la  plus  plausible  de  ce  désaccord  est  que,  dans 
les  mesures  électrostatiques,  on  se  trouve  en  présence  d'un 
phénomène  complexe  dans  lequel  la  nature  du  milieu,  néces- 
sairement interposé  entre  les  métaux  en  contact,  joue  un  rôle 
considérable. 

249.  DécompotlUons  ehlmlques.   —    TouteS   leS   fois    qu'un 

composé  liquide  est  traversé  par  un  courant,  il  se  dédouble  : 
on  voit  Tun  des  éléments  apparaître  sur  le  conducteur  qui 
amène  le  courant,  l'autre  sur  celui  qui  l'emporte.  Faraday  a 
désigné  ce  phénomène  sous  le  nom  à'électrolyse;  il  appelle 
éleetrolyte  le  corps  soumis  à  la  décomposition  et  électrodes 
les  deux  conducteurs  qui  servent  à  l'entrée  et  à  la  sortie  du 
courant,  le  premier  étant  l'électrode  positive  et  le  second 
l'électrode  négative  (i). 

Deux  conditions  sont  nécessaires  pour  la  production  de 
rélectrolyse  :  il  faut  que  le  courant  puisse  traverser  le  com- 

(i)  Faraday  appelle  ana^e  le  conductear  qui  amène  le  courant,  cathode  celui 
par  lequel  il  sort;  il  donne  le  nom  dVon^  aux  éléments  de  la  décomposition. 
Vanion  se  dégage  sur  Tanode,  le  cation  sur  la  cathode  ;  mais  ces  dernières  dô- 
nominations  n'ont  pas  été,  comme  les  Premières,  généralement  adoptées. 
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posé  et  que  celui-ci  soit  liquide  ou  tout  au  moins  à  Tétai 
pâteux.  Ainsi  le  verre  au  rouge  donne  des  signes  évidents  de 
décomposition,  parce  qu*il  devient  à  la  fois  conducteur  et 
pâteux. 

Il  est  extrêmement  remarquable  que  les  produits  de  la  dé- 
composition n'apparaissent  que  sur  les  électrodes.  Clausius, 
développant  une  théorie  proposée  d*abord  par  Grotlbus^  inter- 
prète ce  phénomène  d'une  manière  ingénieuse.  Pour  lui,  les 
molécules  qui  composent  les  corps  sont  dans  un  état  d'agita- 
tion continuelle  ;  mais,  tandis  que  les  excursions  de  chaqlie 
molécule  sont  limitées  dans  les  solides,  ces  excursions,  dans 
les  liquides,  peuvent  se  poursuivre  sans  limite  et  suivant  des  di- 
rections quelconques.  Ainsi  la  molécule  d'hydrogène  qui  fait 
partie  d'une  molécule  d'eau  n'est  pas  liée  invariablement  à 
la  molécule  correspondante  d'oxygène;  mais,  entraînée  dans 
un  tourbillonnement  incessant,  elle  peut  quitter  cette  pre- 
mière molécule  d'oxygène  pour  s'unir  à  une  molécule  voi- 
sine et  se  transporter  ainsi,  par  voie  d'échanges  successifs,  à 
des  distances  infiniment  grandes  par  rapport  au  rayon  d'acti- 
vité. Dans  l'état  ordinaire,  ces  mouvements  ont  des  directions 
absolument  quelconques;  le  passage  de  Télectricité  aurait 
pour  effet  de  leur  imprimer  une  tendance  systématique,  en 
vertu  de  laquelle  les  molécules  d'hydrogène  descendant  le 
courant  seraient  poussées  vers  Télectrode  négative  ;  celles  d'o- 
xygène, au  contraire^  remontant  le  courant,  marcheraient 
vers  l'électrode  positive. 

850.  Première  loi  de  Faraday.  —  Lcs  premières  expériences 
de  décomposition  de  Teau  par  l'électricité  paraissent  dues  à 
Troostwik  et  Dieman  en  i7g5.  Ils  employaient  Tétincelle  des 
batteries  partant  entre  deux  fils  d'or  ou  de  platine.  L'expé- 
rience fut  répétée  en  1800  au  moyen  du  courant  de  la  pile  par 
Carliste  et  Nicholson.  Quand  on  veut  opérer  avec  des  étin- 
celles, il  y  a  grand  avantage  à  employer  les  électrodes  dites 
à  la  Wollaston^  et  qui  consistent  en  un  fil  de  platine  soudé 
dans  un  tube  de  verre  de  manière  à  ne  laisser  en  con- 
tact avec  le  liquide  que  la  section  même  du  fil.  WoUaston, 
Faraday,  Ârmstrong,  ont  démontré  que  l'effet  de  l'étincelle 
est  identique  à  celui  de  la  pile.  Quelle  que  soit  la  provenance 
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de  rélectricité,  la  quantité  d'eau  décomposée  est  proportion- 
nelle à  la  quantité  d électricité  qui  passe. 

Cette  loi,  énoncée  par  Faraday,  a  été  surtout  vérifiée  par  la 
mesure  électromagnétique  des  courants;  mais  la  détermina- 
tion directe  du  débit  d'électricité  par  les  méthodes  électrosta* 
tiques  permet  également  d'en  donner  une  démonstration  très 
exacte.  Dans  des  expériences  récentes^  M.  Warren  de  la  Rue 
a  fait  passer  à  travers  l'eau  les  décharges  d'un  condensateur 
chargé  à  des  potentiels  dans  le  rapport  de  i,  a,  3  et  vérifié, 
d'une  façon  très  rigoureuse,  la  proportionnalité  de  la  quantité 
d'électricité  à  la  quantité  d'eau  décomposée.  Cette  propor- 
tionnalité permet  de  considérer  les  électrolytes  comme  des 
mesureurs  d'électricité;  on  appelle  voltamètre  un  appareil 
disposé  de  manière  à  recueillir  les  gaz  qui  proviennent  de  la 
décomposition  de  l'eau. 

851.  —  Le  travail  de  la  décomposition  chimique  étant  pro- 
portionnel à  rintensité  du  courant,  il  résulte  de  la  remar- 
que faite  plus  haut,  qu'il  doit  exister  quelque  part  dans  le 
voltamètre  une  chute  brusque  de  potentiel  H,  indépendante 
de  l'intensité.  L'énergie  rendue  disponible  par  la  chute  du 
courant  en  ce  point  est  employée  à  la  décomposition  de  l'eau 
et  peut  être  calculée  en  valeur  absolue. 

Soit  M  la  quantité  d'électricité  qui  a  traversé  le  voltamètre 
pendant  un  certain  temps,  et  P  le  poids  d'eau  décomposée. 

p 
Ces  deux  quantités  étant  proportionnelles,  le  quotient  ji='p 

exprime  le  poids  d'eau  décomposée  par  l'unité  d'électricité. 
Enfin,  en  désignant  par  a  la  chaleur  de  combinaison  de  l'u- 
nité de  poids  d'eau  à  pression  constante,  JaP  représente  l'éner- 
gie nécessaire  pour  décomposer  un  poids  d'eau  égal  à  P.  Cette 
énergie  étant  fournie  par  la  chute  du  courant,  on  doit  avoir 

W=MH=JaP; 
on  en  déduit 

«     JûP     î 

Ainsi,  entre  les  deux  électrodes  d'un  voltamètre  traversé 
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par  un  courant  il  existe^  outre  la  différence  de  potentiel  due 
à  la  résistance  du  conducteur  liquide  intermédiaire,  une  chute 
brusque,  dont  le  siège  est  indéterminé,  qui  peut  se  produire 
soit  tout  entière  sur  une  électrode,  soit  partiellement  sur  les 
deux,  et  qui  a  pour  expression  numérique  le  travail  méca- 
nique correspondant  à  Ténergie  absorbée  par  la  quantité 
d'eau  que  décompose  une  unité  d*électricité. 

852.  PoiariMtioB  des  éleetrodes.  —  Par  quel  mécanisme  se 
produit  cette  différence  de  potentiel?  Il  est  évident  qu'ayantle 
passage  du  courant  les  deux  électrodes,  si  elles  sont  formées 
d'un  même  métal,  toutes  deux  en  platine  par  exemple,  sont  à 
un  même  potentiel,  probablement  différent  de  celui  de  Teau. 
en  vertu  de  la  loi  de  Volta;  mais  les  variations  brusques  et 
de  sens  contraires  qui  existent  alors,  à  cbacune  des  électrodes, 
donneraient  dans  le  voltamètre  un  travail  qui  serait  évidem- 
ment nul.  Quand  le  courant  est  établi,  les  deux  chûtes  sont 
inégales  et  leur  différence  devient  égale  à  H.  On  est  donc  con- 
duit à  admettre,  en  suivant  les  idées  de  Yolla,  qu'il  s'est 
produit  une  modification  des  surfaces  en  contact.  Le  dépôt 
sur  les  électrodes  des  éléments  de  Télectrolyte  donne  une 
explication  suffisante  de  cette  modification. 

Il  suffit,  en  effet,  qu'une  lame  ait  été  employée  comme  élec- 
trode ou  même  plongée  dans  un  gaz  pour  qu'on  trouve,  quand 
on  la  met  dans  l'eau  en  présence  d'une  lame  de  même  nature, 
mais  neuve  ou  récemment  portée  au  rouge,  une  différence  de 
potentiel  entre  les  deux  lames. 

Considérons,  en  particulier,  la  décomposition  de  l'eau.  Les 
premières  portions  de  gaz  qui  viennent  au  contact  de  la  lame 
de  platine  paraissent,  sinon  former  avec  elle  une  véritable 
combinaison,  tout  au  moins  s'y  déposer  à  un  état  de  conden- 
sation dans  lequel  le  gaz  est  loin  d'avoir  Ténergie  potentielle 
qui  correspond  à  l'état  libre.  Cet  effet  de  condensation  des 
gaz  doit  avoir  lieu  surtout  au  début,  et  il  va  ensuite  en  dimi- 
nuant progressivement  jusqu'à  ce  que  l'épaisseur  de  la  couche 
soit  devenue  assez  grande  pour  que  les  nouvelles  bulles  n'é- 
prouvent plus  aucune  action  de  la  part  de  la  lame  et  puissent 
se  dégager  librement. 

i]e  n'est  qu'à  partir  de  ce  moment  que  le  travail  de  la  dé- 
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composition  de  Teau  atteint  sa  valeur  normale.  Jusque  là  il 
n'était  que  la  différence  entre  cetle  valeur  normale  et  le  tra- 
vail correspondant  à  la  condensation  dont  il  \ient  d'être  ques- 
tion ;  Texpérience  montre  que  cette  différence  peut  avoir  au 
début  une  valeur  très  petite. 

La  modiGcation  subie  ainsi  par  la  surface  des  lames  serait 
la  cause  du  phénomène  appelé  polarisation  des  électrodes^  et 
qui  se  manireste  par  le  développement  d'une  force  électromo- 
trice inverse  de  celle  qui  produit  le  courant.  On  conçoit  ainsi 
comment  cette  polarisation  n'est  pas  instantanée,  comment 
elle  peut  croître  d'une  manière  continue  depuis  zéro  jusqu'à 
une  limite  maximum,  enfin,  comment  la  quantité  d^électri* 
cité  nécessaire  pour  amener  un  é(at  de  polarisation  donné 
dépend  de  l'état  et  des  dimensions  des  lames.  Cette  quantité 
s'appelle  souvent  la  capacité  de  polarisation  relative  à  l'état 
considéré. 

En  prenant  des  électrodes  de  surfaces  très  inégales  et  fai- 
sant passer  dans  le  voltamètre  une  quantité  déterminée  d'é- 
lectricité à  un  potentiel  donné,  on  peut  à  volonté  provoquer 
la  polarisation  de  Tune  ou  l'autre  des  électrodes;  les  expé- 
riences récentes  de  M.  Blondlot  montrent  que  le  phénomène 
suit  la  même  loi,  quel  que  soit  le  sens  du  courant,  et  que, 
pour  une  électrode  et  un  électrolyte  donnés,  la  capacité  ne 
dépend  pas  du  sens  de  la  polarisation. 

S5S.  Courants  tecondAiret.  —  Une  fois  la  polarisation  éta- 
blie, si  on  rompt  le  courant  primitif  et  qu'on  réunisse  les 
deux  électrodes  par  un  conducteur,  un  courant  se  produit  en 
sens  contraire  du  courant  primitif  en  vertu  du  la  force  élec- 
tromotrice de  polarisation  H,  mais  ce  courant  diminue  rapi- 
dement et  finit  par  disparaître  plus  ou  moins;  on  l'appelle 
courant  secondaire. 

il  est  facile  de  rendre  compte  de  ce  phénomène  :  quand  on 
a  réuni  les  deux  électrodes  par  un  conducteur,  la  couche 
de  gaz  disparait  peu  à  peu  en  reformant  de  l'eau  ;  la  force 
électromotrice  diminue  et  disparaît  avec  elle;  enfin  il  est  évi- 
dent que  la  quantité  totale  d'électricité  mise  en  mouvement 
pendant  la  durée  du  courant  secondaire  doit  être  égale  à  celle 
qu*il  avait  fallu  dépenser  pour  la  polarisation  des  électrodes. 
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11  est  clair  que  ce  courant  resterait  constant  si  on  pouvait 
maintenir  constante  la  force  électroraotrice  FI  ;  il  suffirait 
d^entretenir  h  la  surface  de  l'électrode  la  couche  gazeuse  né- 
cessaire à  la  polarisation  complète.  C'est  précisément  ce  quia 
lieu  dans  le  couple  à  gaz  de  Gro\e. 

25i..  Actions  ehlmlques  succeMlYes  d'an  covrant.  —  SeeoaAe 

loi  de  Faraday.  —  Supposons  que  dans  un  même  circuit  on  ait 
introduit  plusieurs  couples  de  Grove,  placés  à  la  suite  les  uns 
des  autres  dans  le  même  ordre,  et  plusieurs  voltamètres.  Soit 
n  le  nombre  des  couples,  n  celui  des  voltamètres,  R  la  résis- 
tance totale  du  circuit  et  I  Vintensité  du  courant  qui  le  par- 
court. Dans  chaque  unité  de  temps,  le  travail  fourni  par  l'en- 
semble des  couples  est  nJapl  ;  celui  qui  est  dépensé  par  les 
voltamètres  est  niapl.  Enfin  une  quantité  de  travail  RP  est 
convertie  en  chaleur  dans  le  circuit,  en  vertu  de  la  loi  de 
Joule.  S'il  n'y  a  aucun  autre  travail  extérieur  positif  ou  néga- 
tif, la  somme  des  travaux:  positifs  doit  être  égale  à  la  somme 
des  travaux  négatifs,  ce  qui  donne 

niapl=:n'Japl  +  Vh, 
ou 

{n  -  n)  Jap=zm  =  {n--n')n. 

Le  produit  IR  est  une  quantité  essentiellement  positive;  le 
courant  ne  peut  donc  exister  que  si  l'on  a 

n>n. 

Les  nombres  n  et  nf  sont  d'ailleurs  entiers  si  la  polarisation 
est  maximum  dans  tous  les  couples;  si  dans  l'un  d'eux  la  po- 
larisation était  incomplète,  la  force  électromotrice  correspon- 
dante ne  serait  qu'une  fraction  de  H,  et  n  devrait  alors  être 
considéré  comme  un  nombre  fractionnaire.  Dans  tous  les  cas, 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  l'existence  du  courant 
est  que  n  soit  plus  grand  que  n. 

Lorsque  le  régime  permanent  est  établi,  la  polarisation 
étant  supposée  complète  dans  les  couples  ainsi  que  dans  les 
voltamètres,  il  y  a  dans  chacun  d'eux  un  même  travail  effec- 
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tué  pendant  le  même  temps,  positifdans  les  uns,  négatif  dans 
les  autres.  En  d'autres  termes,  pour  chaque  unité  d'électricité 
qui  traverse  le  système,  une  même  quantité  cTeau  se  forme 
dans  les  couples  et  se  décompose  daîts  les  voltamètres. 

9S5.  —  Celte  seconde  loi  de  Faraday  se  vérifie  encore  alors 
même  que  la  polarisation  ne  serait  pas  complète  en  tous  les 
points  de  la  chaine  considérée.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que  dans  Tun  des  couples  Tépaisseur  des  couches  de  gaz  soit 
tombée  au-dessous  de  sa  valeur  limite,  et  qu'à  un  instant 
donné  la  force  éleclromolrice  n'ait  plus  qu'une  valeur  H'  plus 
petite  que  H  ;  le  transport  d'une  unité  d'électricité  ne  cor- 
respond plus  dans  ce  couple  au  même  travail  que  dans  les 
autres,  mais  la  relation  il'=}ap  est  toujours  satisfaite,  si 
Ton  désigne  para'  la  chaleur  de  formation  de  l'unité  de  poids 
d'eau  avec  de  l'oxygène  et  de  l'hydrogène  à  l'état  de  combi- 
naison partielle  où  ils  se  trouvent  sur  le  platine,  et  le  couple 
ainsi  altéré  donne  naissance  à  la  même  quantité  d'eau  que 
tous  les  autres. 

La  loi  est  d'ailleurs  générale  :  pour  tout  élecirolyte,  le  poids  des 
éléments  combinés  ou  décomposés  est  proportionnel  à  la  quantité 
d électricité  quipasse^  que  l'opération  soit  positive  ou  négative, 
qu'elle  ait  lieu  avec  polarisation  des  électrodes,  comme  la  dé- 
composition de  l'eau  ou  du  sulfate  de  cuivre  avec  des  élec- 
trodes de  platine,  ou  que  la  polarisation  soit  négligeable, 
comme  dans  l'électrolyse  du  sulfate  de  cuivre  par  deux  élec- 
trodes de  cuivre.  Cet  énoncé  comprend,  comme  conséquence, 
que  l'électrolyte  n'agit y^m^w  à  la  manière  d'un  simple  con- 
ducteur et  ne  laisse  passer  aucune  fraction  du  courant  sans 
décomposition  corrélative. 

Dans  l'électrolyse  du  sulfate  de  cuivre  par  deux  lames  de 
cuivre,  si  les  deux  lames  sont  réellement  dans  le  même  état, 
la  force  électromotrice  de  contact  du  métal  avec  le  liquide  est 
la  même  de  part  et  d'autre,  et,  comme  il  se  dissout  juste  au- 
tant de  cuivre  à  l'électrode  positive  qu'il  s'en  dépose  à  l'élec- 
trode négative,  il  doit  y  avoir  égalité  entre  la  chaleur  pro- 
duite et  la  chaleur  dépensée.  Au  contraire,  toute  différence 
dans  l'état  des  deux  lames  sera  accusée  par  un  travail  calori- 
fique. 
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256.  —  Nous  devons  cependant  exprimer  ici  une  réserve 
importante  sur  ce  principe  de  l*équivalence  de  Ténei^ie  chi* 
mique  et  du  travail  électrique.  On  admet,  en  réalité,  qu'il  ne 
se  produit^  au  point  où  a  lieu  Topération  chimique,  aucun  tra- 
vail extérieur  ni  aucune  variation  de  température  indépen- 
dante des  résistances.  S*il  n'en  est  pas  ainsi,  on  doit  tenir 
compte  de  tous  les  travaux  secondaires,  physiques  ou  chi- 
miques auxquels  peut  donner  lieu  Télectrolyse. 

Dans  la  décomposition  de  Teau,  par  exemple,  Ténergie  du 
courant  produit  d'abord  la  séparation  de  Toxygène  et  de  Thy- 
drogène  et  ensuite  le  travail  nécessaire  pour  que  les  gaz  oc- 
cupent un  certain  volume  à  la  pression  extérieure. 

Lorsque  le  courant  provient  d'une  pile  de  Grove,  le  même 
travail  est  fourni  par  chacun  des  couples.  D'ailleurs  le  travail 
extérieur  est  toujours  le  même,  tant  que  la  loi  de  Mariotte  est 
vraie,  pour  le  même  poids  d'eau  décomposée  et,  par  suite, 
pour  le  même  débit  d'électricité.  Dans  ces  limites,  la  condi- 
tion d'équilibre  des  couples  et  des  électrolytes  est  donc  indé- 
pendante de  la  pression. 

Pour  des  pressions  très  élevées,  la  loi  de  Mariotte  est  très 
éloignée  de  la  vérité  ;  la  chaleur  de  combinaison  propre  de 
l'hydrogène  et  de  Toxygène  est  d'ailleurs  modifiée,  et  l'on  sait 
que  la  décomposition  par  la  pile  exige  alors  l'emploi  de  forces 
électromotrices  beaucoup  plus  grandes.  La  chaleur  de  for- 
mation de  l'eau  est  d'ailleurs  fonction  de  la  température,  et 
les  conditions  d'équilibre  dans  un  circliit  pourront  être  mo- 
difiées, si  les  couples  et  les  électrolytes  sont  à  des  températures 
différentes. 

D'autre  part,  il  peut  arriver  que  certains  éléments  de  la 
décomposition  éprouvent  des  réactions  secondaires  indépen- 
dantes de  l'action  du  courant  et  donnent  lieu  à  une  absorption 
ou  a  un  dégagement  de  chaleur.  Le  résultat  final  de  l'éleclro- 
lyse  n'est  plus  alors  en  relation  simple  avec  la  force  électro- 
motrice, et  celle-ci  ne  peut  plus  être  calculée  par  la  chaleur 
de  combinaison  des  éléments  pris  dans  l'état  où  ils  apparais- 
sent après  Topération  électrique. 

857.  EUmlTalents  éleetrochlmlques.  —  Soient  A,  A',  A'',  ••• 

divers  électrolytes,  p,  p ,  p",  •••  les  poids  de  chacun  d'eux  dé- 
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composés  par  une  unité  d'électricité.  Ces  nombres  sont  ap- 
pelés les  équivalents  élecirochimiques  des  différents  corps  et 
l'expérience  montre  qu'ils  sont  proportionnels  à  leurs  équiva- 
lents chimiques  ordinaires. 

Si  on  désigne  par  a^  a\  a\  •••  les  chaleurs  de  combinaison 
de  Tunité  de  poids  pour  chacun  des  composés,  les  éléments  de 
la  combinaison  étant  pris  dans  Tétat  où  ils  se  trouvent  par  le 
fait  du  courant,  c'est-à-dire  sans  tenir  compte  des  réactions 
secondaires^  les  produits  ap,  a'p\  a'p\  ...  seront  les  chaleurs 
de  combinaison  des  équivalents.  Par  un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  que  nous  avons  fait  pour  Teau,  on  yoit  que  les 
forces  électromotrices  H,  H',  H'',  •  •  • ,  relatives  à  ces  divers  élec- 
trolytes,  sont  déterminées  par  les  relations 

H  =Jap, 
W=la'p\ 


qui  donnent 


H       H'       W 

ap     ap      a  p 


=J. 


Il  en  résulte  que  la  force  électromotrice  cPun  électrolyte  est 
égale  à  féquivalent  mécanique  de  la  chaleur  de  combinaison  de 
son  équivalent  électrochimique. 

S58.  lioi  d*Ed.  Bee^nerei.  —  L'applicatiou  de  Cette  loi  de 
Faraday  ne  présente  pas  d'ambiguité  quand  il  s'agit  de  com- 
posés chimiques  analogues.  Si  Ton  produit,  par  un  même 
couranti  l'électrolyse  de  l'eau  et  d'une  série  de  sulfates  neu- 
tres de  protoxydes,  par  exemple,  l'équivalent  électrochimique 
de  chaque  métal  est  le  poids  qui  se  dépose  pour  le  dégagement 
d'un  gramme  d'hydrogène  ;  mais  il  peut  y  avoir  doute  si  les 
composés  n'ont  pas  la  même  formule.  Avec  deux  sulfates 
neutres,  l'un  de  protoxyde,  Tautre  de  sesquioxyde  de  fer, 
décomposés  par  le  même  courant,  on  peut  se  demander  si  le 
même  poids  de  fer  ou  le  même  poids  d'oxygène  sera  mis  en 
liberté  dans  les  deux  électrolytes.  M.  Ed.  Becquerel  a  mon- 
tré que  c^est  le  métalloïde  qui  fait  la  loi:  par  conséquent  les 
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poids  de  fer  seront,  pour  les  deux  électrolyles,  dans  le  rap- 
port de  3  à  2.  Il  en  est  de  même  pour  les  sels  des  autres  aci- 
des, les  chlorures,  les  sulfures,  etc. 

859.  Des  couples  éiectriqne*.  — Cousidérons  maintenant  un 
circuit  composé  de  divers  électrolyles,  les  uns  donnant  lieu  à 
des  actions  positives,  les  autres  à  des  actions  négatives.  En 
<lésignant  par  a  pour  ceux  de  la  première  espèce,  et  par  b 
pour  ceux  de  la  seconde,  les  chaleurs  de  combinaison  de 
l*unité  de  poids,  par  R  la  résistance  totale  du  circuit  et  par  I 
rinlensité  du  courant,  on  aura 


ou 


m=i[l^ap^lbp\ 


Le  produit  IR  qui  correspond  à  la  chaleur  dégagée  dans  le 
circuit  en  raison  des  résistances  étant  essentiellement  positif, 
le  courant  ne  pourra  exister  que  si  Ton  a 

Si  celte  condition  n'est  pas  remplie-  et  que  tous  les  élec- 
trolvtes  soient  à  Tétai  naturel,  le  courant  s'établit  d'abord 
au  moment  de  la  fermeture  du  circuit.  Une  décomposition 
incomplète  polarise  les  électrodes  et  le  courant  cesse  dès  que 
la  somme  des  forces  électromotrices  de  polarisation  atteint  la 

valeur  ^ap;  le  système  reste  alors  en  équilibre.  Tel  est  le  cas 

d'un  circuit  formé  d'un  couple  Daniell '(2G8)  et  d'un  volta- 
mètre ;  la  substitution  du  zinc  au  cuivre  dans  le  couple  Da- 
niell  donne  24,2  calories,  tandis  que  la  décomposition  de 
l'eau  en  exige  34,5. 

2GO.  Dépoiarisation  par  diinisioii.  —  Il  peut  arriver  Cepen- 
dant que  Ton  constate  alors  Texistence  d'un  courant  excessi- 
vement faible.  Ce  courant  est  dû  à  la  cause  suivante  :  la  po- 
larisation des  électrodes  du  voltamètre  se  dissipe  peu  à  peu 
par  suite  de  la  diffusion  du  gaz;  on  conçoit  que  cette  diffusion 
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sera  plus  ou  moins  rapide  suivant  les  conditions  de  Texpé- 
rience,  mais  surtout  suivant  la  valeur  de  la  polarisation  elle- 
même  et  de  son  écart  par  rapport  à  la  polarisation  maximum. 
Le  courant  observé  dans  ces  circonstances  sera  celui  qui  est 
nécessaire  pour  rétablir  les  pertes  dues  à  la  diffusion  et  main- 
tenir Tétat  d'équilibre  qui  correspond  au  maximum  de  polari- 
sation pour  les  conditions  de  Texpérience.  Ainsi  s'expliquent 
les  diverses  particularités  auxquelles  donnent  lieu  les  phéno- 
mènes de  polarisation.  Quand  on  unit  à  un  voltamètre  une 
source  de  force  électromotrice  insuffisante  pour  donner  un 
dégagement  de  gaz  continu,  Texpérience  montre  que  la  force 
électromotrice  de  polarisation  croit  avec  l'intensité  du  courant 
permanent  dont  il  vient  d'être  question,  mais  moins  rapide- 
ment; que,  pour  une  valeur  donnée  de  ce  courant,  la  force 
électromotrice  diminue  quand  on  augmente  la  surface  des 
électrodes;  enfin,  que  la  force  électromotrice  reste  constante 
si  l'intensité  du  courant  et  la  surface  des  électrodes  croissent 
dans  le  même  rapport. 

SOI.  Conpie  de  Voita.  —  Quelques  mots  nous  suffiront 
maintenant  pour  compléter  la  théorie  de  la  pile.  Le  couple 
de  Yolta  proprement  dit  se  compose  de  deux  lames,  l'une  de 
zinc,  Tautre  de  cuivre,  plongées  dans  de  Teau  rendue  conduc- 
trice par  l'addition  d'une  petite  quantité  d'acide  sulfurique 
ou  d'un  sel  quelconque,  la  lame  de  cuivre  étant  soudée  à  une 
lame  de  zinc  qui  fait  partie  du  couple  suivant.  Entre  deux  mé- 
taux extrêmes  identiques,  on  a  ainsi  trois  contacts^  zinc-cui- 
vre, cuivre-eau  et  eau-zinc.  La  force  électromotrice  peut  donc 
s'exprimer  par  les  symboles  habituels, 

E=Z/i|Ca4.Cii|Ay-+-A9|Z/i. 

Yolta  admettait  que  l'eau  ne  joue  que  le  rôle  d'un  conducteur; 
on  aurait  alors 

Cu|Ay-i-A9Z»=o, 
et,  par  suite, 

E=Zn\Cu. 

D'après  cette  manière  de  voir,  la  force  électromotrice  du 
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couple  de  Voita  ne  dépendrait  que  du  contact  zinc-cuivre,  et 
ces  deux  métaux  réunis  par  une  couche  d'eau  se  trouve 
au  même  potentiel.  L'altération  superficielle  des  métaux  au 
contact  des  liquides  ou  des  gaz  rend  très  difficile  la  vérifica- 
tion rigoureuse  de  Thypothèse  de  Volta. 

Quoi  qu'il  en  soit^  cette  altération  est  tellement  rapide  et 
amène  dans  la  valeur  de  la  force  électromotrice  des  change- 
ments tels,  qu'au  point  de  vue  pratique,  la  force  électromo- 
trice du  couple  de  Voila  doit  être  considérée  comme  dépen- 
dant, pour  une  notable  part,  du  milieu  qui  forme  le  troisième 
élément. 

Lorsque  le  couple  est  fermé  par  un  conducteur  de  résis- 
tance R,  il  se  produit  un  courant  dont  Tintensité  est  donnée 
d'abord  par  la  relation 

*~R' 

mais  l'eau  est  aussitôt  décomposée,  l'oxygène  remonte  le  cou- 
rant et  oxyde  la  lame  de  zinc,  l'hydrogène  le  descend  et  vient 
polariser  la  lame  de  cuivre  ;  il  en  résulte  une  force  électro- 
motrice inverse.  Quand  le  régime  permanent  est  établi,  la 
force  électromotrice  de  polarisation  est  E'  et  Tintensité  1'  sa- 
tisfait à  la  relation 

(E-EOI^PR, 
ou 

r^E-E' 

Si  on  laisse  reposer  la  pile,  la  polarisation  disparaît  lente- 
ment par  diffusion.  Quand  on  ferme  de  nouveau  le  circuit  au 
bout  d'un  certain  temps,  le  courant  reparaît  d'abord  avec 
l'intensité  primitive  I,  si  Tinfluence  de  la  couche  d'oxyde  de 
zinc  est  négligeable,  pour  reprendre  ensuite  l'intensité  V  au 
bout  d'un  temps  généralement  très  court,  mais  qui  peut  être 
assez  long  si  les  surfaces  des  électrodes  sont  très  grandes  et 
la  résistance  du  circuit  considérable.  Tant  que  le  couple 
reste  ouvert,  la  différence  de  potentiel  des  extrémités  est  donc 
égale  à  E. 
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Dans  UD  circuit  fermé,  la  force  électromotrice  utilisable 
est  seulement  E  — E'.  Il  se  produit  dans  chaque  couple  de 
Toxyde  de  zinc  et  de  Thydrogène  aux  dépens  du  zinc  et  de 
Teau.  Comme  on  peut  supposer  que  1  oxygène  a  passé  par 
rétat  gazeux  en  allant  de  Teau  au  zinc^  on  voit  que  l'énergie 
disponible  du  couple  correspond  à  l'excès  de  la  chaleur  de 
formation  de  Foxyde  de  zinc  sur  celle  de  Teau  pour  le  même 
poids  d*oxygène.  Si  l'eau  est  acidulée,  la  différence  correspond 
à  la  substitution  du  zinc  à  Thydrogène  dans  Tacide  sulfu- 
rique  :  celte  différence  est  de  17,7  calories  environ. 

La  couche  d'hydrogène  qui  recouvre  le  cuivre  a  encore  pour 
effet  d'augmenter  beaucoup  la  résistance  du  couple,  ce  qui 
est  une  nouvelle  cause  d'affaiblissement  du  cburant. 

ses.  Couples  non  poinrisabies.  —  Des  moyens  mécaniques, 
comme  l'agitation  du  liquide  ou  le  Troltement  de  la  lame  de 
cuivre  par  un  corps  étranger,  permettent,  en  éliminant  la  plus 
grande  partie  du  gaz,  de  diminuer  beaucoup  la  résistance  et 
même  la  polarisation;  mais  on  peut  supprimer  complètement 
la  couche  gazeuse  par  une  action  chimique  et  obtenir  ainsi  des 
couples  non  polartsables. 

Un  liquide  qui  dissoudrait  simplement  Thydrogène  sans 
effet  calorifique  augmenterait  déjà  la  force  électromotrice  de 
tout  le  travail  que  doit  effectuer  le  gaz  pour  occuper  un  vo- 
lume déterminé  à  la  pression  extérieure;  mais  si  l'hydrogène 
entre  dans  une  nouvelle  combinaison  chimique,  ou  même  si 
l'on  tient  compte  de  la  chaleur  de  dissolution,  la  force  élec- 
tromotrice est  égale  à  la  somme  algébrique  des  énergies  pro- 
duites aux  deux  électrodes,  ou  aux  deux  pôles  du  couple. 

Tel  est,  par  exemple^  le  couple  employé  par  Joule  où  la 
lame  de  cuivre  est  recouverte  par  une  couche  d'oxyde  que 
rhydrogène  réduit  peu  à  peu.  La  force  électromotrice  est 
égale  à  la  différence  des  chaleurs  d^oxydation  du  cuivre  et  du 
zinc  pour  un  même  poids  d'oxygène. 

Dans  d'autres  cas,  le  liquide  renferme  en  dissolution  un 
sel  du  métal  qui  constitue  Télectrode  positive,  par  exemple 
une  dissolution  de  sulfate  de  cadmium  dans  laquelle  plongent 
une  lame  de  zinc  et  une  lame  de  cadmium.  Le  sulfate  dissous 
subit  l'électrolyse  quand  le  circuit  est  fermé  et  il  se  dépose 
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sur  la  lame  de  cadmium  une  quantité  de  cadmium  équrn* 
lente  au  point  de  zinc  dissous.  La  force  électromotrice  cor* 
respond  à  la  chaleur  de  substitution  du  zinc  au  cadmium 
dans  le  sulfate,  soit  environ  8,3  calories. 

Les  choses  restent  dans  le  même  état  tant  que  la  proportion 
du  sulfate  de  zinc  dissous  n*est  pas  assez  grande  pour  que  ce 
sel  lui-même  prenne  part  à  Téleclrolyse.  A  partir  de  ce  mo- 
ment la  polarisation  du  couple  apparaît  de  nouveau. 

En  fonction  des  forces  électromotrices  de  contact,  la  force 
électromolrice  de  ce  couple  peut  être  exprimée  par  les  sym- 
boles suivants  : 

E==Zh\Cd'hCd\CdO.SO''hCdO.SO'\Zn. 

ses.  Couples  à  deux  liquides.  —  Dans  le  couple  de  Daniell  à 
sulfates,  imaginé  pour  la  première  Tois  par  Becquerel,  on  em- 
ploie deux  liquides  :  une  dissolution  concentrée  de  sulfate  de 
cuivre  autour  de  la  lame  de  cuivre  et  une  dissolution  de  sul- 
fate de  zinc  autour  de  la  lame  de  zinc.  Les  deux  liquides  sont 
séparés  par  une  membrane,  comme  une  peau,  ou  par  un  vase 
de  terre  poreuse,  aGn  d*empécher  le  mélange  des  dissolutions 
sans  interrompre  la  conductibilité. 

La  force  électromotrice  est  alors 

D=Z/i|Cu+Cii|CMO,SO^+CuO,S03|Z/iO,SO'+Z/iOSO^|Z/i. 

Pendant  que  la  lame  de  zinc  se  dissout,  le  cuivre  provenant 
de  Téleclrolyse  du  sulfate  de  cuivre  se  dépose  sur  la  lame  de 
cuivre.  La  force  électromotrice  correspond  à  la  différence  des 
chaleurs  de  formation  du  sulfate  de  zinc  et  du  sulfate  de 
cuivre,  c'est-à-dire  à  la  chaleur  de  substitution  du  zinc  au 
cuivre  dans  le  sulfate,  soit  a4,si  calories. 

Ce  couple  présente  une  constance  remarquable  et  c'est  un 
de  ceux  dans  lequel  la  force  électromotrice  change  le  moias 
par  suite  des  variations  de  la  température. 

Dans  le  couple  de  Grove,  le  cuivre  est  remplacé  par  du 
platine  :  Thydrogcne  est  absorbé  par  de  Tacide  azotique  et 
forme  des  composés  nitrésd'un  degré  d'oxydation  plus  faible, 
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le  zinc  est  placé  dans  une  solution  d'acide  sulfurique  ou  de 
sulfate  de  zinc.  En  substituant  du  charbon  au  platine,  on 
obtient  le  couple  de  Bunsen. 

L'énergie  disponible  dans  les  couples  de  Grove  et  de  Bun- 
sen correspond  à  une  quantité  de  chaleur  d'environ  47  calo- 
ries, ils  ont  donc  une  force  électromotrice  presque  double  de 
celle  des  couples  de  Daniell;  les  liquides  présentent  d'ailleurs 
une  résistance  beaucoup  plus  faible.  Aussi  les  emploie-t-on 
de  préférence  toutes  les  fois  qu'on  veut  obtenir  des  courants 
très  intenses;  mais  les  liquides  s'altèrent  rapidement,  la  résis- 
tance augmente,  la  force  électromolrice  diminue  et  le  cou- 
rant ne  tarde  pas  à  s'affaiblir. 

864.  Phénomènes  électrottatlqaes  dans  les  piles.  —  Le  nom 

de  pile  donné  habituellement  à  la  réunion  de  plusieurs  couples 
en  communication  les  uns  avec  les  autres  provient  de  la*  forme 
imaginée  d'abord  par  Volta.  La  pile  à  colonne  de  Voila  se 
compose  d'une  série  de  doubles  lames  de  zinc  et  de  cuivre 
superposées  dans  le  même  sens  et  séparées  les  unes  des  autres 
par  des  rondelles  de  drap  humide. 

Un  couple  est  formé  par  l'ensemble  des  corps  qui  existent 
entre  deux  zincs,  c'est-à-dire  zinc,  cuivre,  eau,  zinc.  On  peut 
imaginer  que  chacune  des  lames  de  zinc  appartient  par  moitié 
à  deux  couples  successifs. 

Si  la  pile  commence  à  la  partie  inférieure  par  un  cuivre 
et  se  termine  en  haut  par  un  zinc^  on  voit  que  la  première 
lame  de  cuivre  n'intervient  pas.  La  différence  de  potentiel  étant 
égale  à  e  pour  chaque  couple,  le  potentiel  ira  en  croissant  de 
bas  en  haut  et,  s'il  y  a  /£  couples,  la  force  électromotrice  E  de 
la  pile  est 

E  =  en, 

9BB.  Pile  non  isolée,  —  Si  la  pile  est  mise  en  communi- 
cation avec  le  sol  par  sa  partie  inférieure  à  l'aide  de  conduc- 
teurs dont  on  puisse  négliger  l'influence,  l'extrémité  supé- 
rieure A  a  un  potentiel  y^^E^ne  proportionnel  au  nombre 
des  couples.  On  le  vérifie  facilement,  soit  au  moyen  d'un  élec- 
tromètre, soit  par  la  mesure  des  charges  communiquées  à  un 
condensateur. 

Èlectr,  et  Magn.  1  —  19 
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266.  Pile  isolée,  —  Si  la  pile,  supposée  formée  de  couples 
ideatiques  et  équidistaats^  n'a  pas  été  mise  en  communication 
ayec  le  sol,  tout  au  moins  depuis  un  temps  assez  long  pour 
qu'elle  ait  pu  prendre  son  équilibre,  sa  charge  totale  doit  être 
nulle  et  la  distribution  des  potentiels  symétrique  par  rapport 
au  point  milieu. 

On  aura  donc,  pour  les  extrémités  A  et  B  ou  les  deux  pôles, 

et,  par  suite, 

V  — -V  —^ 

Supposons  qu'on  donne  à  la  pile  un  excès  de  charge  M'  ; 
cette  charge  se  distribuera  comme  elle  le  ferait  sur  un  con- 
ducteur ordinaire  de  même  forme  et  donnera  à  Tintérieur  un 
potentiel  constant  \'  tel  qu'on  ait,  en  appelant  P  la  capacité 
de  la  pile, 

V  -p. 

Le  potentiel  V\  s'ajoutant  en  chaque  point  au  potentiel  pri- 
mitif, ne  troublera  pas  la  loi  des  contacts.  On  aura  ainsi,  à 
Textrémité  supérieure  A, 

2  2 

cl,  sur  le  m"  couple  à  partir  du  bas, 

V„=(m-^)«+V'. 

Supposons  maintenant  qu'on  mette  en  communication  avec 
une  capacité  G  le  m*  couple  d'une  pile  isolée  dont  la  charge 
totale  est  nulle.  Cette  capacité  prend  une  charge  M;  il  en  ré- 
sultera pour  la  pile  une  chute  V  de  potentiel  en  chaque  point, 
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de  sorte  qu'en  désignant  par  V^  le  potentiel  nouveau  du  couple 
considéré,  on  aura 

M=CV«  =  PV. 
On  en  déduit 

"""2      ^~2      P    '"""a       P    "* 

On  a  d'ailleurs 

V„-V^-(/z-m)e. 

En  éliminant  entre  ces  deux  équations  le  potentiel  intermé- 
diaire V«,  il  vient 

P  n 

7; hn  —  m 

Si  le  m*  couple  est  au  sol,  il  est  clair  qu'on  a 

Va  =  e(/î  — m). 

On  déterminerait  de  la  même  manière  la  distribution  des 
potentiels  sur  une  pile  quelconque,  symétrique  ou  non.  Dans 
ce  dernier  cas,  le  point  neutre  de  la  pile  isolée  et  non  chargée 
n'est  plus  au  milieu. 

969.  JBeprésentatloA  des  potentiel*  à  l'Intérieur  de  la  plie.  — 

Figurons  la  pile  par  une  droite  telle  que  chaque  portion  de 
longueur  soit  proportionnelle  à  la  résistance  de  la  partie 
qu'elle  représente,  et  élevons  en  chaque  point  une  ordonnée 
proportionnelle  au  potentiel  de  ce  point.  Supposons  qu'il 
s'agisse  de  couples  de  Volta,  le  potentiel  croit  d'une  quantité 
constante  à  chaque  contact  zinc-cuivre  ;  la  courbe  présentera 
donc  aux  points  correspondants  une  variation  brusque  et  tou- 
jours la  même  de  l'ordonnée.  Si  la  pile  est  ouverte,  le  poten- 
tiel reste  constant  dans  la  pile  d'un  contact  au  suivant,  la 
courbe  figurative  des  potentiels  sera  formée  d'une  série  d'é- 
chelons équidistants,  comme  les  marches  d'un  escalier.  La 
ligne  de  potentiel  zéro  passe  par  le  milieu  si  la  pile  est  restée 
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isolée,  ou  par  un  point  quelconque  si  elle  est  reliée  à  une  ca- 
pacité ou  au  sol. 
Pour  la  pile  fermée,  trois  cas  peuvent  se  présenter  : 
i""  Le  conducteur  interpolaire  a  une  résistance  négligeable 
vis-à-yis  de  celle  de  la  pile.  Les  deux  pôles  sont  sensiblement 
au  même  potentiel,  et  chaque  contact  produit  la  même  varia- 
tion de  potentiel  ;  mais,  d'un  contact  au  suivant,  il  y  a  une 
chute  progressive  précisément  égale.  En  appelant  n  le  nom- 
bre des  couples  et  r  la  résistance  de  chacun  d'eux,  la  loi  de 
Ohm  donne 

I ne e. 

nr     r 

rintensilé  est  la  même  qu'avec  un  seul  couple. 

2?  La  résistance  de  la  pile  est  négligeable  vis-à-vis  de  celle 
du  conducteur  interpolaire.  La  variation  des  potentiels  dans 
rintérieur  de  la  pile  est  à  très  peu  près  la  même  que  si  elle 
était  ouverte.  A  Textérieur,  la  chute  de  potentiel  est  continue, 
et  si  R  est  la  résistance  du  conducteur  interpolaire,  Tintensité 
du  courant  est 

I      E         e, 

elle  est  donc  proportionnelle  au  nombre  des  couples. 

3*"  Enfin,  si  la  résistance  du  conducteur  interpolaire  est  de 
même  ordre  que  celle  de  la  pile,  le  potentiel  s'élève  toujours 
d'une  quantité  constante  à  chaque  contact  et  baisse  d'une 
manière  continue,  mais  d'une  quantité  moindre,  d'un  con- 
tact au  suivant;  la  différence  des  potentiels  des  deux  pôles  à 
une  valeur  finie,  moindre  que  dans  le  cas  de  la  pile  isolée, 
mais  d'autant  plus  grande  que  la  résistance  interpolaire  est 
plus  grande,  et  l'intensité  du  courant  a  pour  expression,  d'a- 
près la  loi  d'Ohm, 

E 


I 


K 


268.  Plie  plonir^  dans  un  milieu  eondueteur.  —  NouS  avons 

admis  jusqu'à  présent  qu'aucune  perte  d'électricité  n'a  lieu 
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par  la  surface  latérale  de  la  pile.  Il  peut  arriver  que  cette 
perte  ne  soit  pas  négligeable.  Supposons  qu'une  pile  à  colonne 
de  Volta,  composée  de  lames  infiniment  minces,  soit  plongée 
dans  un  milieu  conducteur,  et  que  Télectricité  s'écoule  en 
même  temps  par  les  parois  latérales  et  par  les  extrémités;  ce 
serait  le  cas  d'une  pile  plongée  dans  Teau  si  Ton  néglige  les 
effets  de  polarisation.  Soit  s  la  force  électromotrice  de  la  pile 
par  unité  de  longueur,  p  la  résistance  intérieure  et  p'  la  résis- 
tance extérieure  par  unité  de  longueur  (220). 

Le  flux  d'électricité  est  encore  parallèle  aux  génératrices 
dans  la  plus  grande  étendue  de  chaque  section  normale  de  la 
pile,  et  une  partie  s'échappe  latéralement  en  chaque  point,  de 
sorte  que  les  surfaces  de  niveau  sont  planes  et  se  raccordent 
avec  la  surface  latérale,  comme  dans  la  figure  55. 

Entre  deux  points  infiniment  voisins  P  et  P',  dont  les  po- 
tentiels sont  V  et  V,  l'intensité  I  du  courant  intérieur  satis- 
fait à  l'équation 

L'intensité  en  chaque  point  est  donc  donnée  par  l'équation 

Supposons  le  régime  permanent  établi  et  considérons  deux 
tranches  successives.  Le  flux  d'électricité  1  qui  traverse  la 
première  est  égal  à  la  somme  du  flux  F  qui  traverse  la  se- 
conde et  du  flux  i  qui  s'échappe  par  la  surface  latérale,  ce 
qui  donne 

1-r  +  i, 


ou 


Comme  on  a 


l=\-y^^d\. 


I   ,,      \dx 

djc    . 
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il  en  résulte,  d'après  l'équation  (i), 

p  da^      p' 

Posons  encore  P^=-/,  cette  équation  devient 
P 

comme  pour  le  régime  permanent  d'un  fil  avec  perte  par  la 
surface  (sso).  Pour  déterminer  les  constantes  de  l'intégrale 

supposons  que  Ton  compte  les  longueurs  à  partir  du  milieu 
de  la  pile  et  que,  tout  étant  symétrique,  le  potentiel  soit  nul 
quand  x=:o\  il  en  résulte 

En  appelant  =i=  V^  le  potentiel  aux  extrémités  de  la  pile  et 
/  sa  longueur,  il  vient 

(2)  ^  ^    IL       _Ç.' 

£••.  —  L'intensité  du  courant  dans  la  pile  et  celle  du  cou- 
rant latéral  i  ont  pour  expressions 

(3)  V  .      V 
.■=-7<ic=-,-p— !-j(rf'-«-")ix. 

'  "■  «■-.-■ 

Pour  déterminer  le  potentiel  diV^  des  extrémités^  il  faut 
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évaluer  Tintensité  1^  du  couraYit  qui  s'écoule  par  chacune 
d'elles. 

On  a  alors,  en  appelant  encore  R^  la  résistance  du  milieu  à 
partir  de  ces  extrémités, 


ce  qui  donne 
(4)  V, 


L       e'  — e    ' 


7'' 


Si  le  milieu  extérieur  est  isolant,  p'=oo  et  p=o.  Alors  le 
second  terme  de  l'intensité  I  se  présente  sous  une  forme  indé- 
terminée, mais  on  trouve  finalement  Texpression  ordinaire 

^_      U       _      E 

La  résistance  totale  de  la  pile  et  du  milieu,  à  partir  du 
point  P,  est  encore  donnée  (222)  par  l'expression 

R+y/pp'     ^i 

On  déterminera  la  constante  C^  par  la  condition  que  cette 
résistance  devienne  égale  à  R^  pour  x=-,  ce  qui  donne 

'    R.-Vpp' 
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870.  Phénomènes  électroca^iiiaires.  —  Les  expériences  pré- 
cédentes ont  montré  que  toute  modification  de  la  surface  de 
contact  de  deux  corps  amène  une  -variation  de  la  force  électro- 
motrice.  Celte  loi  peut  être  considérée  comme  générale,  et 
Ton  doit  admettre  à  priori  qu'il  existe  une  relation  entre 
les  forces  éleclromotrices  de  contact  de  deux  corps  et  toute 
autre  propriété  dépendant  de  l'état  des  surfaces. 

Si  Ton  emploie,  par  exemple,  une  surface  de  mercure 
comme  électrode  négative  pour  décomposer  Teau,  le  mercure 
se  polarise,  c'est-à-dire  que  la  différence  de  potentiel  de  con- 
tact des  deux  liquides  augmente  de  plus  en  plus  arec  la  force 
électromotrice  extérieure,  jusqu'à  ce  que  commence  le  déga- 
gement des  bulles  de  gaz.  Les  propriétés  capillaires  du  mer- 
cure, c'est-à-dire  sa  tension  superficielle,  dépendent  unique- 
ment de  l'état  de  la  surface  et  doivent,  par  conséquent,  changer 
avec  la  polarisation. 

Les  expériences  de  M.  Lippmann  ont  montré  qu'il  en  est 
ainsi.  La  tension  capillaire  du  mercure  en  contact  avec  l'eau 
acidulée  croît  d'abord  avec  la  force  électromotrice  de  polarisa- 
lion,  jusqu'à  ce  que  celle-ci  atteigne  0,9  de  la  force  éleclromo- 
trice  d'un  couple  Daniell,  et  diminue  ensuite  à  mesure  que  la 
polarisation  augmente. 

Le  raisonnement  et  l'expérience  indiquent  aussi  que  la  ré- 
ciproque est  vraie.  Si,  par  un  procédé  mécanique  quelconque, 
on  déforme  la  surface  du  mercure  et  que,  par  suite,  on 
fasse  varier  la  tension  superficielle  au  contact  des  deux  liqui- 
des, la  différence  de  potentiel  change  en  même  temps;  pen- 
dant la  déformation,  le  potentiel  varie  de  telle  manière  que  la 
tension  superficielle  qui  lui  correspond  tend  à  s'opposer  au 
mouvement  produit.. 
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291.  DécouTertede  Seebeck.  —  NouS  avonS  YU  qu'un  cir- 
cuit fermé,  composé  de  plusieurs  métaux  à  la  même  tempéra- 
ture, ne  peut  donner  lieu  à  aucun  courant;  mais  la  loi  n'est 
plus  vraie  si  les  différents  points  du  circuit,  et  particulière- 
ment les  soudures  de  métaux,  ne  sont  plus  à  la  même  tempé- 
rature. Le  circuit  est  alors  traversé  par  un  courant  dit  courant 
thermoélectrique. 

Cette  découverte  importante  est  due  à  Seebeck  (1821). 

Dans  un  circuit  formé  par  un  barreau  de  bismuth  dont  les 
extrémités  sont  réunies  par  une  lame  de  cuivre,  le  courant  va 
du  bismuth  au  cuivre  à  travers  la  soudure  la  plus  chaude;  on 
dit  que  le  cuivre  est  négatif  par  rapport  au  bismuth.  Avec  un 
couple  antimoiae-cuivre,  le  courant  est  inverse,  il  va  du 
cuivre  à  Tantimoine  par  la  soudure  chaude;  l'antimoine  est 
donc  négatif  par  rapport  au  cuivre. 

Il  est  naturel  de  penser  que  les  métaux  se  classent  suivant 
une  série  régulière,  au  point  de  vue  de  cette  nouvelle  pro- 
priété, et  que  Tantimoine,  négatif  par  rapport  au  cuivre,  est  à 
plus  forte  raison  négatif  par  rapport  au  bismuth.  C'est  ce  que 
Texpérience  vérifie,  en  effet,  et  la  force  électromotrice  pour  les 
mêmes  températures  aux  soudures  est  plus  grande  avec  le 
couple  bismuth-antimoine  qu'avec  les  deux  couples  bismuth- 
cuivre  ou  cuivre-antimoine. 

La  force  électromotrice  d'un  couple  thermoéleclrique  peut 
être  obtenue  en  brisant  le  circuit  en  un  point  pris  en  dehors 
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des  soudures  et  déterminant  la  différence  du  potentiel  des 
deux  bouts  ainsi  isolés. 

Dans  un  circuit  formé  d'un  seul  métal  homogène,  il  est 
impossible  de  provoquer  un  courant  électrique  par  des  varia- 
tions de  température,  quelles  que  soient  d'ailleurs  la  forme 
et  la  section  du  conducteur  au  voisinage  des  points  chauffés. 
Il  pourra,  au  contraire,  se  produire  des  courants  si  le  métal 
présente  une  dissymétrie  permanente  ou  passagère,  dans  ses 
propriétés  physiques,  de  part  et  d'autre  des  points  chauffés. 

978.  EioU  dM  courante  thermoéleclrlque*.  —  Sans  dîscuter 

les  expériences  qui  mettent  ces  particularités  en  évidence  et 
qui  ont  servi  à  établir  les  lois  du  phénomène,  nous  nous 
bornerons  à  résumer  les  lois  elles-mêmes. 

I.  Loi  de  Volta.  —  Dans  un  circuit  métallique  quelconque, 
dont  tous  les  points  sont  à  la  même  température,  il  n'y  jamais 
de  courant. 

En  effet,  la  somme  algébrique  de  toutes  les  forces  électro- 
motrices  de  contact  est  alors  nécessairement  nulle  puisque  les 
métaux  obéissent  a  la  loi  des  contacts  successifs  (i8o). 

II.  Loi  DE  Magnus.  —  Dans  un  circuit  homogène,  il  n'y  a 
jamais  de  courant  permanent,  quelles  que  soient  la  forme  du 
conducteur  et  les  variations  de  température  qui  existent  entre 
les  différents  points  du  circuit. 

Cette  loi  entraîne  comme  conséquence,  ou  bien  que  la  varia- 
tion de  température  d'un  point  à  un  autre  ne  détermine 
aucune  différence  de  potentiel  entre  ces  deux  points,  ou  bien 
que  celte  différence,  si  elle  existe,  ne  dépend  que  des  tempé- 
ratures elles-mêmes  et  nullement  de  la  loi  de  variation. 

Depuis  le  point  le  plus  chaud  du  circuit  jusqu'au  point  le 
plus  froid,  on  trouve  en  effet,  par  deux  chemins  différents,  les 
mêmeschutes  de  température  distribuées  suivant  des  loisqueU 
conques  entièrement  indépendantes.  S'il  existe  des  différences 
de  potentiel  et  que  la  somme  totale  de  ces  différences  soit 
nulle,  il  faut  qu'entre  les  deux  températures  t  et  t\  de  part  et 
d'autre,  la  variation  de  potentiel  soit  la  même,  quelle  que  soit 
la  distance  des  points  P  et  P'  entre  lesquels  a  lieu  cette  chute 
de  température. 

Il  résulte  de  la  loi  de  Magnus  que  la  force  électromotrice 
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ne  dépend  que  de  la  température  des  deux  soudures  et  nullement 
de  la  distribution  de  la  température  dans  les  conducteurs  qui 
les  séparent;  car  la  différence  des  potentiels  aux  deux  extré- 
mités d'un  conducteur  homogène  ne  dépend  que  des  tempé- 
ratures de  ces  extrémités. 

Nous  représenterons  par  E^  (AB)  la  force  électromotrice 
de  deux  métaux  A  et  B  lorsque  les  soudures  sont  aux  tempé- 
ratures t  et  t\  le  courant  allant  de  A  en  B  à  travers  la  soudure 
la  plus  chaude  à  la  température  t\  Cette  force  électromotrice 
est  une  fonction  des  deux  températures  t  et  t\ 

III.  Loi  des  températures  successives  (Becquerel).  —  Pour  mi 
couple  donné  y  la  force  électromotrice  relative  à  deux  tempéra- 
tures quelconques  t  et  t'  est  égale  à  la  somme  des  forces  électro- 
motrices  qui  correspondent  aux  températures  t  et^,  dune  part  y 
puis  0  et  t\  d^  autre  part  y  8  étant  U7ie  température  intermédiaire 
entre  les  deux  premières. 

Cette  loi  peut  se  traduire  de  la  manière  suivante  : 

Nous  savions  déjà  que  la  force  électromotrice  ne  dépend 
que  des  températures  des  deux  soudures  ;  cette  dernière  loi 
montre  que  la  force  électromotrice  peut  être  exprimée  par  la 
difTérence  de  deux  termes,  dont  Tun  ne  contient  que  la  tem- 
pérature ty  l'autre  la  température  t\  ces  deux  termes  étant  les 
valeurs  d'une  même  fonction  de  la  température. 

On  peut  donc  écrire 

E;=F(0-F(t). 

IV.  Loi  DIS  MÉTAUX  INTERMÉDIAIRES  (Bccquerel).  —  Si  deux 
métaux  A  etB  sont  séparés  dans  un  circuit  par  un  ou  plusieurs 
métaux  intermédiaires  maintenus  tous  à  une  même  tempéra- 
ture t,  la  force  électromotrice  est  la  même  que  si  les  deux  mé- 
taux étaient  unis  directement  et  la  soudure  portée  à  la  même 
température  t. 

La  loi  des  métaux  intermédiaires  peut  s'exprimer  par  l'é- 
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quation 

e;'(ab)^e;'(ac)+e;'{cb). 

En  effet,  si  deux  métaux  A  et  B  sont  réunis  à  la  soudure 
chaude  par  un  métal  intermédiaire  G,  on  peut,  d'après  la 
loi  de  Magnus,  imaginer  qu'un  point  P  de  ce  troisième  métal 
est  à  la  température  inrérieure  t  .et  interposer,  de  même,  à 
la  soudure  froide  un  morceau  du  métal  G  maintenu  à  la  tem- 
pérature de  cette  soudure.  On  a  alors  dans  le  circuit,  entre 
les  mêmes  limites  de  température^  les  deux  couples  AC  et  CB; 
la  force  électromotrice  résultante  est  celle  qui  se  produirait 
directement  entre  les  métaux  A  et  B. 

Gette  loi  a  une  grande  importance  pratique  :  elle  montre 
que  la  soudure  qui  sert  à  joindre  deux  métaux  n'a  aucune 
influence  sur  les  phénomènes  auxquels  ils  donnent  lieu. 

V.  Phénomènes  d'inversion.  —  Pour  certains  couples  thermo- 
électriques,  l'intensité  de  courant  augmente  d'une  manière 
continue  à  mesure  qu'on  élève  la  température  de  la  soudure 
chaude,  celle  de  la  soudure  froide  restant  invariable.  Le 
couple  est  dit  à  marche  uniforme,  lorsque  la  force  électro- 
motrice  est  proportionnelle  à  la  différence  des  températures 
des  deux  soudures. 

Dans  la  plupart  des  cas,  au  contraire,  la  force  électromo- 
trice du  couple,  après  avoir  passé  par  un  maximum,  devient 
nulle,  puis  change  de  signe. 

Il  y  a  donc,  à  partir  d'une  certaine  température,  inversion 
du  courant,  et  l'intensité  augmente  ensuite  d'une  manière 
continue  sans  manifester  de  nouvelle  inflexion.  Ce  phéno- 
mène a  été  découvert  par  Gumming  en  i8a3. 

Gaugain  a  constaté  que  la  température  d'inversion  dépend 
de  celle  de  la  soudure  froide,  et  que  la  moyenne  des  tempéra- 
tures  des  deux  soudures  au  moment  de  Finversion  est  toujours 
égale  à  la  température  du  maximum  d'intensité, 

273.  Représentation  des  phénomènes.  —  Gaugain,  dans  un 

travail  remarquable  sur  les  phénomènes  thermoélectriques, 
en  représente  la  marche  par  un  procédé  graphique  qui  per- 
met de  vérifier  facilement  les  lois  qui  précèdent.  Prenant  pour 
abscisse  la  différence  t—t^  des  températures  des  deux  soudures 
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(la  soudure  froide  ayaot  une  température  conslaate  de  20""),  il 
élèTe  en  chaque  point  une  ordonnée  proportionnelle  à  la 
force  électromotrice  correspondante. 

On  obserTe  sur  ces  courbes  (Gg.  63)  les  propriétés  suivantes  : 
I*  Elles  sont  symétriques  par  rapport  à  l'ordonnée  maxi- 
mum, ce  qui  vérifie  la  loi  relative  à  la  température  d'inversion, 
car  on  a,  en  appelant  t^  la  température  du  maximum  et  u  celle 
d'inversion, 

to  +  ti 


Ces  courbes   ont   été  calculées  par  Gaugain  comme  des 


/ 


1/ 


r.      Pj    r 


;i^. 

\ 


\ 


I 


Fig.  63 


branches  d'hyperboles  à  axe  vertical,  mais  on  peut  les  rem- 
placer par  des  paraboles  ;  la  différence  des  ordonnées  calcu- 
lées par  les  deux  courbes  pour  un  même  couple  sont  de  l'or- 
dre des  erreurs  expérimentales;  les  unes  et  les  autres  repré- 
sentent également  bien  les  expériences.  La  théorie  indique, 
connme  nous  le  verrons  plus  loin,  que  la  courbe  représenta- 
tive des  forces  électromotrices  en  fonction  de  température  doit 
être,  en  effet,  une  parabole. 

2*  Si  l'on  mène  une  horizontale  par  un  point  M^,  qui  corres- 
pond à  la  température  t^,  les  ordonnées,  comptées  à  partir  de 
celte  droite,  représentent  les  forces  électromotrices  relatives 
à  la  température  t^  pour  la  soudure  froide.  La  loi  des  tem- 
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pératures  successives  se  trouve  ainsi  vérifiée,  puisqu'on  a 

MP=MQ-+-QP=MQ-hM^P„ 

c'est-à-dire 

e:=e>e\ 

'o  'i  U 

La  température  d'inversion  correspond  au  point  où  la  nou- 
velle ligne  des  abscisses  rencontre  la  courbe.  Si  OP  représente 
la  température  de  la  soudure  froide,  OP'  sera  celle  de  l'inver- 
sion; on  voit  qu'elle  dépend  de  la  température  de  la  soudure 
froide. 

3*  Si  deux  courbes  AB  et  AC  représentent  les  forces  électro- 
motrices  pour  les  couples  formés  par  un  métal  A  associé  res- 
pectivement à  deux  métaux  B  et  C,  la  différence  MN  des  or- 
données des  deux  courbes  représente  la  force  électromotrice 
du  couple  formé  par  les  deux  métaux  B  et  G.  La  relation 
MP  =  PN-f-NM  équivaut  donc  à  l'équation 

E(ab)=e(acke(cb;, 

qui  exprime  la  loi  des  métaux  intermédiaires. 

274.  CoiiBé<iaeneefl  du  principe  de  Volta.  —  En  laissant  à 

partie  phénomène  de  l'inversion,  on  peut  considérer  les  lois 
qui  précèdent  comme  des  conséquences  du  principe  de  Volta, 
savoir  qu'il  existe  au  contact  de  deux  métaux  une  force  élec- 
tromotricCy  et  que  cette  force  électromotrice  est  une  fonction  de 
la  température. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  la  force  électromotrice  d'un  couple 
est  la  somme  algébrique  des  deux  forces  électromotrices  de 
sens  contraires  qui  existent  aux  deux  soudures. 

aib 

Convenons  de  représenter  par  le  symbole  -^—  la  force  élec- 
tromotrice H  de  contact  de  deux  métaux  A  et  B  à  la  tem- 
pérature f,  nous  aurons 


e;(ab)=5!^-1HA=h,-h.. 

fj  tx 
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SoitI  rintensité  du  courant  qui  traverse  le  circuit  dont  la 
résistance  totale  est  R.  Pendant  l'unité  de  temps,  le  iravail 
emprunté  à  la  soudure  chaude  est  IH^,  et  le  travail  dépensé  à 
la  soudure  froide  est  IH^  ;  la  différence  de  ces  travaux  est 
transformée  en  énergie  calorifique  qui  se  dégage  le  long  du 
circuit  conformément  à  la  loi  de  Joule,  et  l'on  a 

ou 

*""      R     • 

Le  système  peut  donc  être  considéré  comme  une  machine 
thermique  dont  la  source  chaude  fournit  une  quantité  de 
chaleur  Q^  donnée  par  l'équation  JQj^lHj,  et  dont  la  source 
froide  absorbe  une  quantité  moindre  Q^,  déterminée  de  même 
par  l'équation  JO^=:IH^,  la  différence  de  ces  deux  quantités 
étant  employée  à  échauffer  le  circuit,  d'où  il  résulte 

La  loi  de  Magnus  est  comprise  dans  Thypothèse  même  qu'il 
n'exisle  de  force  électromotrice  qu'aux  soudures. 

La  loi  des  températures  successives  résulte  de  l'identité 

Enfin  la  loi  des  métaux  intermédiaires  est  également  évi- 
dente, car  on  a,  par  définition, 

e;(ac)=e;(C.b)=:M_Ç!a^b|ç_biç_ 

t.y  t^         fy  t^ 

D'autre  part^  la  loi  des  tensions  de  Yolta  donne,  pour  une 
température  quelconque, 

t  '^  t     ~    t   ' 
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l'équation  précédente  devient  alors 

E;(AC)  +  E;(CB)=:^-5IA  =  E;(A.B). 

895.  CoBBéqneneeB  de  l'inTerflion.  —Toutefois  le  principe  de 
Yolta,  restreint  au  contact  des  corps  de  natures  différentes, 
ne  suffit  pas  pour  expliquer  les  phénomènes  d'inversion. 

Considérons,  en  effet,  un  circuit  composé  de  deux  métaux 
A  et  B.  Pour  rendre  compte  de  Tinversion  avec  les  seuls  effets 
de  contact,  il  faudrait  admettre  que  la  différence  de  poten- 
tiel Hj  à  la  soudure  chaude  augmente  d'abord  avec  la  tem- 
pérature, passe  par  un  maximum,  diminue  ensuite  et  devient 
égale,  pour  la  température  d*inversion,  a  la  différence  de  po- 
tentiel Hf  de  la  soudure  froide.  Puis  la  valeur  de  H^  conti- 
nuerait de  décroître;  alors,  le  courant  étant  changé  de  signe, 
le  jeu  des  forces  électriques  produirait  un  dégagement  de 
chaleur  sur  la  soudure  chaude,  une  absorption  à  la  sou- 
dure froide,  outre  réchauffement  du  circuit  eu  vertu  de  la 
loi  de  Joule.  On  peut  imaginer  que  les  causes  de  refroidisse- 
ment du  circuit  par  rayonnement  soient  tellement  diminuées 
qu'il  soit  possible  de  supprimer  la  source  de  chaleur,  et  que 
le  seul  passage  du  courant  suffise,  non  seulement  à  entretenir 
la  température  de  la  soudure  chaude,  mais  à  l'élever  encore, 
et  à  diminuer  celle  de  la  soudure  froide,  ce  qui  aurait  pour 
résultat  d'exagérer  le  courant.  On  aurait  ainsi  réalisé  un  cir- 
cuit métallique  qui  jouirait  de  la  singulière  propriété   de 
transporter  de  la  chaleur  des  points  les  plus  froids  sur  les 
points  plus  chauds  sans  aucune  dépense  d'énergie.  Sans  être 
aussi  évidemment  impossible  que  le  problème  du  mouvement 
perpétuel,  un  pareil  résultat  est  incompatible  avec  l'allure  gé- 
nérale des  phénomènes  calorifiques;  il  est  d'ailleurs  en  con- 
tradition  directe  avec  le  principe  de  Garnot. 

Si  les  courants  thermoélectriques  n'étaient  dus  qu'aux  for- 
ces électromotrices  de  contact  des  soudures,  le  principe  de 
Garnot  exigerait  que  tous  les  couples  eussent  une  marche 
uniforme. 
Supposons,  en  effet,  qu'une  pile  thermoéiectrique  fonction- 
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nant  entre  les  températures  /^  et  t.^  soit  mise  en  commiinicalion 
avec  un  électrolyte  dont  la  force  électromotrice  de  décomposi- 
tion est  E;  on  nura  la  relation 

IH3-lH,r=12R4-!E, 

ou 

Si  rintensité  du  courant  1  est  très  petite,  et  la  résistmce  R 
médiocre,  le  terme  VR  est  négligeable,  la  force  électromo- 
Irice  d'opposition  Eest  très  peu  inférieure  à  H^  —  H^  et  Texcès 
de  chaleur  fournie  par  la  source  chaude  est  employée  à  pro- 
duire le  travail  extérieur  lE.  Supposons  que,  par  un  moyen 
quelconque,  on  fasse  croître  E  jusqu'à  une  valeur  Ë',  très  peu 
supérieure  à  H^— H^  le  courant  changera  de  sens;  si  la  va- 
leur absolue  de  l'intensité  est  restée  la  même,  les  mêmes 
quantités  de  chaleur  seront  encore  mises  en  jeu  à  chaque 
soudure,  mais  en  sens  inverse,  et  Télectrolyte  fournira  cette 
fois  du  travail  au  lieu  d'en  absorber.  Dans  le  cas  d'un  cou- 
rant très  faible,  la  pile  thermoélectriqne  se  comporte  donc 
comme  une  machine  thermique  réversible,  et  on  peut  lui 
appliquer  le  principe  de  Carnot.  Si  T^  et  T^  sont  les  tempéra- 
tures absolues  des  deux  soudures,  les  quantités  de  chaleur  Q^ 
et  0^,  absorbées  ou  fournies  par  les  deux  sources  suivant  le 
jeu  de  la  machine,  doivent  être  proportionnelles  aux  tem- 
pératures absolues  T,  et  T^,  et  l'on  doit  avoir 


OU,  A  étant  une  constante. 


13     1^ 


Il  en  résulterait 


H. -H.     e; 

Ï,-T,-T,-T,  -^' 


Électr.  et  Magn.  ÎO 
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et,  par  suile, 

e;=ait.-to. 

Pour  tous  les  couples,  la  force  électromotrice  devrait  donc 
être  proportionoelle  à  la  difTérence  des  températures  des  deux 
soudures;  tous  les  couples  auraient  une  marche  uniforme  et, 
en  particulier,  le  phénomène  de  Tinversion  du  courant  ne 
devrait  jamais  se  présenter. 

S7e.  Tkéorie  de  flir  HT.  TiiomaoB.  —  Le  principe  de  Yolta 
ne  peut  donc  suffire  à  Texplication  complète  des  phénomènes 
thermoélectriques;  il  faut  admettre  Texistencede  forces  élec- 
tromotrices autres  que  les  forces  éleclromotrices  de  contact  et 


fr 


Hi 


•Ht 
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F« 


Fig.  6/, 


capables  de  donner,  comme  celles-ci,  des  phénomènes  calori- 
fiques réversibles. 

Les  moindres  changements  dans  Tétat  physique  des  mé- 
taux, tels  que  la  trempe,  la  torsion  ou  la  traction,  etc.,  modi- 
fient leurs  propriétés  électriques  ;  il  est  donc  naturel  de  géné- 
raliser le  principe  de  Yolta  et  d'admettre  que  le  contact  de 
deux  parties  du  même  métal  a  des  températures  diiïérentes 
donne  aussi  lieu  à  une  différence  de  potentiel. 

La  force  électromotrice  qui  résulte  des  variations  de  la 
température  est  nulle  dans  un  Hl  homogène  (loi  de  Magnus), 
parce  que  la  chute  totale  de  potentiel  de  part  et  d'autre  du 
maximum  a  la  même  valeur;  mais  celte  compensation  cesse 
d'avoir  lieu  de  part  et  d'autre  de  la  soudure  de  deux  métaux 
différents^  et  on  doit  tenir  compte  de  la  variation  continue  du 
potentiel  que  les  variations  de  température  déterminent  le 
long  des  conducteurs. 
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Pour  fixer  les  idées,  considéroas  un  couple  cuîvre-fer,  par 
exemple,  fonctionnant  entre  les  températures  t^  et  t^,  et  soient 
H,  et  H,  (fig.  64)  les  forces  électromotrices  de  contact  à  ces 
deux  températures;  supposons  en  outre  que,  le  long  du 
cuiyre  C».  par  suite  de  l'élévation  de  température  depuis  t^ 
jusqu'à  ^29 1<^  potentiel  ait  crû  d'une  quantité  c  indépendante 
de  rintensité  du  courant;  qu'inversement  sur  le  fer  F«  il  y 
ait,  pour  le  même  excès  de  température,  une  diminution  de 
potentiel  /;  le  potentiel,  dans  le  voisinage  de  la  soudure 
chaude,  se  sera  élevé  de  la  quantitéy+c=:/i,  et  la  force  élec- 
tromotrice du  couple  sera  maintenant 

E=H,4-/i-H,. 
Nous  avons  admis  implicitement  que  la  température  t^  est 


— I 
Hii 


Fig.  65 

inférieure  à  la  température  d'inversion.  Le  courant  va  du 
cuivre  au  fer  par  la  soudure  chaude;  l'énergie  calorifique 
absorbée  tant  à  la  soudure  chaude  que  sur  les  points  voisins 
est  égale  à  (H^+A)!,  et  celle  qui  est  dépensée  à  la  soudure 
froide  HJ. 

La  température  inférieure  t^  restant  fixe,  la  force  électro- 
motrice du  couple  augmentera  tant  que  la  somme  ti^-h  h  sera 
croissante,  c'est-à-dire  tant  que  l'on  aura 

dH.     dh 
et  le  maximum  aura  lieu  pour  la  température  tm»  évidem- 
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menl indépendante  de  /,,  déterminée  par  la  condition 


(It       (It  ~~ 


o. 


Nous  verrons  qu*à  ce  moment  la  valeur  de  IL^  est  nulle  et 
qu'elle  devient  ensuite  négative.  La  différence  de  potentiel 
au  voisinage  de  la  soudure  est  due  alors  seulement  aux  varia- 
tions de  température  sur  les  deux  métaux  (fig.  65). 

La  température  continuant  à  croître,  H^  change  de  signe, 
le  fer  qui  était  positif  par  rapport  au  cuivre  devient  ncgatif; 
la  distribution  du  potentiel  est  représentée  par  la  figure  66 
et  il  se  dégage  de  la  chaleur  sur  les  deux  soudures. 


n. 
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Fig.  66 

L'inversion  se  produit  au  moment  où  Ton  a 

Pour  une  température  plus  élevée  sur  la  soudure  chaude,  la 
force  éleclromotrice  change  de  signe,  et  on  a 

!!,  +  //<  H,. 

Dans  ce  cas,  qui  est  représenté  par  la  figure  67,  le  courant 
ahsorbe  de  l'énergie  calorifique  aux  deux  soudures,  IH^  à  la 
soudure  chaude,  IH,  à  la  soudure  froide,  et  il  s'en  dégage  une 
quantité  \h  sur  les  points  oii  la  température  est  variable. 

Telle  est  l'idée  générale  de  la  théorie  de  sir  W,  Thomson 
dont  nous  allons  développer  les  conséquences  mathématiques. 
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Nous  appellerons  effet  Thornsoriy  les  différences  de  potentiel 
dues  aux  variations  de  température  qui  forment  la  base  de 
cette  théorie. 

277.   PouTOin   tliermoéleetriqueB.  — NoUS  avOns  VU,  parla 

loi  des  températures  successives,  que  la  force  électromotrice 
d'un  couple  est  la  différence  des  valeurs  d'une  même  fonction 
pour  les  températures  des  deux  soudures.  Si  ces  tempéra- 


Hî- 
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Fig.  67 


lures  t  et  t4-é/t  sont  infiniment  voisines,  la  force  électro- 
motrice  est  aussi  infiniment  petite  et  a  pour  expression 


dt 


on  peut  donc  écrire 

(«) 


rfE      ,, 


Sir  W.  Thomson  appelle  la  fonction  9  [t)  le  pouvoir  thermo- 
électrique  des  deux  métaux  considérés  à  la  température  t.  Cette 
fonction  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  angulaire  de  la 
iingente  aux  courbes  de  Gaugain.  On  en  déduira  la  force 
électromotrice  du  couple^  pour  les  températures  t^  et  t^  des 
deux  soudures,  par  la  formule 


KH\c) 


dt. 


Z7S.  —  Cette  fonction  jouit  d'une  propriété  remarquable 
qui  permet  d'exprimer  d'une  manière  très  simple  les  phéno- 
mènes thermoélectriques. 
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Le  pouvoir  thermoélectrique  de  deux  métaux  A  e/  B  à 
une  température  t  est  égal  à  la  différence  des  pouvoirs  thermo- 
électriques des  mêmes  métaux  \  et  B  par  rapport  à  un  troi- 
sième métal  quelconque  G. 

Eq  effet,  la  loi  des  contacts  successifs  à  une  même  fem« 
pérature,  donne  l'équation 


On  en  déduit 


ou 

et,  par  suite, 


E(AC)=E(AB)4-E(BC). 

rfE(AC)^rfE(AB)     rfE(BC) 
dt  dt  dt     ' 

9(AC)=3<p(AB)-4-9(BC), 

?(AB)-:(p{AC)-(?(BC). 


KX 


Flg.  68 

Si  donc  on  connaît  le  pouvoir  thermoélectrique  des  différents 
métaux  par  rapport  à  un  métal  de  comparaison  X,  il  sera 
facile  d'en  déduire  le  pouvoir  Ihermoéleclrique  de  deux 
métaux  quelconques  par  la  formule 

ç(AB)=(p(AX)-(p(BX). 

Soit  AX  (fig.  68)  la  courbe  qui  représente  la  valeur  de  9  en 
fonction  de  t  pour  les  deux  métaux  A  et  X,  BX  la  courbe  ana- 
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logue  pour  les  deux  métaux  B  et  X  ;  on  aura, en  vertu  de  Téqua- 
lion  (2), 

?(AB)=MP-NP  =  MN. 

27».  —  l-a  force  électromotrice  du  couple  AB  entre  les  tem- 
pératures ^^  et  f  a  pour  expression 

elle  est  donc  représentée  par  Taire  du  quadrilatère  compris 
entre  les  courbes  AX  et  BX  et  les  ordonnées  correspondant 
aux  deux  températures  t^  et  t. 

Si,  la  soudure  froide  restant  à  une  température  constante  f^, 
on  fait  croilre  la  température  t  de  la  soudure  chaude,  la 
force  électromotrice  croît  comme  Taire  correspondante,  jus- 
qu'à ce  que  la  température  atteigne  la  valeur  f„,  qui  corres- 
pond au  point  de  rencontre  1  des  deux  courbes. 

A  cette  température  f,,  le  pouvoir  thermoélectrique  des  deux 
métaux  A  et  B  est  nul;  on  Tappelle  le  point  neutre.  Quand 
la  température  dépasse  celle  du  point  neutre^  la  force  électro- 
motrice décroit,  puiqu'elle  n'est  plus  représentée  que  par  la 
diOTérence  des  deux  aires  triangulaires  qui  ont  leur  sommet 
en  I  ;  elle  devient  nulle,  en  même  temps  que  Tintensité,  pour 
la  température  t^  telle  que  Ton  ait 

aire  MglNa = aire  M^IN^. 

Enfin,  dès  que  la  température  de  la  soudure  chaude 
dépasse  f,,  la  force  électromotrice  devient  négative  et  il  ^  a 
inversion.  La  température  d'inversion  dépend  donc  de  la 
température  de  la  soudure  froide. 

280.  —  Les  résultats  deviennent  très  simples  quand  les 
courbes  AX  et  BX  sont  des  droites.  La  figure  M^MNN^  est  alors 
un  trapèze,  dont  la  surface  a  pour  valeur 
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On  a  d'ailleurs 

-~— —  —  const.  —  /#, 


/« 


t,-\-t     t,-t 


cl,  par  suite, 


E:,(AB)=.«(/-0[^-£i±f]. 


Cette  expression  est  conforme  aux  expériences  de  Gau- 
gain  (ses). 

Si  les  droites  AX  et  BX  étaient  parallèles,  on  aurait 

et  le  couple  serait  à  marche  uniforme. 

881.  Ckaiear  flpéciflqae  d'électricité.  —  Supposons  mainte- 
nant que  les  variations  de  potentielauxquellesestduc  la  force 
électromotrice  soient  de  deux  espèces  :  des  variations  brus- 
ques, comme  celles  qui  résultent  du  principe  de  Voila  et  qui 
correspondent  au  phénomène  de  Peltier,  et  des  variations 
continues  liées  aux  variations  de  température  et  capables  de 
donner,  comme  les  premières,  des  phénomènes  calorifiques 
réversibles.  Il   est  évident  que,  si  nous  désignons  par  H  les 

variations  de  première  espèce  et  par  Idh  la  somme  des  varia- 
tions continues  qui  existent  entre  deux  points  A  et  B  d'un 
conducteur,  la  force  électromotrice  totale  aura  pour  valeur 


E-ZH+S/''^- 


D'après  la  loi  de  Magnus,  les  variations  de  lasecondc  espèce 
entre  deux  points  M  et  M' d'un  même  métal  ne  dépendent  que 
des  températures  t  et  t'  et  nullement  de  la  résistance  inter- 
médiaire. On  peut  donc  poser 
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Si  rintensitédu  courant  est  assez  faible  pour  que  réchauT- 
Tement  du  circuit,  en  vertu  de  la  loi  de  Joulo,  puisse  être  con- 
sidéré comme  négligeable,  la  quantité  de  chaleur  développée 
ou  absorbée  pendant  Tunité  de  temps  dans  la  portion  du  con- 
ducteur où  se  produit  la  variation  dh  considérée,  sous  Tin- 
fluence  du  passage  d'un  courant  d'intensité  1,  aura  évidemment 
pour  expression 

\dh^\f{t)dt^\<:dt. 

La  quantité  q  est  la  variation,  de  potentiel  et,  par  suite,  le 
travail  calorifique  qui,  pour  Tunité  de  courant,  correspond  à 
a  une  variation  de  température  égale  à  Tunité;  c'est  une  fonc- 
tion caractéristique  de  la  nature  du  conducteur,  mais  qui  pour 
chaque  conducteur  varie  avec  la  température.  Sir  W.  Thom- 

A,        H,  A,       Ha An       Hn       A. 


'-  7  *'.  T,  *v  T,  t^         T,  t., 

Fig.  69 

son  a  donné  à  celte  nouvelle  quantité  physique  le  nom  de 
chaleur  spécifique  d^ électricité. 

S82.  Force  éleetromotrien  d'un  eonple  thermoélectrique.  — 

Cela  posé,  considérons  un  circuit  (fig.  69)  formé  d'un  nombre 
quelcouquede  métaux  A|  A3  •• -A,».  Soient  H, .H^,  •••  H„les\n- 
riations  brusques  correspondant  aux.  forces  électromolrices  de 
contact;  dp  Gj,,  •  •  a„  les  chaleurs  spécifiques  d'électricité  des 
métaux  Ap  A^.  •••  A„;  enfin  f^,  f^,  •-•  t^  les  températures  des 
soudures  et  t^  la  température  constante  du  fil  extérieur.  La 
force  électromotrice  du  circuit  a  pour  expression 

OU,  en  réunissant  en  une  seule  les  deux  intégrales  extrêmes, 

e^vh+  r\,d-ht  f'^,dt-h -+- /'%,///.  (3) 

«     'n  «    '1  »    '«-1 

Supposons  que  le  circuit  ne  se  compose  (|ue  de  deux  mé- 
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taux  A  et  A',  les  forces  électromotrices  de  contact  H ,  et  HjSoiil 
en  général  de  signes  contraires.  En  mettant  leurs  signes  en  évi- 
dence, on  aura 

(4)  E=rrH3-H,+  P(a-a)rf^ 

Si  la  différence  des  températures  des  deux  soudures  est  infi- 
niment petite,  on  a  t^  —  t^  =  dty  et  l'équation  devient 

Nous  avons  vu  que  pour  un  courant  inRniment  faible  le 
circuit  peut  être  considéré  comme  une  machine  iliermique 
réversible;  on  peut  donc  appliquer  le  théorème  de  Carnot  et 
écrire  que  la  somme  algébrique  des  quotients  obtenus  en  divi- 
sant la  quantité  de  chaleur  absorbée  en  un  point  par  la  tempé- 
rature absolue  correspondante  est  égale  à  zéro. 

Appelons  T^  et  T^  les  températures  absolues  entre  lesquel- 
les fonctionne  le  couple,  et  T  la  température  absolue  d'un 
point  quelconque  des  conducteurs.  A  la  soudure  chaude  le 
travail  calorifique  est  H^I;  à  la  soudure  froide  HJ;  sur  un 
élément  du  conducteur  compris  entre  les  températures  T  et 
T+rfT,  ce  travail  est  hdT.  On  aura  donc,  en  supprimant  le 
facteur  commun  1,  Téquation 


(6) 


Ha     H,       /-Tiff- a 


Si  la  différence  T,  —  T,  est  infiniment  petile  et  égale  à  </T,  on 
peut  écrire 


ou 


et  enfin 


H_rfH 
T~r/T 
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Le  second  membre  de  celte  équation  n'est  autre  chose,  d'a- 
près réquatîon  (5),  que  le  pouvoir  thermoélectrique  9  [t)  des 
deux  métaux;  il  vient  donc 

H-Tç(^).  (8) 

Ainsi,  la  force  éleclromolrice  de  contact  de  deux  métaux, 
et  par  suite  Teflet  Peltier,  à  une  température  quelconque,  est 
égale  au  produit  de  la  température  absolue  par  leur  pouvoir 
thermoélectrique  à  la  même  température. 

On  conclut  de  cette  même  équation 

flE      ,  ,     H 


et,  par  suite, 

E=f\dt=f''^dT.  (9) 


SM.  —  La  discussion  de  cette  formule  conduit  aux  diffé- 
rents cas  examinés  par  anticipation  (27e).  Soit  T„  la  tempe- 
inture  qui  correspond  au  point  neutre;  pour  ce  point  le  pou- 
voir Ihermoéleclrique  est  nul,  on  a  donc 

<f{t^)  =  o      et      H„=o. 

Tant  que  la  température  T,  de  la  soudure  chaude  est  infé- 
rieure à  T„,  la  fonction  Hj,  est  positive,  et  le  courant  refroidit 
la  soudure  chaude. 

Quand  on  a  Tj^T»,  l'effet  calorifique  est  nul  à  la  soudure 
chaude.  Si  la  température  Tj  est  comprise  entre  la  tempéra- 
ture Tn  du  maximum  et  la  température  d'inversion  T„  H^  est 
négatif;  le  courant  échauffe  en  même  temps  et  la  soudure 
froide  et  la  soudure  chaude. 

Enfin,  si  la  soudure  chaude  est  à  une  température  supé- 
rieure à  celle  d'inversion,  le  courant  refroidit  les  deux  sou- 
dures. 

D'après  sir  W.  Thomson,  et  conformément  aux  expériences 
de  Gaugain,  la  force  électromotrice  d'un  couple   peut  être 
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représentée  empiriquement  par  la  Tormule 

E-«{T-T,^[t,.-^(T  +  T,)]. 

Il  en  résulte,  pour  une  différence  infiniment  petite  (IT  entre 
les  températures  des  deux  soudures, 

et,  par  suite, 

H-=«T(T„-T). 

La  force  électromotrice  du  couple  et  la  force  éleclromotrice 
de  contact  entre  les  deux  métaux,  exprimées  en  fonction  de  la 
température,  seraient  donc  toutes  deux  représentées  par  des 
paraboles. 

284.  HjpotbèM  de  M.  Tait.  —  M.  Tait  est  arrivé  au  même 
résultat  en  admettant  que  la  chaleur  spécifique  d'électricité  c 
caractéristique  de  chaque  métal  est  proportionnelle  à  la  tem- 
pérature absolue.  On  aurait  alors,  en  désignant  par  A-  et  /-'  des 
coefficients  constants  pour  chaque  métal, 

7-    ÀT,         7'=:  AT. 

L'équation  (7)  devient  dans  ce  cas 


■'(?) 


et  on  en  déduit 

"  +  (^-'-X:)T-t-C=^o. 

On  a  d'ailIcMPS,  pour  le  point  neutre,  H„  =  o,  ou 

(A-'-/.-)T,.  +  C---^o, 
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ce  qui  donne  finalement,  en  posant  k'  —  A=a  et  remplaçant 
les  températures  absolues  par  les  températures  ordinaires, 

n  =  (A'-A-)T(T,.-T)  =  «T(f„-<). 

On  retrouve  ainsi  les  formules  empiriques  de  sir  W.  Thom- 
son et  de  Gaugain. 
Le  pouvoir  thermoéleclrique  des  deux  métaux  est  alors 

,.      r/E     H        , 

il  sera  donc  représenté  par  une  ligne  droite  en  fonction  de  la 
température. 

Supposons  qu'on  prenne  les  pouvoirs  thermoéleclriques  par 
rapport  à  un  même  métal  pour  lequel  k  serait  nul,  et  c'est 
le  cas  du  plomb,  comme  il  semble  résulter  des  expériences 
de  M.  Le  Roux,  Téquation  se  réduit  à 

Les  droites  qui  représentent  les  pouvoirs  thermoélectriques 
des  différents  métaux  sont  inégalement  inclinées  sur  Taxe  des 
températures;  elles  coupent  cet  axe  au  point  correspondant  à 
la  température  du  point  neutre  avec  le  mêlai  de  comparaison, 
et  leur  inclinaison  sur  Taxe  est  la  chaleur  spécifique  d'électri- 
cité correspondant  à  chacun  des  métaux. 

ZSB.  Transport  électrique  de  la  chaleur.  —  Il  était  impor- 
tant de  vérifier  par  expérience  l*hypothèse  qui  sert  de  base  à 
cette  théorie,  savoir  Texistence  de  variations  de  potentiel  dues 
aux  variations  de  température.  Le  procédé  employé  par  sir 
W.  Thomson  consistait  à  constater  qu'il  se  produit  alors,  par 
le  passage  d'un  courant,  des  phénomènes  calorifiques  réver- 
sibles analogues  à  l'effet  Peltîer. 
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Considérons  une  barre  de  métal,  de  fer,  par  exemple,  dont 
la  partie  médiane  AA'(fîg.  70)  est  maintenue  a  une  tempéra- 
ture constante  T,  tandis  que  les  extrêmes  B  et  B'  sont  main- 
tenues à  o**. 

La  distribution  des  températures  est  représentée  par  les 
courbes  BDD'B';  tant  que  le  courant  ne  passe  pas,  la  distri- 
bution est  évidemment  symétrique  et  figurée  par  des  courbes 
telles  que  BPD  et  D'P'B'.  Le  passage  du  courant  produit  en 
chaque  point  deux  effets  :  i**  un  échauffement  réglé  par  la  loi 
de  Joule  ;  2^  un  dégagement  ou  une  absorption  de  chaleur 
produits  par  la  chute  fixe  de  potentiel  qui  correspond  à  la  dif- 
férence des  températures  de  deux  points  voisins. 

Si  Ton  ne  tient  compte  que  de  la  loi  de  Joule,  la  distribution 
des  températures  est  encore  symétrique  et  peut  être  représen- 
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Fig.  70. 


tée  par  les  lignes  BQD,  D'Q'B'  marquées  en  traits  discontinus. 

Le  second  effet  est  réversible  avec  le  sens  du  courant.  Si 
le  courant  va  de  gauche  à  droite  dans  le  sens  de  la  flèche,  il  se 
produira,  par  exemple,  un  nouvel  échauffement  dans  la  par- 
lie  antérieure  du  fil  BA  où  les  températures  sont  croissantes, 
et  un  refroidissement  dans  la  partie  postérieure  A'  B'  où  les 
températures  décroissent.  La  distribution  des  températures  est 
alors  dissymétrique  et  peut  être  figurée  par  les  courbes  poin- 
tiUées  BRD  et  D'R'B'. 

En  deux  points  symétriques  M  et  M' la  différence  des  tempé- 
ratures finales  t  et  t' correspond  précisément  à  \ effet  Thomson. 
L'échauffement  étant  plus  grand  dans  la  partie  antérieure  à  la 
région  moyenne  AA'  où  la  température  est  maximum,  il  y  a 
donc  une  sorte  de  transport  électrique  de  la  chaleur  en  sens 
inverse  du  courant,  et  ce  transport  est  proportionnel  à  l'in- 
tensité du  courant. 
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Sir  W.  Thomson  a  constaté  ainsi  que,  pour  le  fer,  le  trans- 
port électrique  de  la  chaleur  est  négatifs  c*est-à-dire  en  sens 
contraire  du  courant,  et  que  le  transport  ^îX positif  vclîjX%  beau- 
coup plus  faible  pour  le  cuivre. 

M.  Le  Roux  a  étendu  les  mêmes  observations  à  un  grand 
nombre  de  métaux;  il  a  vérifié  que  reflet  est  proportionnel  à 
l'intensité  du  courant  et  reconnu  qu'il  est  à  peu  près  nul 
pour  le  plomb  de  sorte  qu'à  ce  point  de  vue  le  plomb  est  sen- 
siblement neutre. 

S»e.  Caracièro  da  phénomène  de  Peliier.  —  NouS    pouvons 

maintenant  revenir  avec  plus  de  précision  sur  le  phénomène 
de  Peltier. 

La  force  électromotrice  de  contact  entre  deux  métaux, 
d'après  la  théorie  de  sir  W.  Thomson,  est  exprimée  parla  for- 
mule générale 

Si  le  couple  est  à  marche  uniforme,  on  a,  pour  les  deux 
températures  T^  et  T, 

E==A(T-T,), 
et  il  en  résulte 

Ilr-AT. 

La  force  électromotrice  de  contact  entre  les  deux  métaux 
est  alors  proportionnelle  à  la  température  absolue,  et  l'efl^et 
Peltier  doit  suivre  la  même  loi.  Aux  températures  de  25<>  et 
de  loo"",  par  exemple,  on  aurait  donc 

Hj5      2734-25  298  4' 

D'après  les  expériences  de  M.  Le  Roux,  le  couple  bismuth- 
cuivre  satisrait  assez  exactement  à  cette  condition. 

Un  courant  qui  traverse  une  soudure  l'échaufl^e  quand  il 
passe  dans  un  sens  et  la  refroidit  quand  il  passe  en  sens  con- 
traire. M.  Ed.  Becquerel  a  montré  que  le  sens  pour  lequel  il 
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y  a  refroidissement  est  celui  du  courant  que  produirait  l'ê- 
chauiïement  artificiel  de  la  même  soudure.  Quand  un  courant 
thermoélectriquo  traverse  un  circuit,  les  yariations  de  tempé- 
rature produites  aux  soudures  par  le  courant  lui-même  ten- 
dent donc  à  TalTaiblir,  et  on  peut  dire  qu'elles  ont  pour  eiïet  de 
développer  une  force  électromolrice  inverse  de  celle  qui  pro- 
duit le  courant.  C'est  là  une  relation  nécessaire  :  si  elle  n'avait 
pas  lieu,  un  courant  accidentel  dans  un  circuit  métallique  pro- 
duirait entre  les  soudures  une  différence  de  température  qui 
irait  en  croissant  et  le  courant  s'entretiendrait  de  lui-même 
indéfiniment. 

Dans  un  circuit  de  deux  métaux  dont  la  soudure  chaude  est 
«î  une  température  inférieure  à  celle  du  point  neutre,  la  force 
éleclromotrice  croît  avec  la  température,  l'effet  Peltîer  tendra 
donc  à  diminuer  la  température  de  cette  soudure.  Au  delà  du 
point  neutre,  au  contraire,  la  force  électromotrice  diminue 
quand  la  température  augmente,  et  l'effet  Pellier  devra  tendre 
à  augmenter  la  température  de  la  soudure  chaude. 

L'effet  Peltier  à  la  soudure  chaude  a  donc  un  signe  différent 
suivant  que  la  température  de  cette  soudure  est  inférieure 
ou  supérieure  à  celle  du  point  neutre;  il  en  résulte  que  la 
force  électromotrice  de  contact  H  a  dû  changer  de  signe  au 
point  neutre.  C'est  par  un  raisonnement  analogue  que  sir 
W.  Thomson  a  montré  d'abord  cette  propriété  du  point  neuire 
et  conclu  à  Texisience  nécessaire  de  forces  électromotrices 
dans  un  conducteur  homogène  à  températures  variables. 
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889.  DMaimanu.  —  On  donne,  depuis  la  plus  haute  anti- 
quité^ le  nom  de  pierres  (f  aimant  à  certaines  pierres  natu- 
relles qui  ont  la  propriété  d'attirer  la  limaille  de  fer;  elles 
sont  formées  par  un  oxyde  de  fer  dont  la  formule  chimique 
est  Fe'O*.  Les  différents  points  d'une  pierre  d*aimant  ne  jouis- 
sent pas  au  même  degré  de  ces  propriétés  attractives  :  la  li- 
maille se  porte  de  préférence  sur  certains  points  de  la  sur- 
face et  y  reste  attachée  sous  forme  de  houppes. 

Ces  phénomènes  ont  une  ressemblance  évidente  avec  ceux 
de  Télectricité  statique.  Toutefois,  Tanalogie  n'est  pas  complète 
et  l'observation  révèle  entre  eux  des  différences  essentielles  : 
ainsi  la  pierre  d'aimant  n'agit  pas  sur  tous  les  corps  indis- 
tinctement; la  limaille  attirée  n'est  point  repoussée  après 
le  contact  et,  une  fois  détachée,  ne  jouit  d'aucune  propriété 
nouvelle,  etc.  A  chaque  pas,  dans  la  suite  de  celle  étude, 
nous  aurons  à  relever  des  analogies  et  des  différences  de  ce 
genre  entre  les  deux  ordres  de  phénomènes. 

Par  simple  frottement  la  pierre  d'aimant,  sans  rien  perdre 
de  ses  qualités  primitives,  peut  aimanter  l'acier,  c'est-à-dire 
hii  communiquer  la  propriété  d'attirer  le  fer.  Les  barreaux 
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d'acier  aimantes  arlificiellement  ayanl  une  forme  plus  ré- 
gulière que  les  pierres  d'aimant  sont  plus  commodes  pour 
l'élude  ;  l'expérience  montre  d'ailleurs  que  les  phénomènes 
sont  exactement  de  même  nature  dans  les  deux  cas. 

288.  Aimants  ■atnrels  el  artificiels i  perstameats  et  tempo- 

raircs.  —  On  donne  le  nom  général  d'aimant  à  tout  corps  qui 
a  la  propriété  d'attirer  la  limaille  de  fer.  Les  aimants  natttrels 
sont  les  pierres  d'aimant  que  Ton  rencontre  dans  la  nature; 
les  aimants  artificiels  sont  des  morceaux  d'acier  ou  des  échan- 
tillons de  fer  plus  ou  moins  pur,  auxquels  on  a  communique 
des  propriétés  analogues. 

Parmi  les  aimants  artificiels,  les  uns  conservent  cette  pro- 
priété nouvelle  quand  on  supprime  la  cause  qui  l'a  provo- 
quée :  ce  sont  les  aimants  permanents.  L'acier  trempé  est  le 
corps  qui  convient  le  mieux  pour  préparer  les  aimants  perma- 
nentSy  et  on  l'emploie  habituellement  sous  la  forme  de  ba- 
guettes allongées  ou  de  barreaux. 

Les  diiïérentes  variétés  de  fer  et  de  fonte  peuvent  aussi 
être  aimantées  énergiquement  par  des  pierres  d'aimant  ou 
des  aimants  artificiels,  mais  elles  perdent  la  plus  grande  par- 
tie de  leurs  propriétés  lorsque  la  cause  aimantante  a  été  sup- 
primée. On  obtient  ainsi  des  aimants  temporaires,  et  on  ap- 
pelle aimantation  résiduelle^  l'aimantation  relativement  faible 
qui  persiste,  au  moins  pendant  quelque  temps,  sur  les  corps 
auxquels  on  a  communiqué  une  aimantation  temporaire. 

289.  Corps  msipaétlques  et  corps  dlama|paétl«aes.  —  Jus- 
qu'au siècle  dernier  le  fer  était  le  seul  corps  dont  on  connût 
l'attraction  par  les  aimants;  on  remarqua  ensuite  que  certains 
métaux,  comme  le  nickel  et  le  cobalt  dont  les  analogies  chi- 
miques avec  le  fer  sont  si  remarquables,  jouissent  aussi  des 
mêmes  propriétés  à  un  degré  moindre.  Enfin,  a  l'aide  d'ai- 
mants très  puissants,  on  reconnut  qu'un  très  grand  nombre 
de  corps  sont  aussi  attirés  par  les  aimants,  mais  les  actions 
qu'ils,  éprouvent  sont  incomparablement  plus  faibles.  On 
a  appelé  magnétiques  tous  les  corps  qui  sont  altirablcs  à 
l'aimant,  et  on  a  donné  le  nom  de  magnétisme,  soit  à  l'en- 
semble des  phénomènes  auxquels  donnent  lieu  les  aimants, 
soit,  par  extension,  à  la  cause  de  ces  phénomènes. 
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l^n  1778,  Brugmans  a  reconnu  qu'un  morceau  de  bismuth 
est,  au  coDlraire,  repoussé  par  un  aimant.  L'importance  do 
cette  observation  est  restée  méconnue  jusqu'à  ce  que  Fara- 
day eût  découvert  dans  un  certain  nombre  de  corps  la  même 
propriété.  A  cause  de  la  forme  particulière  sous  laquelle  il  réa- 
lisaitTexpérience^  Faraday  a  appelé  diamagnéiiques  les  corps 
qui  sont  repoussés  par  les  aimants. 

£n  somme,  on  peut  dire  que  tous  les  corps  de  la  nature  sont 
plus  ou  moins  sensibles  à  Taclion  des  aimants.  On  les  a  divisés 
en  deux  groupes  :  les  corps  magnétiques,  paramagnétiques  ou 
positifs^  qui  sont  attirés  comme  le  fer;  les  corps  diamagnéti- 
ques  ou  négatifs^  qui  sont  repoussés  par  les  aimants  comme  le 
bismuth. 

2flO.  DUtrlbailoB  da  mai^BétUme  dans  les  almaaU.  —  Pèles. 

—  On  peut  obtenir  un  barreau  aimanté  régulièrement^  une 
aiguille  par  exemple,  en  la  frottant  à  plusieurs  reprises  et  tou- 
jours dans  le  même  sens  avec  une  pierre  d'aimant  naturelle 
ou  avec  le  même  point  d'un  aimant  artificiel  quelconque. 

Quand  on  plonge  une  pareille  aiguille  dans  la  limaille  de 
fer,  les  grains  de  limaille  s'attachent  surtout  aux  extrémités 
deraiguille,  sur  une  certaine  étendue,  et  adhèrent  les  uns  aux 
autres  bout  àbout,  de  manière  à  former  des  houppes  plus  ou 
inoins  abondantes. 

Les  actions  magnétiques  paraissent  donc  concentrées  aux 
extrémités  des  aimants  réguliers.  Nous  appellerons  ces  ex- 
trémités les  pâles  de  l'aimant,  sauf  plus  tard  à  déHnir  ce 
terme  avec  plus  de  précision. 

89i.  Des  deux  espèces  de  ma^Bétlsme.  —  Le$  deuX  extrémités 

ou  pôles  de  l'aimant  ne  sont  pas  de  même  nature  :  en  eiïet, 
tout  aimant  rendu  mobile  dans  un  plan  horizontal  prend  une 
direction  fixe  dans  l'espace.  Celte  direction  est  à  peu  près  du 
nord  au  sud.  L'aimant  écarté  de  cette  direction  y  revient 
quand  on  l'abandonne  à  lui-même,  et  c'est  toujours  la  même 
extrémité  qui  pointe  vers  le  nord.  On  appelle  pôle  nord  d'un 
aimant  l'extrémité  qui  se  dirige  ainsi  vers  le  nord  géographi- 
que, et  pôle  sud  celle  qui  se  dirige  vers  le  sud.  On  peut  donc 
marquer  ces  pôles  une  fois  pour  toutes  sur  les  aimants  perma- 
nents dont  on  fait  usage. 
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292.  liOiB  dei actions  maira^tiqaM.  —  Lcs  aimanls  réagissent 
les. uns  sur  les  autres.  Le  pôle  nord  d'un  aimant  présenté  au 
pôle  nord  d'un  autre  aimant  mobile  le  repousse^  et  attire  au 
contraire  le  pôle  sud.  De  même  les  pôles  sud  de  deux  aimants 
se  repoussent.  Les  phénomènes  sont  donc  analogues  à  ceux 
des  actions  électriques  :  Deux  pôles  de  même  nom  se  repous- 
sent et  deux  pôles  de  noms  contraires  s'attirent. 

Entre  deux  aimants  voisins,  il  s'exerce  donc  quatre  actions  : 
deux  répulsives  entre  les  pôles  de  même  nom  et  deux  attrac- 
tives entre  les  pôles  de  noms  contraires.  Si  les  aimants  ont 
une  longueur  très  grande  par  rapport  à  leurs  dimensions 
transversales,  et  sont  situés  a  une  distance  notable  par  rap- 
port à  ces  mêmes  dimensions^  on  peut  considérer  Taction  de 
chaque  extrémité  comme  concentrée  en  un  point.  L'action 
réciproque  de  deux  aimants  se  compose  alors  de  quatre  for- 
ces dirigées  suivant  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les 
centres  d'action  ou  les  pôles  des  deux.aimants,  et  il  est  impos- 
sible en  toute  rigueur,  dans  les  expériences,  de  les  réduire  a 
un  nombre  moindre. 

Toutefois,  en  faisant  agir  1  un  sur  l'autre  les  pôles  de  deux 
aimants  très  longs,  à  des  distances  assez  faibles  et  dans  une 
position  relative  convenable  pour  que  les  actions  des  deux 
autres  pôles  puissent  être  considérées  comme  négligeables, 
Coulomb  a  pu  établir  par  l'expérience  que  les  actions  attrac- 
tives ou  répulsives  qui  s'exercent  entre  deux  pôles  sont  en  raison 
inverse  du  carré  de  leur  distance. 

On  doit  remarquer  cependant  que  rien  ne  prouve  l'exis- 
tence de  CCS  forces  élémentaires.  L'expérience  montre  bien 
que  Taction  réciproque  des  systèmes  probablement  très  com- 
plexes qui  constituent  les  aimants  peut  être  réduite  à  des  forces 
attractives  ou  répulsives  dirigées  ainsi  suivant  les  droites  qui 
joignent  les  pôles;  mais,  comme  un  pôle  ne  peut  jamais  être 
séparé  de  son  congénère,  l'action  directe  de  deux  pôles  est 
une  pure  conception  de  l'esprit,  avantageuse  sans  doute  pour 
représenter  et  calculer  les  phénomènes,  mais  sans  réalité  dé- 
montrée par  rexpériencc.  S'il  arrive  que  d'autres  vues  sur  la 
nature  des  actions  élémentaires  conduisent  aux  mêmes  consé- 
quences pour  les  effets  que  Ton  peut  mesurer,  si  Ton  aban- 
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doRDe^  par  exemple,  Tidée  même  d'une  actioa  a  distance,  on 
devra  considérer  ces  \ues  nouvelles  comme  tout  aussi  légi- 
times que  les  premières. 

298.  Des  nasses  inaffnéUqiies.  —   L'actioU  de  deuX  pÔleS  à 

une  distance  donnée  dépend  de  la  puissance  particulière  de 
chacun  des  aimants.  L'expérience  indique  que  les  actions 
exercées  sur  les  pôles  de  deux  aimants  dans  des  conditions 
identiques,  par  un  système  quelconque,  sont  dans  un  rapport 
constant  ;  on  peut  considérer  ce  rapport  comme  étant  celui 
des  masses  magnétiques  des  deux  pôles.  11  résulte  de  cette 
définition  que  l'action  d'un  système  quelconque  sur  un  pôle 
est  proportionnelle  à  sa  masse  magnétique  ;  par  suite^  Tac- 
tion  réciproque  de  deux  pôles  est  proportionnelle  séparément 
à  la  masse  de  chacun  d'eux,  c'est-à-dire  au  produit  de  leurs 
masses  magnétiques. 

En  désignant  ces  masses  par  m  et  m\  l'action/  des  deux 
pôles  à  la  distance  d  a  donc  pour  expression 

..       mm 

0  étant  un  coefficient  qui  dépend  du  choix  de  l'unité  de  masse. 
Pour  que  ce  coefficient  se  réduise  à  l'unité,  il  suffit  de  pren- 
dre pour  unité  de  masse  celle  d'un  pôle  qui^  agissant  sur  un 
pôle  identique  à  l'wiité  de  distance,  exerce  une  répulsion  égale 
à  tunité  de  force.  On  a  alors 

^       771  f7l' 


et  l'action  est  répulsive  ou  attractive  suivant  que  les  pôles  sont 
de  même  nom  ou  denomsdifi'érents. 

Si  deux  pôles  de  masses  m  et  m'  sont  liés  Tun  à  l'autre, 
l'action  du  système  ainsi  formé  sur  un  troisième  pôle  de 
masse  M  placé  à  une  distance  très  grande  d  par  rapport  à 
celle  qui  sépare  les  deux  pôles  juxtaposés,  est  égale  à 

TTlM        77l'M  _  M  (771  4-  77l')  . 
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elle  est  proporlionnellc  à  la  somme  m-hni  des  deux  masses 
si  les  pôles  sont  de  même  nom,  et  à  la  différence  m— m'  s'ils 
sont  de  noms  différents.  Les  masses  magnétiques  s'ajoutent 
donc  à  la  manière  des  quantités  algébriques,  et  on  peut  les 
affecter,  comme  les  masses  électriques,  des  signes  -h  et  —  ; 
nous  conviendrons  de  donner  le  signe  -h  à  la  masse  magné- 
tique d'un  pôle  nord  et  le  signe  —  à  celle  d'un  pôle  sud. 

L'action  de  deux  pôles,  exprimée  par  la  formule/— --^7 

sera  positive  dans  le  cas  d'une  répulsion,  les  masses  étant  de 
même  signe,  et  négative  dans  le  cas  d'une  attraction. 

La  loi  des  actions  élémentaires  étant  la  même  que  pour  les 
phénomènes  électriques,  on  peut  appliquer  tous  les  théorèmes 
relatifs  au  potenliel  électrique,  au  moins  en  ce  qui  con- 
cerne les  masses  fixes  et  en  faisant  abstraction  pour  le  moment 
des  phénomènes  relatifs  aux  conducteurs.  En  particulier,  les 
considérations  des  lignes  de  force,  des  tubes  et  des  flux  de 
force  sont  immédiatement  applicables  au  magnétisme. 

294.  Champ  naipnétiqac.  —  Un  champ  magnétique  est  un 
espace  dans  lequel  se  manifestent  des  forces  magnétiques.  La 
direction  et  Viiitensité  An  champ  en  un  point  sont  la  direction 
et  rintensité  de  la  force  qui  agirait  sur  une  masse  magné- 
tique positive  égale  à  l'unité  placée  en  ce  point. 

295.  Définition  des  pôles.  —  Axe  mairiiétlque  d^un  aimant.  — 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  que  les  actions  d'un 
aimant  se  réduisaient  à  celles  de  deux  centres  magnétiques 
situés  aux  extrémités  ;  il  n'en  est  ainsi,  et  encore  d'une  ma- 
nière approximative,  que  dans  le  cas,  que  nous  avons  spécifié, 
de  longs  aimants  cylindriques  très  éloignés  par  rapport  a  leurs 
dimensions  transversales.  En  réalité  les  propriétés  magnéti- 
ques sont  sensibles  dans  toute  l'étendue  de  l'aimant,  et  pré- 
sentent seulement  un  maximum  très  marqué  dans  le  voisi- 
nage des  extrémités.  C'est  ce  qu'on  reconnaît  facilement  à  la 
manière  dont  la  limaille  s'attache  à  Taimant.  On  doit  donc 
admettre  qu'il  y  a  dans  l'aimant  une  série  de  masses  magnéti- 
ques, les  unes  positives,  les  autres  négatives,  distribuées  suivant 
une  certaine  loi  et  dont  l'ensemble, constitue  la  masse  magné- 
tique totale. 
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Cela  posé,  on  peut  définir  d*iine  manière  plus  précise  ce 
qu'on  appelle  les  pôles  d'un  aimant 

Supposons  Taimant  placé  dans  un  champ  magnétique  uni- 
forme. Les  actions  qu*exerce  le  champ  aux  différents  points 
sont  paralèlles  entre  elles  et,  pour  chaque  élément  de  to- 
lume,  proportionnelles  à  la  masse  qui  s'y  trouve.  Toutes  celles 
qui  agissent  sur  les  masses  positives  sont  de  même  sens  :  elles 
ont  une  résultante  égale  à  leur  somme,  parallèle  à  leur  di- 
rection est  appliquée  au  centre  de  masse,  ou  au  centre  de 
gravité,  des  masses  positives.  II  en  est  de  même  pour  les  mas- 
ses négatives  sur  lesquelles  le  champ  produit  des  actions  pa- 
rallèles aux  précédentes,  mais  de  sens  opposé.  L'aimant  est 
donc  soumis  à  l'action  de  deux  forces  parallèles  et  de  sens 
contraires,  appliquées  Tune  au  centre  de  gravité  des  masses 
positives,  Tautre  au  centre  de  gravité  des  masses  négatives.  Ces 
deux  points  d'application  sont  les  pôles  de  l'aimant;  on  appel- 
le aœe  magnétique  de  l'aimant  la  ligne  qui  joint  les  deux 
pôles,  et  la  direction  de  Taxe  magnétique  est  comptée  du 
pôle  négatif  vers  le  pôle  positif. 

L'aimant  est  évidemment  en  équilibre  stable  lorsque  son 
axe  magnétique  est  parallèle  à  la  direction  du  champ  et  de 
même  sens;  l'équilibre  est  instable  si  ces  deux  directions  sont 
parallèles  et  de  sens  contraires. 

sue.  I^a  BiaMe  mairn^tlque  d^iin  aimaai  est  ■nlli».  —  Le  voi- 
sinage de  la  Terre  peut  être  considéré  comme  un  champ 
magnétique  uniforme. 

Lexpérience  montre,  en  eiïei,  que  dans  une  étendue 
considérable  par  rapport  aux  dimensions  des  aimants  dont 
on  fait  usage,  mais  petite  par  rapport  au  rayon  de  la  Terre, 
tous  les  aimants,  soumis  à  la  seule  action  de  la  Terre,  tendent 
a  prendre  la  même  direction. 

Coulomb  a  vérifié  en  outre  que,  sur  tout  barreau  aimanté, 
l'action  du  champ  terrestre  est  purement  directrice,  qu'elle  n'a 
ni  composante  verticale  ni  composante  horizontale  :  elle  n'a 
pas  de  composante  verticale,  carie  poids  d'un  barreau  d'acier 
est  rigoureusement  le  même  avant  et  après  l'aimantation;  la 
composante  horizontale  est  aussi  nulle,  car  tout  aimant  rendu 
mobile  dans  un  plan  horizontal  n'a  aucune  tendance  à  pren- 
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dre  un  mouvement  de  translation.  Les  deux  forces  de  sens 
contraires  appliquées  aux  deux  pôles  sont  donc  égales  et  se 
réduisent  à  un  couple.  Il  en  résulte  cette  conséquence  impor- 
tante que  dans  tout  aimant  la  somme  des  masses  positives  est 
égale  à  la  somme  des  masses  négatives,  autrement  dit  que  la 
somme  totale  des  masses  magnétiques  est  nulle.  On  a  donc 

toujours  2]''*  =  o- 

Sous  ce  rapport,  ]*état  d*un  aimant  est  comparable  à  celui 
que  prend  par  influence  un  diélectrique,  ou  un  conducteur 
maintenu  isolé. 

299.  Momeata  mm^mktULn^m,  —  Suit  m  la  valeur  absolue  de  la 
masse  de  chaque  pôle,  et  /  la  distance  des  deux  pôles;  on  ap- 


^4r}^ 


Fig.  71 

pelle  mometit  magnétique  M  de  Taimant  le  produit  ml  de  la 
masse  par  cette  distance. 

On  peut  représenter  un  aimant  par  une  droite  OA(fig.  71) 
ayant  pour  direction  Taxe  magnétique  et  pour  longueur  la  va- 
leur numérique  du  moment  magnétique  M. 

Ce  mode  de  représentation  revient  à  supposer  tous  les  pôles 
identiques,  de  masse  égale  à  Tunité,  par  exemple,  et  a  les  pla- 
cer sur  Taxe  magnétique  à  une  distance  proportionnelle  au 
moment  magnétique  de  l'aimant  considéré. 

Lorsqu'un  système  formé  de  plusieurs  aimants  liés  entre 
eux  est  placé  dans  un  champ  uniforme,  Faction  du  champ  sur 
chacun  des  aimants  se  réduit  à  un  couple  ;  on  peut  donc,  pour 
évaluer  l'action  totale,  transporter  tous  les  aimants  parallèle- 
ment h  eux-mêmes,  par  exemple  de  façon  que  tous  les  pôles 
négatifs  soient  superposés. 

Considérons  deux  aimants  représentés  par  les  droites  OA 
et  OA'  (flg.  71)  et  soit  G  le  milieu  de  la  droite  AA',  c'est-à-dire 
le  centre  de  gravité  des  deux  masses  égales  à  1  situées  en  A 
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et  A'.  Le  syslènie  esl  équivalent  à  un  aimant  unique  dont  la 
longueur  serait  égale  à  OG  et  les  masses  égales  k  2,  ou  un 
aimant  de  longueur  double  OB  avec  des  masses  égales  à  1. 
L^aimant  résultant  est  ainsi  représenté  par  la  diagonale  du 
parallélogramme  construit  sur  les  droites  OÂ  et  0Â\ 

Les  moments  magnétiques  des  aimants  se  composent  donc 
comme  les  forces.  Pour  un  système  quelconque  d'aimants  liés 
entre  eux,  le  moment  résultant  est  représenté  par  la  droite  qui 
ferme  le  polygone  construit  en  ajoutant  bout  à  bout  les  mo- 
ments de  tous  les  aimants. 

La  projection  de  cette  ligne  sur  un  axe  quelconque  étant 
égale  à  la  somme  des  projections  de  toutes  les  autres,  on  voit 
que  faxe  magiié tique  d'un  système  quelconque  est  la  droite  sur 
laquelle  la  somme  des  projections  des  moments  partiels  des  ai- 
mants qui  constituent  le  système  est  un  maximum. 

De  même,  on  peut  remplacer  un  aimant  par  un  nombre 
quelconque  d^aimants  dont  le  moment  magnétique  résultant 
est  égal  au  moment  de  l'aimant  proposé,  par  exemple,  par  les 
trois  projections  de  ce  moment  magnétique  sur  trois  axes  rec- 
tangulaires. 

Lorsque  deux  systèmes  magnétiques  sont  très  éloignés  Tun 
de  l'autre,  leur  action  réciproque  est  égale  à  celle  des  ai- 
mants résultants,  car  chacun  des  systèmes  peut  être  considéré 
comme  situé  dans  un  champ  uniforme  produit  par  l'autre 
système. 

298.  AciloB  d'uB  champ  ualforme  sur  nm  aimant.  —  Si  l'on 

considère  un  aimant  de  moment  lVI  =  m/  situé  dans  un  champ 
uniforme  dont  l'intensité  F  fait  avec  l'axe  de  l'aimant  l'angle  6, 
le  moment  du  couple  produit  par  Taction  du  champ  est  égal 
à  Fm/stnO  ou  FM  sin6.  C'est  le  moment  du  couple  qui  ten- 
drait à  faire  tourner  l'aimant  autour  d'une  droite  perpendicu- 
laire à  Taxe  magnétique  et  à  la  force  du  champ. 

Si  l'aimant  est  mobile  autour  d'un  axe  quelconque,  le 
couple  de  rotation  ne  dépend  que  des  projections  M^  et  F^ 
du  moment  magnétique  et  de  l'intensité  du  champ  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe,  puisque  les  projections  sur 
Taxe  sont  sans  influence.  En  appelant  6^  l'angle  des  directions 
de  M,  et  de  F^,  le  moment  du  couple  est  égal  à  F,M|  sine,. 
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Ea  général,  désignons  respectivement  par  a,  i,  c  et  a,  ^,  7 
les  cosinus  des  anjçles  que  font  avec  trois  axes  rectangulaires 
les  directions  de  F  et  de  M,  et  remplaçons  ces  deux  gran- 
deurs par  leurs  projections  sur  les  trois  axes.  Le  moment 
Z  du  couple  qui  tend  à  faire  tourner  l'aimant  autour  de  Taxe 
des  z  est 

Z  =  F6.Ma~Fa.Mp=FM(ia-ag). 

On  aurait,  de  même,  pour  les  autres  axes, 

X=FM(cP-Ay), 

Y==FM(«Y-ca). 

On  appelle  quelquefois  le  produit  FM  le  moment  de  Faction 
du  champ  sur  Taimant;  c'est  le  moment  du  couple  qui  serait 


produit  si  Faimant  était  perpendiculaire  à  la  direction  du 
champ.  En  particulier^  si  T  est  Tintensilê  du  champ  terrestre, 
le  produit  TM  sera  le  moment  de  Faction  terrestre  sur  Fai- 
mant. 

299.  s^Bièmes  asiatiques.  —  Pour  dcux  aimants  en  particu- 
lier (Gg.  72),  dont  les  moments  magnétiques  sont  OA  et  OA', 
le  moment  résultant  est  la  diagonale  OB  du  parallélogramme 
construit  sur  OA  et  OA'.  Si  les  moments  OA  et  OA'  sont  égaux 
et  directement  opposés,  le  moment  résultant  est  nul  et  Fé- 
quilibre  est  stable  pour  une  direction  quelconque  du  système 
dans  un  champ  uniforme  ;  le  système  est  dit  asiatique. 

Si  les  moments  OA  et  OA'  sont  presque  égaux  et  font  un 
angle  voisin  de  iSo"",  la  résultante  OB  est  très  petite  et  dirigée 
sensiblement  suivant  la  bissectrice  de  Fangle  AOA';  elle  est 
<ionc  a  peu  près  perpendiculaire  à  chacune  des  aiguilles. 
Ainsi,  lorsque  deux  aiguilles  aimantées,  formant  un  système 
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quasi  dstatique,  sont  situées  dans  un  champ  unifornne,  elles 
sont  en  équilibre  stable  dans  une  direction  perpendiculaire  à 
la  force  du  champ. 

Ce  cas  est  précisément  celui  des  aiguilles  magnétiques 
employées  pour  certains  galvanomètres.  Le  système  est  d'au- 
iant  plus  voisin  d'être  asiatique  que  la  direction  des  aiguilles 
libres  se  rapproche  plus  d'être  perpendiculaire  au  méridien 
magnétique. 

300.  Polarité  nairBéUqae.  —  Bapture  d^un  aimant.  —  Lors- 
qu'on brise  une  aiguille  aimantée,  chacune  des  portions  de- 
vient un  aimant  complet  ayant  deux  pôles  de  même  intensité 
et  de  signes  contraires,  et  le  phénomène  se  répète  indéfini- 
ment aussi  loin  qu'on  puisse  pousser  la  division  par  les 
moyens  mécaniques.  Ce  fait  est  capital  dans  la  théorie  du 
magnétisme  :  il  montre  d'abord  qu'il  est  impossible  d'obtenir 
une  masse  magnétique  positive  ou  négative  indépendante  et 
qui  ne  soit  pas  associée  à  une  masse  égale  et  de  signe  con- 
traire ;  ensuite  que  le  magnétisme  est  un  phénomène  essen- 
tiellement particulaire.  On  est  conduit  à  admettre  que  le 
magnétisme  est  dû  à  une  espèce  de  polarisation  des  molécules 
pondérables,  dont  chacune  serait  un  petit  aimant  avec  ses 
deux  pôles  situés  rigoureusement  sur  les  faces  terminales. 

soi.  Aimantation  par  influence.  —  La  chevelure  de  limaille 
de  fer  qui  reste  suspendue  à  un  aimant  démontre  que  chaque 
parcelle  de  limaille  est  devenue  elle-même  un  petit  aimant. 
Le  nombre  des  grains  en  contact  direct  avec  l'aimant  est  re- 
lativement très  petit;  les  autres,  reliés  successivement  entre 
eux  et  rattachés  aux  premiers,  forment  des  chaînes  où  les 
parcelles  sont  réunies  par  leurs  pôles  de  noms  contraires.  Tou- 
tefois l'aimantation  acquise  par  les  grains  de  limaille  est  pas- 
sagère; dès  que  cette  limaille  est  détachée  et  éloignée  de 
l'aimant,  elle  reprend  sa  neutralité  première.  De  même,  un 
barreau  de  fer  doux  s'aimante  quand  il  est  placé  sur  le  pro- 
longement d'un  aimant  et  prend  deux  pôles  placés  sembla- 
blement  à  ceux  de  l'aimant,  c'est-à-dire  que  les  deux  extrémités 
voisines,  de  l'aimant  et  du  fer  doux,  ont  des  magnétismes 
de  signes  contraires.  Ce  fer  doux  aimanté  peut  agir  à  son 
tour  de  la  même  manière  sur  un  second  morceau  et  ainsi  de 
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suile.  Dès  qu*oa  enlève  Taimant  primitif,  i*<iimanta(ion  du 
premier  barreau  de  fer  doux  et  de  tous  ceux  qui  le  suifent 
disparaît  au  moins  en  plus  grande  partie,  et  toutes  les  ac- 
tions quMIs  exerçaient  les  uns  sur  les  autres  disparaissent  en 
même  temps. 

Plus  généralement,  lorsqu'un  corps  magnétique  quelcon- 
que est  placé  dans  un  champ  magnétique,  il  devient  lui- 
même  un  aimant.  C'est  une  aimantation /^ar  influence  o\x in- 
duction magnétique. 

L'axe  d'aimantation  en  chaque  point  est  parallèle  à  la  direc- 
tion de  la  force  résultante.  Cette  résultante  provient  de  l'ac- 
tion du  champ  et  de  celle  qui  est  produite  par  le  magnétisme 
induit  lui-même.  Si  le  corps  considéré  est  infiniment  petit, 
Faimantation  est  exactement  parallèle  à  la  force  du  champ, 
au  point  considéré. 

11  en  résulte  aussi  cette  conséquence  que  Faction  d'un  ai- 
mant est  nulle  sur  un  corps  neutre  et  que  toute  action  exercée 
par  les  aimants  sur  les  corps  magnétiques  est  précédée  d'une 
induction  magnétique  sur  ces  derniers. 

On  voit  encore  l'analogie  de  ce  phénomène  avec  celui  de 
l'induction  électrostatique,  et  particulièrement  l'induction 
sur  les  diélectriques. 

Le  magnétisme  développé  ainsi  par  induction  ne  dépend 
pas  seulement  de  l'intensité  du  champ,  mais  aussi  de  la  na- 
ture delà  substance  considérée;  Faimantation,  très  énergique 
avec  le  fer  pur  et  le  nickel,  est  beaucoup  plus  faible  avec  tous 
les  autres  corps  magnétiques. 

ao2.  Fer  doux.  —  Forée  coereuiYe.  —  Le  fer  est  dit  absolu- 
ment doux  si,  après  avoir  été  placé  dans  un  champ  magnéti- 
que très  intense,  il  perd  toute  son  aimantation  quand  il  en  est 
retiré.  Le  fer  doux,  au  point  de  vue  magnétique,  est  aussi  du 
for  doux,  au  sens  vulgaire:  il  peut  être  facilement  courbé, 
travaillé,  et  possède  peu  d'élasticité.  Réciproquement,  le  fer 
ordinaire  n'est  pas  doux  au  sens  magnétique  du  mot;  lorsqu'il 
est  impur  ou  qu'il  a  subi  des  modifications  mécaniques,  H 
reste  plus  ou  moins  aimanté,  et  cette  propriété  est  désignée 
par  le  nom  assez  barbare  de  force  coercitivc.  Un  échantillon 
de  fer  a  une  force  coercitive  d'autant  plus  grande  qu'il  con- 
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serve  une  plus  grande  quantité  de  magnétisme  rémanent;  en 
même  temps,  ce  fer  s^aimante  plus  difficilement  par  induc- 
tion. La  force  coercitive  est  donc  une  propriété  analogue  au 
frottement;  elle  s'oppose,  entre  certaines  limites,  aux  modifi* 
cations  que  les  forces  extérieures  tendent  à  produire  dans 
Taimanlation  et  empêche  qu'un  état  d'équilibre  unique  cor- 
responde à  des  conditions  extérieures  données. 

Pour  l'acier,  la  force  coercitive  est  très  grande  ;  ce  métal 
s'aimante  par  induction  plus  difficilement  que  le  fer  doux, 
mais  aussi  il  conserve  bien  mieux  le  magnétisme  une  fois 
acquis.  Les  qualités  magnétiques  de  Tacier  varient  avec  la 
composition  du  métal  et  son  mode  de  préparation;  elles  dé- 
pendent beaucoup  de  la  manière  dont  la  trempe  a  été  elTec- 
tuéc,  ainsi  que  du  degré  de  recuit  auquel  le  barreau  a  été 
ensuite  porté.  La  force  coercitive  est  d'autant  plus  grande  que 
Tacier  est  plus  dur  et  la  trempe  plus  roide. 

Jusqu'ici  nousavons  admis  implicitement  que  le  magnétisme 
d'un  aimant  est  invariable  et  indépendant  dos  forces  aux- 
quelles l'aimant  est  soumis;  mais  cette  sorte  de  rigidité  ma- 
gnétique  est  un  cas  limite  qui  ne  se  trouve  jamais  réalisé  en 
toute  rigueur.  Lorsqu'un  aimant,  placé  dons  un  champ  ma- 
gnétique intense^  s'y  trouve  dans  sa  position  normale  d'équi- 
libre, son  aimantation  augmente  un  peu;  elle  diminue,  au 
contraire,  s'il  est  dans  une  direction  opposée.  Les  variations 
ainsi  produites  sontfaibles  en  général,  et  ordinairement  passa- 
gères, comme  celles  du  fer  doux  dans  les  mêmes  circonstances  ; 
ces  variations  sont  généralement  négligeables  quand  il  s'agit 
de  barreaux  d'acier  fortement  aimantés  placés  dans  un  champ 
magnétique  peu  intense,  comme  est,  par  exemple,  le  champ 
terrestre. 

30a.  lBflueBc«  de  la  température.  —  La   chaleur  agit   auSSÎ 

sur  le  magnétisme  des  aimants.  Une  élévation  de  température 
modérée  diminue  le  magnétisme,  mais  d'une  manière  tem- 
poraire, et  l'aimant  reprend  avec  sa  température  initiale  son 
magnétisme  primitif.  Dans  les  limites  entre  lesquelles  varie 
la  température  ambiante,  les  effets  produits  sont  sensiblement 
proportionnels  aux  variations  de  la  température,  de  sorte  que, 
si  l'on  appelle  M^  et  M^  les  moments  magnétiques  d'un  aimant 
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aux  températures  de  zéro  et  de  t  degrés,  on  a  la  relation 

lecoerCcienta  dépendant  de  la  nature  de  Tacier. 

Un  échauffement  plus  grand,  dépassant  loo""  par  exemple, 
produit  un  affaiblissement  définitif  du  magnétisme,  et  un 
barreau  d'acier  chauffé  au  rouge  vif  a  ordinairement  perdu, 
quand  il  revient  à  la  température  ordinaire,  toute  trace  d'ai- 
mantation. 

L'élévation  de  température  produit  des  effets  analogues  sur 
les  propriétés  magnétiques  du  fer  doux.  A  la  température 
ambiante,  le  magnétisme  induit  dans  le  fer  par  un  champ 
déterminé  change  peu  avec  les  variations  de  température, 
maisaudelàde  loo**  la  diminution  du  magnétisme  induit  de- 
vient très  rapide.  A  une  température  plus  élevée  que  le  rouge, 
le  fer  ne  conserve  plus  la  propriété  d'être  attiré  par  les  ai- 
mants ;  il  n'est  donc  même  plus  alors  magnétique. 

ao4.  De*  fluide*  maipBéiUues.  —  Les  physicicns  du  siècle 
dernier,  en  particulier  iEpinus  et  Coulomb,  ont  cherché  à 
expliquer  les  phcnomèoes  magnétiques  par  une  hypothèse 
analogue  à  celle  des  fluides  électriques. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  il  est  nécessaire  dattribuer  aux 
fluides,  aux  aimants  et  aux  corps  magnétiques  un  certain 
nombre  de  propriétés  qui  permettent  d'expliquer  toutes  les 
expériences. 

On  admet  donc  l'existence  de  deux  fluides  magnétiques 
impondérables,  composés,  comme  les  fluides  électriques,  de 
molécules  agissant  par  répulsion  sur  les  molécules  de  même 
espèce  et  par  attraction  sur  les  molécules  d'espèce  différente, 
les  actions  réciproques  étant  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance.  La  combinaison  de  ces  deux  fluides  en  quantités 
égales  est  sans  action  sur  les  corps  extérieurs  et  constitue  ce 
qu'on  appelle  le  fluide  neutre. 

En  vertu  des  phénomènes  d'induction  magnétique,  on  doit 
admettre  que  le  fluide  neutre  existe  en  quantité  presque  in^ 
déflnie  dans  les  corps  magnétiques  et  se  partage  en  fluides 
distincts  sous  l'influence  des  aimants. 
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Comme  les  aimanls  permanents  ou  temporaires  sont  toujours 
complets^  quelles  que  soient  leurs  dimensions,  il  est  nécessaire 
d'admettre  aussi  que  les  fluides  compris  dans  un  clément 
de  volume  ne  le  quittent  jamais,  pour  passer  sur  un  élément 
voisin,  de  sorte  que  la  séparation  de  ces  fluides  ne  s'effectue 
que  dans  retendue  de  chaque  molécule. 

Enfin,  aucune  force  intérieure  étrangère  aux  actions  direc- 
tes des  fluides  magnétiques  ne  s'oppose  à  leur  séparation  ou  à 
leur  réunion  dans  le  fer  doux.  Dans  le  fer  impur  et  dans  Ta- 
cier,  au  contraire,  il  y  a  une  résistance  particulière,  une  sorte 
de  frottement  appelé  force  çoercitive  qui  limite  l'aimantation 
par  influence  et  empêche  ensuite  la  recombinaison  des  fluides 
lorsque  la  force  extérieure  a  disparu. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'élonner  que  la  théorie  des  fluides,  avec 
tous  ces  compléments  qui  ne  s'y  rattachent  que  d'une  manière 
arbitraire,  parvienne  à  expliquer  les  phénomènes;  dans  ces 
conditions,  la  conformité  des  expériences  avec  la  théorie  n'ap- 
porte aucun  argument  en  faveur  de  Texactitude  des  hypothè- 
ses; nous  n'en  ferons  d'ailleurs  aucun  usage. 

30ft.  Oéflnitlon  des  élémento  mai^néiliiuM  terrestres.  —    Le 

champ  magnétique  qui  environne  la  terre  et  qu'on  peut  ap- 
peler le  champ  terrestre,  est  sensiblement  uniforme  dans  un 
espace  de  petites  dimensions  par  rapport  à  celle  du  rayon 
terrestre;  mais  la  direction  et  l'intensité  de  la  force  varient 
d'un  point  à  un  autre.  En  réalité,  la  force  en  un  lieu  change 
même  avec  le  temps  de  grandeur  et  de  direction  ;  nous  ne  tien- 
drons pas  compte  pour  le  moment  de  ces  variations  qui  sont 
faibles,  et  nous  supposerons  que  Ton  considère  l'état  magné- 
tique du  globe  à  une  époque  déterminée. 

L'axe  magnétique  d'un  aimant  suspendu  librement  par  son 
centre  de  gravité  et  soustrait  à  toute  autre  action  que  celle  du 
champ  terrestre  prendrait,  dans  sa  position  d'équilibre,  la  di- 
rection de  la  force  terrestre.  Dans  nos  contrées  cette  direction 
esta  peu  près  du  sud  au  nord,  et  elle  est  fortement  inclinée 
sur  l'horizon,  le  pôle  nord  pointant  vers  le  sol. 

On  tkppelle  méridiefi  magnétique  en  un  lieu  le  plan  vertical 
passant  par  la  direction  de  la  force  magnétique  terrestre. 

La  déclinaison  est  l'angle  que  fait  le  méridien  magnétique 
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avec  le  méridien  astronomique  :  la  déclinaison  est  dite  occi- 
deiitnle  lorsque  le  pôle  nord  d'un  aimant  libre  se  met  à  Touest 
du  méridien  géographique  qui  passe  par  son  milieu  ;  elle  est 
orientale  si  ce  pôle  nord  est  à  Test  du  méridien. 

U inclinaison  est  Tangle  de  la  force  terrestre  avec  sa  projec- 
tion sur  le  plan  horizontal. 

Soient  : 

D  la  déclinaison, 

I  rinclinaison, 

T  Tintensité  du  champ  terrestre^ 

H  la  composapte  horizontale  =TcosI, 

Z  la  composante  verticale  =T  sinl. 

Une  aiguille  aimantée  mobile  seulement  autour  d'un  axe 
vertical  n'obéira  qu'à  la  composante  horizontale  terrestre  et 
viendra  se  placer  de  manière  que  son  axe  d'aimantation  soit 
dans  le  méridien  magnétique.  Si  on  l'en  écarte  d'un  angle  S, 
le  moment  du  couple  qui  tend  à  l'y  ramener  a  pour  valeur, 
en  appelant  M  le  moment  magnétique  de  Taiguille^ 

HMsinS; 

il  est  proportionnel  au  sinus  de  l'angle  d'écart.  Ce  résultat  a 
été  vérifié  par  des  expériences  très  précises  de  Coulomb,  au 
moyen  de  la  balance  de  torsion. 

Si  l'aiguille  est  suspendue  librement  par  son  centre  de  gra- 
vité ou  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  passant  par  ce  point 
et  perpendiculaire  au  méridien  magnétique,  la  direction  de 
l'axe  magnétique,  dans  la  position  d'équilibre  de  l'aiguille,  est 
la  direction  même  de  la  force  terrestre;  l'angle  que  fait  alors 
son  axe  magnétique  avec  l'horizon  mesure  précisément  Tin- 
clinaison. 

Supposons  maintenant  que  l'axe  horizontal  de  rotation 
fasse  un  angle  a  avec  la  normale  au  méridien  magnétique. 
Nous  pouvons  remplacer  la  composante  horizontale  H  par  ses 
deux  projections^  l'une  Hsina  parallèle  à  l'axe  de  rotation, 
l'autre  llcosa  perpendiculaire  à  cet  axe.  L'aiguille  n'obéit 
qu'aux  deux  forces  Z  et  Hcosa  situées  dans  le  plan  qu'elle 
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décril;  la  résuUanle  de  ces  deux  forces  a  pour  valeur 

ciraiguille  dans  sa  position  d'équilibre  fait  avec  rtiorizontale 
un  angle  i  déterminé  par  la  relation 

,    .      H  cosa  .    - 

C0tgl=: y —  COlgl  COSa. 

Langle  i  est  l'inclinaison  apparente  dans  le  plan  vertical 
qui  Tait  un  angle  a  avec  le  méridien  magnétique.  Si  l'on  a 

a=  -,  il  en  résulte  i=-ei  Taiguille  est  verticale.  Si  on  fait 

varier  l'angle  a  de-, on  a  cos  ( a±-)  =  =Fsina,  et  la  nouvelle 
inclinaison  i'  a  pour  valeur 

cotgi'   -q=cotgI  sina. 
On  déduit  de  ces  deux  équations 

coig-£-i-colg^r  — cotg^I, 

formule  utilisée  souvent  pour  déterminer  l'inclinaison. 

Si  Taiguille  est  chargée  d'un  poids  supplémentaire  ou^  ce 
qui  revient  au  même,  si  Taxe  de  rotation  ne  passe  pas  par  le 
centre  de  gravité,  la  direction  d'équilibre  est  modifiée. 

Supposons, en  particulier^ qu'un  poids/;  à  une  distance  dàe 
Taxe  de  rotation  maintienne  l'aiguille  horizontale  dans  un 
certain  plan,  le  moment  du  couple  magnétique  se  réduit  au 
moment  de  la  composante  verticale,  et  la  condition  d'équilibre 

est 

/;rf:-MZ  =  MTsinl. 

Cette  condition  est  indépendante  de  l'azimut  du  plan  verti- 
cal dans  lequel  se  meut  l'aiguille  ;  le  contrepoids  qui  rend  l'ai- 
guille horizontale  dans  un  plan,  la  rendra  horizontale  dans 
tous  les  plans.  On  peut  donc,  en  plaçant  une  aiguille  sur  un 

Élerlr,  et  Uagn.  1   —   2i 


338  MAGiNÉTlSME. 

pivot  vertical,  Téquilibrer  de  manière  qu'elle  reste  toujours 
horizontale;  mais  le  moment  du  contrepoids  dépend  de  la 
composante  verticale,  et  celui-ci  devra  être  modifié  si  on  veut 
se  servir  de  Taiguille  sous  d'autres  latitudes. 

aoe.  IMitrlbutlon  dv  ma|rnéasme  terrestre.  —  Les  élé- 
ments du  magnétisme  terrestre,  intensité,  déclinaison»  incli- 
naison, ne  sont  pas  les  mêmes  aux  différents  points  du  globe. 
Ces  éléments  varient  en  fonction  des  coordonnées  géographi- 
ques sui  van  t  des  lois  très  compliquées;  mais,  si  Ton  s'en  tient  à 
une  première  approximation,  les  variations  peuvent  être  for- 
mulées d'une  manière  très  simple. 

Le  méridien  magnétique  d'un  lieu  coupe  la  surface  du 
globe  suivant  un  grand  cercle;  tous  les  points  de  ce  grand 
cercle  ont  le  même  plan  pour  méridien  magnétique. 

Tous  les  méridiens  magnétiques  se  coupent  suivant  un 
même  diamètre  ;  ce  diamètre  est  Va.xe  magnétique  de  la  terre; 
les  points  où  il  perce  la  surface  ont  reçu,  quoique  l'expression 
soit  incorrecte,  le  nom  de  pâles  magnétiques.  L'axe  magnétique 
fait  un  angle  de  id**  environ  avec  l'axe  de  rotation  de  la  terre. 

Il  est  évident  que  la  déclinaison  est  variable  d'un  point  à 
un  autre  sur  un  même  méridien  magnétique.  11  n'y  a  d'excep- 
tion que  pour  le  méridien  qui,  passant  à  la  fois  par  l'axe 
magnétique  et  l'axe  terrestre,  se  confond  avec  le  méridien 
géographique  ;  pour  tous  les  points  correspondants  la  décli- 
naison est  nulle.  D'un  côté  de  ce  grand  cercle,  le  pôle  nord  de 
l'aiguille  s'écarte  vers  l'ouest  et  la  déclinaison  est  occidentale; 
de  l'autre,  il  s'écarte  vers  l'est  et  la  déclinaison  est  orientale. 

Le  grand  cercle  perpendiculaire  à  Taxe  magnétique  est  ap- 
pelé équateur  magnétique.  En  tous  les  points  de  Téquateur 
magnétique,  la  force  terrestre  est  horizontale  et  l'inclinaison 
nulle.  De  part  et  d'autre  l'inclinaison  va  en  augmentant 
jusqu'aux  pôles  magnétiques  où  elle  est  de  go*  :  dans  l'hémi- 
sphère nord,  c'est  le  pôle  nord  qui  s'abaisse  vers  le  sol  ;  dans 
l'hémisphère  sud,  c'est  le  pôle  sud. 

309  .  Hypothèse  de  l'aimant  terrestre-.  —  Biot  a  cherché  sll 

était  possible  de  représenter  l'état  magnétique  du  globe  et  la 
variation  des  éléments  magnétiques  à  sa  surface  par  l'hypo- 
thèse d'un  aimant  central  dirige  suivant  l'axe  magnétique; 
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il  a  trouvé  que  les  résultats  du  calcul  s'accordent  d*antant 
mieux  avec  les  observations  que  la  distance  des  pôles  de  cet 
ainiant  fictif  est  plus  petite. 

Si  l'on  remplace  ainsi  la  terre  par  un  aimant  infiniment 
petit  par  rapport  au  rayon,  c'est-à-dire  par  deux  masses 
égales  et  de  signes  contraires  très  voisines,  on  sait  (isa)  qu'à 
la  latitude  X,  à  partir  de  l'équateur  magnétique,  l'inclinai- 
son est  donnée  par  l'équation 

tgl=.2tgX. 

Quant  à  l'intensité  de  la  force  T  en  un  point  quelconque  de 
la  surface,  elle  peut  être  exprimée  en  fonction  de  la  force  à 
l'équateur  T,  par  la  formule 

T»r:^T!(3sin>X+i). 

Au  pôle  magnétique  l'intensité  est  T^=2T.; 
elle  est  donc  deux  fois  aussi  grande  qu'à  l'équateur. 

Ces  deux  formules  sont,  au  moins  d'une  manière  approxi- 
mative, conformes  aux  observations  faitesà  un  momentdonné 
sur  toute  la  surface  de  la  terre. 

Quant  au  moment  magnétique  absolu  de  la  terre  17,  on  peut 
l'obtenir  très  simplement  à  l'aide  de  l'équation 

V3sin*X-f-i 

dans  laquelle  R  représente  le  rayon  de  la  terre. 

L'hypothèse  d'un  aimant  terrestre  a  été  introduite  dans  la 
science  par  Gilbert.  Le  pôle  qui  se  trouverait  dans  l'hémi- 
sphère austral  a  reçu  le  nom  de  pôle  austral,  il  est  évidemment 
de  même  nature  que  le  pôle  nord  des  aimants;  le  pôle  situé 
dans  rhémisphère  boréal  est  de  même  nature  que  le  pôle 
nord  des  aimants. 

Cette  conception  de  l'aimant  terrestre  a  fait  donner  aussi  le 
nom  de  pôle  austral  au  pôle  des  aiguilles  qui  se  dirige  vers  le 
nord,  et  de  pôle  boréal  à  celui  qui  se  dirige  vers  le  sud  ;  dans  la 
théorie  des  fluides,  on  dira  donc,  malgré  la  contradiction  qui 
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existe  dans  les  termes,  qu'un  pôle  nord  contient  du  fluide 
austral  et  un  pôle  sud  du  fluide  boréal.  Mais  il  vaut  mieux 
renoncer  aux  expressions  austral  et  boréal^  qui  peuvent  donner 
lieu  à  des  équivoques,  et  appeler,  comme  nous  Tavons  fait, 
magnétisme  positif  celui  qui  correspond  au  pôle  nord  des 
aimants,  et  magnétisme  négatif  celui  du  pôle  sud. 

308.  —  L'hypothèse  d'un  aimant  central  inflniment  petit 
n'est  qu'une  des  formes  sous  lesquelles  on  peut  représenter  le 
magnétisme  terrestre  ;  c'est  même  celle  qui  présente  le  moindre 
degré  de  probabilité,  car  la  température  certainement  très 
élevée  du  centre  du  globe  est  incompatible  avec  Texistence 
de  corps  fortementaimantés. 

Nous  savons,  par  exemple,  que  deux  couches  hémisphéri- 
ques superflcielles  égales  et  de  signes  contraires,  distribuées  de 
manière  à  donner  en  tout  point  de  lïntérieur  une  force  cons- 
tante, et  que  nous  avons  appelées  couches  de  glissement  (159), 
produiraient  à  l'extérieur  les  mêmes  efl*ets  que  deux  masses 
infiniment  voisines.  La  densité  de  ces  couches  aurait  pour 
valeur  aux  pôles 

^  —  At     -      T 

^-   "87:    "  -4-     ' 

et,  en  un  point  de  latitude  magnétique  X, 

(7  — j  sinX.    • 

u 

Dans  cette  manière  de  voir,  la  terre  serait  donc  recouverte 
de  deux  couches  magnétiques,  l'une  négative  dans  Thémi- 
sphère  nord  et  l'autre  positive  dans  l'hémisphère  sud,  la 
densité  en  chaque  point  étant  proportionnelle  au  sinus  de  la 
latitude  magnétique. 

La  masse  totale  de  chacune  des  couches  est  exprimée  par 

4 

on  peut  donc  la  calculer  facilement  si  Ton  connaît  la  valeur 
absolue  de  la  force  à  Tcquateur. 
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Nous  verrons,  par  la  suile,  qu'il  existe  encore  d'autres 
façons  de  concevoir  le  magnélisme  terrestre;  Taimant  central 
infiniment  petit,  inadmissible  en  lui-mémo,  est  donc  en 
réalité  Texpression  mathématique  très  simple  de  plusieurs 
états  équivalents,  parfaitement  compatibles  avec  les  propriétés 
connues  des  corps  magnétiques. 

8INI.  ITarlailoM  4«  ma^nétlime  terrestre.  —  LeS  élémentsdu 

magnétisme  terrestre  éprouvent  aussi  des  variations  avec  le 
temps;  les  unes  sont  purement  accidentelles,  les  autres  ont 
un  caractère  périodique  bien  marqué.  Les  variations  à  lon- 
gue période,  dites  variations  séculaires,  peuvent  cire  représen- 
tées, dans  une  première  approximation,  par  une  rotation  de 
l'axe  magnétique  autour  de  Taxe  de  la  terre,  rotation  en 
vertu  de  laquelle  Taxe  magnétique  décrirait  de  Test  à  l'ouest 
un  cône  circulaire  d'environ  3o*. 

Comme  le  pôle  magnétique  de  la  terre,  qui  se  trouve  au- 
jourd'hui vers  la  terre  du  Prince-de-Galies  par  loo**  de  lon- 
gitude ouest,  était  en  1660  dans  le  voisinage  du  cap  Nord  à 
20*  de  longitude  est,  on  voit  que  la  période  de  révolution 
complète  serait  d'environ  800  ans.  La  déclinaison  à  Paris, 
d'abord  orientale,  était  nulle  en  1666;  depuis  cette  époque 
elle  est  occidentale  et  a  été  en  augmentant  jusqu'en  1824; 
elle  est  actuellement  décroissante  et  redeviendra  nulle  vers 
aoSo,  si  le  phénomène  continue  de  suivre  la  même  marche  : 
le  pôle  magnétique  sera  alors  de  l'autre  côté  du  pôle  nord  par 
rapport  à  nous.  Depuis  1666,  l'inclinaison  à  Paris  a  toujours 
été  en  décroissant  :  elle  atteindra  son  minimum  au  moment 
où  la  déclinaison  deviendra  nulle. 

Les  variations  à  courte  période  paraissent  liées  au  mouve- 
ment apparent  du  soleil,  de  la  lune,  etc.,  et  suivent  des  lois 
qui  ne  sont  pas  encore  bien  connues. 

Les  valeurs  moyennes  de  la  déclinaison ,  par  exemple,  ont  en 
un  même  lieu  une  oscillation  diurne  bien  marquée  avec  deux 
maxima  et  deux  minima.  L'amplitude  de  l'excursion  de  l'ai- 
guille est  beaucoup  plus  grande  pendant  le  jour  que  pendant 
la  nuit,  et  l'heure  des  déviations  extrêmes  est  très  difréreiite 
suivant  la  position  des  stations.  Ainsi,  tandis  que  le  maximum 
de  déviation  du  côté  de  l'ouest  a  lieu,  pour  la  marche  moyenne 
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annuelle,  vers  9  heures  du  matin  à  Hobarton  (Tasmanie), 
Batavia,  le  Cap  et  Sainte-Hélène,  cette  époque  correspond  au 
contraire  au  maximum  à  Test  pour  Thémisphère  nord.  Le  maxi- 
mum d^excursion  à  Touesi  se  produit  vers  i  heure  de  Taprès 
midi  à  Toronto  (Canada),  Londres  et  Paris;  vers  a  heures  à 
Pétersbourg  ;  3  heures  à  Nertschinsk  et  Pékin.  Les  heures  de 
ces  maxima  et  minima  varient  d'ailleurs  avec  les  saisons.  Les 
autres  éléments  du  magnétisme,  inclinaison  et  composantes 
de  la  force,  présentent  des  oscillations  analogues. 

En  dégageant  de  la  variation  diurne  moyenne  les  obser- 
vations relatives  aux  diiïérents  éléments  magnétiques,  on  peut 
les  rapporter  au  jour  lunaire  et  on  trouve  aussi  dans  les  rési- 
dus une  variation  régulière. 

11  y  a,  de  même,  une  variation  périodique  annuelle. 
Enfin  les  variations  accidentelles  elles-mêmes,  qui  sem- 
blent se  produire  simultanément  sur  une  grande  étendue 
sinon  sur  la  totalité  de  la  surface  du  globe,  et  qu*on  désigne 
habituellement  sous  le  nom  de  perturbations  ou  d'orages 
magnétiques,  paraissent  également  soumises  dans  leurs  effets 
moyens  à  certaines  périodes  annuelles  ou  séculaires.  Ces  per- 
turbations sont  en  relation  directe  avec  le  phénomène  des 
aurores  polaires  et  accompagnées  de  courants  accidentels  dans 
les  fils  télégraphiques. 


CHAPITRE     DEUXIEME 


CONSTITUTION     DES     AIMANTS 


aïo.  Filets  ma^Bétiqaes.  —  L'expériencc  dc  la  rupture 
d*un  barreau  aimanté  met  en  évidence  ce  fait  capital  que 
tout  élément  de  volume  d'un  aimant  est  lui-même  un  ai- 
mant complet  ayant,  dans  son  état  actuel,  un  axe  magnétique 
et  un  moment  déterminés.  Nous  disons  dans  son  état  actuel, 
car  il  est  évident  que,  si  l'élément  de  volume,  au  lieu  d'être 
séparé  par  la  pensée  du  milieu  environnant,  en  était  détaché 
en  réalité,  il  ne  conserverait  plus  le  même  état  que  lorsqu'il 
Taisait  partie  de  la  masse  générale.  Considérons  deux  molé- 
cules ou  éléments  magnétiques  placés  bout  à  bout  et  en  con- 
tact par  leurs  pôles  do  noms  contraires;  si  elles  sont  également 
aimantées,  l'action  pour  tout  point  extérieur  se  réduit  à  celle 
des  deux  extrémités  libres.  De  même,  si  une  série  de  molécules 
également  aimantées  sont  placées  bout  à  bout^  tous  les  axes 
magnétiques  étant  disposés  suivant  une  même  ligne,  l'action 
extérieure  de  l'aimant  linéaire  ainsi  construit  se  réduit  encore 
à  celtes  des  deux  extrémités,  chaque  point  intermédiaire 
donnant  lieu  à  des  actions  égales  et  contraires  qui  s'annu- 
lent. Un  pareil  assemblage  de  particules  aimantées  constitue 
un  filet  magnétique  uniforme, 

ail.  Maf^BétUme  libre.  —  Mais  si,  dans  cette  file  de  molé- 
cules, l'aimantation  est  variable,  il  y  aura  en  chaque  point 
une  certaine  quantité  de  magnétisme  apparent  ou  libre,  égal 
à  la  différence  des  masses  magnétiques  des  deux  molécules 
voisines  en  contact.  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  l'ai- 
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mantalion  aille  en  diminuanl  depuis  le  milieu  du  filet  jus- 
qu'aux extrémités,  on  voit  qu'il  y  aura  sur  Tune  des  moitiés 
de  l'aimant  linéaire  un  excès  de  magnétisme  positif  distribué 
suivant  une  certaine  loi,  et  sur  l'autre  moitié  un  excès  égal 
de  magnétisme  négatif.  Le  filet  magnétique  ainsi  construit 
n'est  plus  uniforme,  mais  il  est  évident  qu'on  pourra  le  con- 
sidérer comme  résultant  de  la  juxtaposition  de  filets  uni- 
formes de  longueurs  difTérenles. 

812.  Aimant  uniforme.  —  Un  aimant  de  dimensions  finies 
qui  serait  formé  de  filets  identiques  entre  eux  juxtaposés  paral- 
lèlement, pourrait  être  appelé  un  aimant  uniforme;  les  pôles 
des  filets  élémentaires  étant  situés  aux  extrémités,  sur  la 
surface  du  corpf^,  on  voit  que  l'action  de  Taimant  tout  entier 
se  réduirait  à  celle  de  deux  couches  magnétiques  distribuées 
sur  la  surface  suivant  une  loi  simple. 

813.  Aimant  quelconque.  —  En  un  point  P  d'un  aimant 
quelconque,  l'axe  magnétique  a  une  direction  déterminée  et 
cette  direction  varie  d'une  manière  continue  ;  on  peut  donc 
tracer  dans  l'intérieur  de  l'aimant  des  lignes  tangentes  en 
chaque  point  à  l'axe  magnétique  et  imaginer  des  filets  ma- 
gnétiques dirigés  suivant  ces  lignes  d'aimantation. 

L'aimant  sera  ainsi  subdivisé,  soit  en  filets  magnétiques  non 
uniformes  fermés  ou  aboutissant  à  la  surface,  soit  en  filets 
uniformes,  les  uns  fermés,  d'autres  aboutissant  à  la  surface, 
d'autres  enfin  terminés  à  l'intérieur.  Tant  qu'on  ne  fait  aucune 
hypothèse  sur  la  forme  des  filets,  cette  conception  est  la  tra- 
duction pure  et  simple  des  faits  et  ne  présente  rien  d'hypothé- 
tique. Elle  conduit  à  considérer  un  aimant  quelconque  comme 
formé  d'une  couche  magnétique  distribuée  sur  la  surface  et 
de  masses  magnétiques  disséminées  dans  l'intérieur. Il  y  a  donc 
lieu  de  considérer  une  densité  superficielle  du  magnétisme 
et  une  densité  cubique. 

La  densité  du  magnétisme  libre  en  un  point  est  la  limite 
du  rapport  de  la  masse  magnétique  contenue  dans  un  élément 
de  volume  pris  autour  de  ce  point,  au  volume  lui-même;  la 
densité  superficielle  est  le  quotient  de  la  quantité  de  magné- 
tisme qui  existe  sur  un  élément  de  surface  autour  de  ce  point 
parfaire  de  l'élément. 
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314.  Potentiel  d*a«  aimant.  —  Gela  posé,  il  est  cvideat  que 
le  potenliel  de  l*aimant  en  uq  point  extérieur  quelconque  P 
aura  pour  valeur 

Dans  la  première  intégrale,  qu'on  étendra  à  toute  la  surface  de 
Taimant,  or  désigne  la  densité  superficielle  sur  Téiémentde  sur- 
face ^8  dont  la  distance  au  point  P  est  égale  à  /*.  La  seconde 
intégrale  doit  être  étendue  à  tout  le  volume  de  Taimant,  p  dé- 
signant la  densité  cubique  du  magnétisme  dans  l'élément  ^i^ 
situé  à  une  distance  r  du  point  P.  Ces  densités  p  et  7  peuvent  être 
considérées  comme  celles  d'un  fluide  particulier. 

Gomme  la  somme  des  masses  magnétiques  est  toujours  nulle 
pour  un  aimant  quelconque,  on  a  l'équation  de  condition 


>  =  /  (jrfS  +  /  pdv. 


Les  composantes  de  la  force  magnétique  au  point  P  sont 

Y-       ^V 

et  cette  force  elle-même  a  pour  valeur 


F=VX^TV^=^(0%(|)%(S) 


Ges  formules  sont  générales  et  s'appliquent  aussi  bien  aux 
points  situés  dans  l'intérieur  de  l'aimant  qu'aux  points  exté- 
rieurs. 

On  démontrerait,  comme  en  électricité,  que  la  somme  AV 
des  trois  dérivées  secondes  partielles  du  potenliel  est  égale  à 
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zéro  pour  tout  point  extérieur,  et  à  —  4^p  pour  toul  poiut  inté- 
rieur aux  corps  ainnantés. 

Les  équations  fondamentales  sont  les  mêmes  que  pour  Té- 
lectricité  statique.  Nous  pourrons  donc,  sans  nouvelle  démons- 
tration, appliquer  les  théorèmes  déjà  établis,  à  la  condition 
que  ces  théorèmes  ne  dépendent  point  des  propriétés  des  con- 
ducteurs et  que,  d'autre  part,  la  force  coercitive  n'ait  pas  à 
intervenir. 

81 5,  !)■  aimant  é^alvaut  à  «me  sarface  ■tai^aéttqae.  —  On 

démontre  ainsi  d'une  manière  immédiate  ce  théorème  de 
Poisson,  que  l'action  d'un  aimant  sur  tout  point  extérieur  est 
équivalente  à  celle  d'une  couche  fictive,  de  masse  totale  égale 
à  zéro,  distribuée  à  la  surface  suivant  une  certaine  loi. 

Supposons,  en  effet,  que  les  masses  en  question  soient  des 
masses  électriques  fixes  et  qu'on  recouvre  l'aimant  d'une  sur- 
face conductrice  infiniment  mince  en  communication  avec  le 
sol.  Il  se  développera  par  influence  sur  la  surface  interne  du 
conducteur  une  couche  de  signe  contraire  aux  masses  inté- 
rieures; comme  la  force  et  le  potentiel  sont  maintenant  nuls 
partout  à  l'extérieur,  la  couche  induite  a  sur  tout  point  exté- 
rieur un  potentiel  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  des  masses 
primitives,  et  cette  couche  est  égale  à  la  somme  algébrique  des 
masses  primitives.  Une  couche  é<;ale  et  de  même  signe,  dis- 
tribuée sur  la  surface  extérieure  suivant  la  même  loi,  don- 
nera donc  un  potentiel  égal  et  de  même  signe  et  formera, 
par  suite,  un  système  équivalent  pour  les  points  extérieurs 
au  système  proposé.  La  conclusion  s'applique  évidemment  au 
magnétisme,  puisque  les  deux  espèces  de  masses  obéissent  à 
la  même  loi  élémentaire. 

Les  actions  extérieures  exercées  par  l'aimant  permettront 
de  calculer  la  densité  de  cette  couche  fictive  superficielle, 
mais  n'apprendront  rien  sur  la  distribution  réelle  du  magné- 
tisme. Pour  connaître  cette  distribution,  il  faudraitdéterminer 
aussi  par  expérience  les  forces  qui  agissent  à  l'intérieur  de  l'ai- 
mant, et  y  creuser  des  cavités  dans  lesquelles  on  introduirait 
des  aiguilles  d'épreuve;  mais  la  soustraction  d'une  masse,  si 
petite  qu'elle  soit,  modifie  la  force  dans  la  cavité,  parce  qu'on 
supprime  des  masses  très  voisines  dont  l'elTet  n'est  pas  négli- 
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geabic.  L  aimant  équivaut  alors  à  deux  couches  fictives,  Tune 
sur  la  surface  extérieure  et  l'autre  sur  les  parois  internes  de  la 
cavilé  ;  la  somme  AY  des  trois  dérivées  secondes  du  potentiel 
est  devenue  nulle  dans  cette  région,  tandis  qu'elle  y  était 
primitivement  égale  à  —  4^p. 

aie.  Théorie  d«  PoImwb.  —  Nous  n'avons  jusqu'ici  fait  au- 
cune hypothèse  sur  la  manière  dont  les  masses  magnétiques 
sont  distribuées  dans  la  substance  aimantée.  Pour  établir  la 
théorie  de  l'aimantation  par  influence,  Poisson  considère  un 
corps  aimanté  comme  formé  de  particules  magnétiques  dissé- 
minées dans  un  milieu  imperméable  au  magnétisme.  Ces  par- 
ticules sont  sphériques  et  équidistantes,  si  le  corps  est  isotrope 
et  homogène;  chacune  d'elles  renferme  des  quantités  égales 
des  fluides  positif  et  négatif,  partie  à  l'état  neutre  à  l'intérieur, 
partie  à  l'état  libre  à  la  surface.  Le  moment  magnétique  de 
chaque  particule  de  volume  u  peut  être  représenté  par  uf ,  le 
facteur  q  dépendant  du  degré  d'aimantation.  Si  l'on  consi- 
dère un  volume  dv,  très  grand  par  rapport  aux  dimensions  des 
particules^  mais  infiniment  petit  par  rapport  aux  dimensions 
de  l'aimant,  toutes  les  particules  qu'il  renferme  auront  leurs 
axes  magnétiques  sensiblement  parallèles,  et  le  moment  ma- 
gnétique de  Tolément  de  volume  sera  la  somme  des  mo- 
ments des  particules.  En  appelant  /i,  comme  nous  l'avons  fait 
déjà  (lev),  le  rapport  de  l'espace  occupé  par  les  particules  au 
volume  total  dv,  cet  élément  de  volume  renfermera  un  nom- 
bre de  particules  égal  à  fidsf,  et  son  moment  magnétique  sera 
hqdv.  Cet  élément  se  comportera  pour  tout  point  situé  à  une 
distance  finie  comme  un  aimant  infiniment  petit,  ou  comme 
l'ensemble  de  deux  masses  égales  et  contraires  infiniment  voi- 
sines (i5i).  Le  moment  magnétique  de  l'aimant  par  unité  de 
volume  est  égal  à  hq. 

La  valeur  du  rapport  h  varie  d'un  corps  magnétique  à  un 
autre  et,  pour  un  même  corps,  la  valeur  de  7  en  chaque  point 
dépend  du  degré  d'aimantation  :  les  actions  extérieures  aug- 
mentent ou  diminuent  avec  le  produit /i^.  Dans  les  corps  qui 
ne  présentent  pas  de  force  coercitive,  rien  ne  s'oppose  au 
mouvement  des  fluides  à  l'intérieur  d'une  particule  magné- 
tique; l'équilibre  ne  peut  donc  subsister  que  si  la  résultante 
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de  loutcs  les  forces  tant  intérieures  qu'extérieures  est  nulle  ea 
tout  point  de  la  molécule  ;  au  contraire,  dans  un  corps  doué 
d'une  force  coercilive  qui  afirii  à  la  manière  du  frottement,  il 
suffit  que  cette  résultante  soit  inférieure  à  la  valeur  donnée 
de  la  force  coercitive. 

La  théorie  de  Poisson  n*est  pas  liée  à  Thypothèse  des  deux 
fluides^  mais  il  est  plus  difficile  de  la  dégager  de  cette  concep- 
tion particulière  sur  la  structure  des  milieux  magnétiques. 

SlV.  Théorie   d«  Sir  VIT.  ThomsoB.  —  NouS   expOSeronS   de 

préférence  la  théorie  du  magnétisme  sous  la  forme^que  lui  a 
donnée  Sir  W.  Thomson.  Cette  théorie,  dans  ses  résultats 
essentiels,  coïncide  avec  celle  de  Poisson,  mais  elle  a  l'avan- 
tage d'être  tout  d'abord  indépendante  de  l'idée  de  fluide  et  de 
toute  hypothèse  sur  la  constitution  du  milieu,  de  sorte  qu'elle 
parait  se  rapprocher  davantage  des  f<ails  expérimentaux.  L'idée 
fondamentale  est  de  considérer  une  portion  quelconque  d'un 
corps  aimanté  comme  un  aimant  complet  défini  par  la  direc- 
tion de  l'axe  et  par  son  moment  magnétique,  c'est-à-dire 
commeun  aimantinfiniment  petit  ayant  des  masses  +m  et—  m 
a  ses  extrémités,  une  longueur  ds  et,  par  suite,  un  moment 
magnétique  égal  à  mds. 

318.  Intensité  d'aimantation.  —  Cela  posé,  on  appelle  ùiien- 
site  d'aimantation  1  en  un  point  le  quotient  du  moment  ma- 
gnétique d'un  élément  de  volume  par  le  volume  lui-même, 
en  d'autres  termes  la  valeur  du  moment  par  unité  de  volume. 
On  aura  ainsi 

,      mds 

(^)  '=^- 

Celte  intensité  1  représente  le  produit  /17  de  la  théorie  de 
Poisson. 

L'intensité  d'aimantation  est  une  grandeur  géométrique 
définie,  comme  une  force,  par  sa  direction,  qui  est  Taxe  ma- 
gnétique de  l'élément  de  volume,  et  par  sa  valeur  numérique  ; 
elle  sera  donc  représentée  en  chaque  point  par  une  droite  de 
direction  et  de  longueur  déterminées. 

Tous  les  phénomènes  du  magnétisme  peuvent  être  exprimés 
en  fonction  de  celle  quantité  seule. 
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31».  ExpreMion  du  potentiel.  —  Soit  1  rintensitc  d*aiinanta« 
lion  en  un  point  M  de  Taimanldont  les  coordonnées  sont  or,  j 
et^.  Si  l'intensité  d'aimantation  fait  avec  les  axes  des  angles 
dont  les  cosinus  soient  X,  \Xy  v,  ses  composantes  A,  B  et  C  sui- 
vant les  axes  auront  pour  expressions 

A-.1X, 

Le  moment  magnétique  d'un  élément  de  volume  est  mds=  Idv. 
Son  potentiel  en  un  point  P  situé  à  la  distance  /*  sur  une 
droite  faisant  un  angle  0  avec  la  direction  de  Taxe  magnétique, 
c'est-à-dire  avec  la  direction  de  l'intensité  d'aimantation,  est 
égal  à  (isi) 

Ce  potentiel  peut  être  considéré  comme  la  somme  des  po- 
tentiels rfV„,  dVft,  r/Vc,  dus  aux  trois  composantes  A,  B  et  C 
de  l'aimantation.  Si  on  désigne  par  3  l'angle  de  la  droite  MP 
avec  Taxe  des  x  et  par  5,  y;,  Ç  les  coordonnées  du  point  P,  on  a 

,-,      Arfi'cosS     A^v»f5  — x) 

rtV„  — — 

/■*  /"* 

D'autre  part,  l'équation 
donne 


et,  par  suite, 

l-x           .D;-      ^";- 

/•»  "      i'':>jc     \v 

On  en  déduit 

'î-       '7- 

rfV„ 

-Ar/^-—  —  A-— r/.rr/)  (Iz 
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On  aurait,  de  même 

3V.=C  -i  dxdjdz. 


Le  potealicl  de  l'aima  at  entier  s'obtiendra  en  étendant  ces 
expressions  au  volume  total,  ce  qui  donne 


Le  potentiel  au  point  P  se  trouve  ainsi  exprimé  en  fonction 


Fig.  73 

de  la  distancer  de  ce  point  aux  différents  éléments  de  volume 
de  l'aimant  et  de  l'intensité  de  laimantation. 

Chacun  des  termes  dont  se  compose  le  second  membre  de 
réquation  (3)  renferme  un  facteur  qui  est  une  différentielle 
exacte  et  peut  être  intégré  par  parties  ;  on  obtient  alors 

la  première  intégrale  devant  être  étendue  a  toute  la  surface 
et  la  seconde  au  volume  de  Taimant. 
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Soient  I  rintensité  de  raimantaiion  en  un  point  de  la  sur- 
face S  (fig.  73)  et  0  Tangle  que  fait  sa  direction  avec  la  nor- 
male ;  oe,  3»  Y  ^^^  cosinus  des  angles  de  la  normale  avec  les  axes  ; 
enfin  dS  un  élément  de  surface  au  point  considéré,  on  a 

IrfS  COS  0  =  IrfS  (a).  +  PlJ. -h  p) 

=  IX.ar/S  +  Iii..prfS  4-  Iv.Y^S. 

Les  produits  IX,  I^jl,  Iv  sont  les  composantes  de  Taimantation, 
et  adS,  ^r/S,  Y^S  les  projections  de  Télément  de  surface  sur  les 
plans  coordonnés.  On  a  donc 

I  =  kdjdz  -h  Bdzdx  -h  Cdxdjy 
et  Texprcssion  du  potentiel  devient 

Les  formules  (1)  et  (4)  représentent  le  même  potentiel; 
si  on  les  identifie,  on  voit  que  la  densité  superficielle  et  la 
densité  cubique  du  magnétisme  peuvent  s'exprimer  en 
fonction  de  Tintensité  d'aimantation  de  la  manière  suivante  : 

(5)  C=I  COSerrrAa  +  Bp-f-Cv, 

Ainsi,  la  densité  superficielle  du  magnétisme  est  égale  à  la 
projection  sur  la  normale  à  la  surface  de  finiensité  d'aimanta- 
tion au  même  point; 

La  densité  cubique  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme 
des  dérivées  partielles  des  composaîites  de  t aimantation  par 
rapport  aux  trois  axes. 

Les  quantités  p  et  a,  qui  représentent  les  densités  d'un  fluide 
dans  Thypothèse  de  Coulomb,  peuvent  être  considérées  comme 
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des  quantités  purement  mathématiques.  Ce  sont  deux  sym- 
boles définis  par  les  équations  (5)  et  (6)  ;  pour  abréger  le 
langage,  on  leur  conservera  le  nom  de  densités,  mais  sans  atta- 
cher à  ce  mot  sa  signification  littérale. 

Remarquons  que  Téquation  de  Poisson  relative  aux.  déri- 
vées secondes  devient,  dans  le  cas  actuel, 


Pour  un  point  extérieur  le  second  membre  est  identique- 
ment nul,  puisque  Tintensité  d'aimantation  est  constante  et 
égale  à  zéro. 

820.  Aimantu  uBifomiM.  —  Considérons  le  cas  particulier 
où  Taimantation  est  tmiforme,  c'est-à-dire,  où  l'intensité  d'ai- 
mantation est  constante  en  grandeur  et  en  direction  dans 
toute  rétendue  de  Taîmant  ;  les  dérivées  des  composantes 
A,  B,  C  sont  nulles  et  Téquation  (6)  donne 

p  =  o; 

il  n*y  a  donc  de  magnétisme  qu'à  la  surface. 
Le  potentiel  se  réduit  alors  à 

dS  cosô 


r-l  pSci 


ou,  en  appelant  ^S^  la  projection  de  dS  sur  un  plan  normal 
à  l'aimantation, 


\=if^. 


Tous  les  éléments  de  volume  étant  aimantés  parallèlement,  le 
moment  magnétique  de  l'ensemble  est  égal  à  la  somme  des 
moments  de  tous  les  volumes  élémentaires;  on  a  donc 


u=  f]di^.^l  Cd,^=A. 
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Ainsi,  le  moment  magnétique  d'un  aimant  uniforme  'est  égal 
au  produit  du  volume  par  l'intensité  daimantation. 
L'expression  de  la  densité  superficielle 

a=IcosÔ 

montre  que  laclion  extérieure  d'un  corps  aimante  unifor- 
mément est  équivalente  à  celle  de  deux  couches  de  glisse- 
ment (15?),  c'est-à-dire  des  deux  couches  qui  résulteraient 
de  la  superposition  de  deux  masses  magnétiques  homogènes, 
de  densi tés ±p  égales  et  de  signes  contraires,  dont  la  partie 
positive  aurait  glissé,  parallèlement  à  l'aimantation,  d'une 
quantité  3  telle  qu'on  ait  p3=l. 

Nous  avons  dit  (aos)  qu'on  pouvait  expliquer  l'action  de  ]a 
terre  par  un  aimant  infiniment  petit  placé  au  centre,  ou  par 
deux  couches  de  glissement;  on  voit  qu'on  pourrait  aussi 
supposer  la  terre  uniformément  aimantée,  cette  dernière 
condition  étant  équivalente  aux  deux  autres. 

331.  Force  dansl^iDiérieur  d'un  aimant.  —  On  ne  peut  dé- 
terminer l'action  magnétique  dans  la  substance  même  d'un 
aimant  sans  creuser  une  cavité  qui  permette  d  y  placer  un 
petit  aimant  d'épreuve  ;  mais  la  création  d'une  surface  libre 
à  l'intérieur  de  l'aimant  équivaut  à  la  formation  d'une  couche 
superficielle,  ayant  en  général  une  action  finie  sur  les  points 
qu'elle  renferme,  et  cette  action  dépend  de  la  forme  de  la 
cavité. 

Une  masse  placée  dans  la  cavité  est  alors  située  en  dehors 
des  masses  agissantes,  et  la  force  qu'elle  subit  peut  être  déter- 
minée à  la  manière  ordinaire.  Cette  force  est  la  résultante  de 
deux  autres,  Tune  due  aux  masses  extérieures  et  l'autre  à  la 
couche  superficielle  de  la  cavité  ;  la  seconde  force  dépend 
de  la  forme  et  de  l'orientation  de  la  cavité  tandis  que  la  pre- 
mière en  est  indépendante. 

L'intensité  d'aimantation  peut  d'ailleurs  être  considérée 
comme  constante  en  grandeur  et  en  direction  dans  toute 
l'étendue  du -volume  infiniment  petit  que  l'on  enlèvera;  il 
sera  donc  possible  de  déterminer  la  seconde  force  pour 
certaines  formes  simples  de  la  cavité. 

Èleetr.  et  Magn,  1  —  23 
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829.*—  Considérons  d'abord  une  cavité  cylindrique  dont 
les  génératrices  soient  parallèles  et  les  bases  normales  à 
rintensité  d'aimantation.  La  densité  de  la  couche  fictive  sera 
nulle  sur  les  parois  latérales,  puisque  la  composante  nor- 
male de  Taimantation  est  nulle  en  chaque  point  ;  sur  les  deux 
bases,  qui  sont  perpendiculaires  à  Taimantation,  la  densité 
sera  uniforme,  égale  à  +  I  sur  Tune  et  —  I  sur  Fautre.  Si 
rétendue  de  la  base  est  égale  à  a,  il  y  aura  aux  deux  extré- 
mités du  cylindre  des  masses  magnétiques  égales  et  con- 
traires -+-  al  et  —  aL 

Supposons  le  cylindre  circulaire  :  soit  r  le  rayon  de  la  base 
et  2h  la  hauteur  ;  Faction  des  deux  couches  sur  un  point  si- 
tué au  milieu  de  Taxe  est  le  double  de  celle  d*un  disque  ho- 
mogène sur  un  point  de  la  perpendiculaire  élevé  en  son  cen- 
tre. Pour  calculer  cette  action,  supposons  la  densité  égale  à 
Tunité  et  le  disque  partagé  en  zones  élémentaires  concentri- 
ques; Faction  d'une  de  ces  zones  située  à  une  distance  p  du 
point  considéré  a  pour  composante  suivant  Taxe 

j^    ^Tzrdr  h 

9       9 

ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  p*=r^-h/i*, 


En  intégrant  entre  les  limites  p  =  A  et  p=  y//^h-AS  on  ob- 
tient 


Où  aura  donc  pour  l'action  des  deux  couches 

h 


R=2/I=47:I  (i-  ~ — \ 


Deux  cas  sont  particulièrement  intéressants,  ceux  où  l'une 
des  deux  quantités  A  et  r  est  très  grande  par  rapport  à  l'autre. 
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Lorsque  le  cylindre  est  très  allongé,  le  rapport  j  est  très  pe- 
tit et  la  valeur  de  R  tend  vers  zéro.  Alors  la  force  réelle  qui 
agit  dans  la  cavité  se  réduit  à  Faction  des  masses  extérieures. 
Un  cylindre  infiniment  étroit  à  base  quelconque  donnera 
évidemment  le  même  résultat:  il  en  sera  encore  de  même  si 
Ton  imagine  dans  Taimant  une  section  par  une  surface  paral- 
lèle en  chaque  point  aux  lignes  d'aimantation  et  qu'on  sup- 
pose un  intervalle  infiniment  mince  entre  les  deux  parties 
séparées. 
Lorsque  le  cylindre  a  la  forme  d'un  disque  plan,  le  rapport 

~  est  très  petit  et,  à  la  limite,  la  valeur  de  R  devient 

R=4wL 

Les  composantes  de  cette  force  parallèles  aux  axes  sont 

R,=4xA, 
Ry=4^B, 
R,=4^C. 

Ces  valeurs  conviendront  encore  au  cas  d'une  section  infi- 
niment mince  faite  dans  Taimant  perpendiculairement  aux 
lignes  d'aimantation. 

Si  la  cavité  a  la  forme  d'une  sphère,  les  parois  seront 
recouvertes  de  deux  couches  égales  et  contraires  distribuées 
comme  des  couches  de  glissement;  l'action  R  de  cette  couche 
sur  tout  point  intérieur  est  constante,  parallèle  à  l'aimanta- 
tion et  a  pour  expression 

R     4         4  I 

Pour  une  fente  étroite  dont  la  normale  fait  avec  la  di- 
rection de  l'aimantation  un  angle  0,  la  force  intérieure  des 
couches  superficielles  est  normale  à  la  fente  et  égale  à 

4x5=4^^1  cos6. 

L'influence  de  la  forme  de  la  cavité  est  bien  manifeste  dans 
ces  diflërents  exemples. 
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823.  Force  maiTB^tique.  —  Dans  le  cas  d'une  cavité  cylindri* 
que  allongée,  ou  d'une  fente  parallèle  aux  lignes  d'aimanta- 
tion, la  force  en  un  point  ne  dépend  que  du  potentiel  V  des 
masses  extérieures  à  l'élément  de  volume  enlevé.  Les  compo- 
santes de  cette  force  F  sont 

dx  aj  dz 

C'est  à  la  force  ainsi  définie  que  Ton  convient  d'attribuer 
d'une  manière  spéciale  le  nom  force  magnétique  ou  forcerésul- 
iante  en  un  point  de  la  masse  aimantée, 

824.  induetion  niAirBétiqae.  — Si  la  cavité  ost  uu  Cylindre 
très  aplati  ou  une  fente  infiniment  mince  perpendiculaire 
aux  lignes  d^aimantation,  les  composantes  de  la  force  réelle  F^ 
ont  pour  valeurs 

(7)  Y,=Y+R,=Y+47:B, 

Cette  force  F^  joue  un  rôle  important  dans  l'élude  de  l'aiman- 
tation par  influence;  on  Wi^i^qWq induction  magnétique. 

La  somme  des  trois  dérivées  partielles  de  la  fonction  F| 
donne  l'équation 

^x.    î)\.    ^1,       .-,    ,  /;)A   ^h    ^c\ 

^  +  -r-i4-^=:-AV  +  4x(— 4-r h  — 

^X         ^J        ^Z  \^X       ^J'        ^zj 

=4'j^p-~4^p=o. 

Ainsi  l'induction  magnétique  satisfait  à  l'équation  de  La- 
place  pour  tous  les  points  tant  intérieurs  qu'extérieurs  aux  mi- 
lieux aimantés.  D'ailleurs  elle  se  confond  évidemment  avec 
la  force  magnétique,  pour  tous  les  points  extérieurs,  puis- 
que l'aimantation  I  et  ses  composantes  A,  B  et  Ç  sont  alors 
égales  à  zéro.  L'induction  magnétique  jouit  donc  des  mêmes 
propriétés  que  l'induction  électrostatique  (lis). 

On  appellera  ligne  ctinduction  une  ligne  à  laquelle  la  force 
d'induction  est  tangente  en  chaque  point;  tube cT induction  un 
canal  limité  latéralement  par  des  lignes  d'induction  ;  eti&n,/lux 
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d^inducHon  au  travers  d'un  élément  de  surface  le  produit  de  la 
surface  de  l'élément  par  la  composante  normale  de  Tinduction. 
Puisque  Tinduction  satisfait  à  l'équation  de  Laplace  pour 
tous  les  points  intérieurs  et  extérieurs,  il  en  résulte  que  le  flux 
d'induction  est  une  quantité  constante  dans  toute  l'étendue 
d'un  tube  d'induction. 

a25.  oiirér«ntai  espèces  d*âimaia<s.  —  On  peut  diviser  les 
aimants  en  catégories  distinctes  suivant  la  manière  dont  varie 
Tiatensilé  d'aimantation. 

826.  Soiénovdes  mairn^ tiques.  —  On  appelle  soléuoîde  Simple 
un  aimant  ayant  la  forme  d'un  filet  à  section  constante,  infi- 
niment petite,  en  chaque  point  duquel  l'intensité  d'aimanta- 
tion est  elle-même  constante  et  tangente  à  la  direction  du 
filet. 

La  densité  magnétique  est  nulle  dans  toute  l'étendue  du 
filet  et  sur  sa  surface  latérale  (3io)  ;  aux  extrémités  seule- 


Fig.  74 


ment  existent  deux  masses  magnétiques  égales  et  de  signes 
contraires  ;  si  I  est  l'intensité  d'aimantation  et  a  la  section  du 
filet,  ces  deux  masses  ont  pour  valeur  absolue 


m 


=  «I. 


On  peut  appeler  le  produit  al  la  puissance  magnétique  du 
solénoide. 

Si,  la  section  du  filet  et  l'intensité  d'aimantation  étant  va- 
riables, le  produit  a\  restait  constant,  le  système  constituerait 
encore  un  solénoide  magnétique  simple. 

Un  solénoide  simple  se  comporte  pour  tous  les  points  exté- 
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rieurs  comme  un  aimant  dont  les  pôles  seraient  situés  ri- 
goureusement aux  extrémités. 

Le  potentiel  en  un  point  P  (fig.  74),  à  une  distance  r,  du 
pôle  positif  A,  et  à  une  dislance  r^  du  pôle  négatif  A|,  a  pour 
expression 

Si  un  pareil  solénoïde  est  fermé,  le  potentiel  est  nul  partout 
à  Textérieur  ;  par  suite  la  force  est  nulle^  et  Ton  ne  peut 
découvrir  le  magnétisme  qui  existe  dans  le  système  qu'en  le 
brisant  en  un  point  et  séparant  les  extrémités. 

827.  —  Un  filet  magnétique  à  section  constante  ou  yariable, 
tangent  en  chaque  point  à  la  direction  de  Taimantation,  et 
dans  lequel  la  puissance  magnétique  n'est  pas  constante, 
constitue  un  solénoïde  complexe.  Un  pareil  système  peut  être 
considéré  comme  la  réunion  en  faisceau  de  plusieurs  solé- 
noïdes  simples  de  longueurs  inégales. 

Un  élément  de  longueur  ds  (fig.  75),  dont  la  puissance 


magnétique  est  m=al,  a  pour  potentiel  en  un  point  exté- 
rieur P 

,-,     mdS       ^  dr  ,dr 

d\= — r-cosO  =  — m-5-=  — al-^- 

Le  potentiel  en  P  du  filet  total  est  donc 

En  intégrant  le  second  membre  par  parties  et  désignant 
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par  —  m^  et  -h  m^  les  masses  des  extrémités  A^  et  Aj,  on  obtient 

"^s  I  dm 


'j         '4         ./Al    '•   «^ 


Le  potentiel  est  le  même  que  s'il  y  avait  en  chaque  point  du 
filet  une  densité  linéaire  X  définie  par  la  relation 

^^     dm_     d{a\) 
ds  ds   ^ 

et  Ton  peut  écrire 

'2       n      J    ^  ' 

828.  Aimante  soiteoVdaax.  —  Un  aimant  est  dit  solenoïdal 
lorsqu'il  peut  être  divisé  en  solénoïdes  simples  aboutissant  à 
la  surface  ou  fermés  sur  eux-mêmes.  IL  n'y  a  pas  de  magné- 
tisme libre  à  Tintérieur  de  l'aimant;  la  distribution  est 
purement  superficielle. 

La  densité  cubique  p  élant  nulle,  on  a 

DA     î)B     dC 

(8)  - — h— -I-— =0. 

^  '  <)x      Dj^     D2 

Réciproquement,  si  la  condition  (8)  est  satisfaite,  la  den- 
sité est  nulle  en  tout  point  intérieur  et  l'aimant  est  sole- 
noïdal. 

82».  Feuillets  mairBétiqaeti.  —  On  appelle  feuillet  magné- 
tique simple  un  aimant  constitué  par  deux  surfaces  infini- 
ment voisines  équidistantes,  chargées  de  couches  magnéti- 
ques uniformes,  égales  et  de  signes  contraires;  ou  encore  un 
aimant  formé  de  deux  couches  infiniment  voisines  non  équi- 
distantes,  toujours  égales  et  de  signes  contraires,  et  telles 
que  la  densité  en  chaque  point  soit  en  raison  inverse  de  leur 
distance. 

Si  on  désigne  par  h  l'épaisseur  du  feuillet  en  un  point  et 
par  7  la  densité  de  la  couche,  le  produit  h(s  doit  être  constant; 
on  l'appelle  la  puissance  magnétique  Aw  feuillet. 
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On  peut  dire  encore  qu'un  feuillet  magnétique  simple  est 
une  lame  infiniment  mince  dont  Taimantation  est  en  chaque 
poinl  normale  à  la  surface  et  a  une  intensité  inversement 
proportionnelle  à  l'épaisseur. 

Si  on  représente  par  ^  la  puissance  magnétique  du  feuillet, 
on  a  donc 

La  portion  du  feuillet  qui  correspond  à  un  élément  dS 
peut  être  considérée  comme  un  aimant  infiniment  petit  de 
moment 

Le  potentiel  au  point  P  (fig.  76)  de  cet  élément  du  feuillet  a 
pour  expression 

,-,     hcdS       ^     $rfS 
rfV=— ^-cosô= — 5-COSÔ» 


Fig.  76 

0  étant  Tangle  de  la  normale  N  menée  extérieurement  à  la 
surface  positive  avec  la  droite  r  qui  joint  le  point  P  à  l'élé- 
ment rfS. 

L'angle  solide  rfo),  sous  lequel  du  point  P  on  voit  l'élément 
rfS,  est  donné  par  l'équation 

^c       A     ^  j                   j       ^S  cosO 
aa  cos  0  =  ^0(1),       ou       aw=- — 3 


Il  en  résulte 


dW=^diD. 
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Comme  le  facteur  $  est  constant,  le  potentiel  du  feuillet  en 
P  a  pour  expression 

(9)  V=:*a). 

Il  importe  de  bien  définirla  signification  de  Tangle  solide  &). 
Le  potentiel  d\  est  positif  ou  négatif  suivant  que  le  point  P 
voit  la  surface  positive  ou  la  surface  négative  de  l'élément  dS 
du  feuillet,  c'est-à-dire  suivant  que  Tangle  0  est  aigu  ou  obtus. 
L*angle  diù^  considéré  lui-même  comme  positif  ou  négatif 
dans  les  mêmes  conditions,  est  la  surface  découpée  sur  une 
sphère  de  rayon  égal  à  Tunité  ayant  pour  centre  le  point  P 
par  un  cône  limité  au  contour  de  l'élément;  c'est  la  surface 
apparente  de  cet  élément.  L*angle  o),  ou  la  surface  apparente 
du  feuillet  total  est,  par  suite,  déterminé  par  un  cône  limité 
au  contour  même  du  feuillet;  il  est  positif  ou  négatif,  suivant 
que  la  portion  de  feuillet  que  voit  le  point  P  à  travers  le  con- 
tour est  elle-même  positive  ou  négative.  Le  potentiel  du 
feuillet  est  donc  indépendant  de  sa  forme;  il  ne  dépend  que 
de  sa  puissance  magnétique  et  de  son  contour.  Il  en  résulte 
ce  théorème  important  de  Gauss  : 

Le  potetitiel  d'un  feuillet  magnétique  simple  en  un  point 
extérieur  est  égal  au  produit  de  la  puissance  magnétique  du 
feuillet  par  sa  surface  apparente  vue  de  ce  point. 

Pour  que  le  potentiel  soit  nul  en  un  point,  il  faut  et  il  suf- 
fit que  la  surface  apparente  du  feuillet  soit  nulle. 

La  surface  apparente  du  feuillet  est  nulle  si,  le  contour 
étant  un  plan,  le  point  considéré  est  situé  dans  ce  plan. 

Elle  est  nulle,  le  feuillet  étant  quelconque,  quand  elle  se 
compose  de  parties  de  signes  contraires  donnant  une  somme 
algébrique  nulle. 

En  particulier,  si  le  feuillet  forme  une  surface  fermée,  le 
potentiel  est  nul  pour  tout  point  extérieur.  Pour  un  point  in- 
térieur au  feuillet,  Tangle  <ù  est  égal  à  4^,  le  potentiel  est 
donc  constant  et  égal  à  4^$  ;  il  est  de  même  signe  que  la  sur- 
face intérieure.  Ce  potentiel  ayant  une  valeur  constante  tant 
à  l'intérieur  qu'à  l'extérieur,  l'action  du  feuillet  fermé  sur  un 
point  quelconque  est  nulle. 
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880.  —  Si  deux  feuillets  magaéliques  S  et  S'  (Gg.  77] 
de  même  puissance  ont  le  même  contour  et  que  leurs  sur- 
faces en  regard  soient  de  signes  contraires,  leurs  potentiels 
sont  égaux  pour  tous  les  points  situés  en  dehors  de  Tespace 
qu'ils  comprennent  ;  ces  potentiels  diffèrent,  au  coDtraire, 
de  4^4>  pour  tous  les  points  situés  entre  les  deux  surfaces. 
En  effet,  le  potentiel  dé  Tun  des  feuillets  S  est  positif  et  égal 
à  4>(i),  celui  de  Tautre  feuillet  S'  est  — 4>a)';  la  différence  est 
donc 

De  même,  pour  deux  points  infiniment  voisins  situés  de 
part  et  d'autre  d'un  feuillet  magnétique,  à  une  distance  finie 
du  contour,  la  différence  des  potentiels  est  égale  à4^<&9  car  elle 


Fig.  77 

est  pour  l'un  <&(i)  et  pour  Tautre  — 4>(4x— d)).  Ainsi,  quand 
le  point  considéré  traverse  un  feuillet  dans  le  sens  de  Tai- 
mantalion,  c'est-à-dire  de  la  face  négative  à  la  face  positive, 
le  potentiel  augmente  brusquement  de  4i7^. 

Si,  le  point  restant  fixe,  le  feuillet  se  déformait  de  manière 
à  passer  de  la  position  S'  à  la  position  S  (fig.  77),  le  potentiel 
en  P  éprouverait  le  même  accroissement  de  4^^- 

En  réalité,  la  variation  du  potentiel  ne  se  fait  pas  brusque- 
ment sur  une  surface  géométrique,  parce  que  le  feuillet  a 
nécessairement  une  épaisseur  finie,  et  il  est  facile  de  voir  que 
le  potentiel  en  P  varie  d'une  manière  continue  pendant  que 
le  point  traverse  la  couche  aimantée. 

En  effet,  partageons  le  feuillet  SS'  (fig.  78)  en  deux  cou- 
ches parallèles  d'épaisseurs  x  et  A— a:  et  de  puissances  ^^  et*,, 
et  considérons  le  point  P  sur  la  surface  de  séparation  des  deux 
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nouveaux  feuillets.  Le  potentiel  eu  P  a  pour  valeur 

On  a  d'ailleurs 
et,  par  conséquent, 


Fig.  78 

L'action  normale  du  feuillet  au  point  P  est 

—  —=—$- — f-4Tç$-.  — —  4>- — h  4^1. 
^x  ^x  h  ^x 

Cette  expression^  comme  on  aurait  pu  le  prévoir,  est  la 
composante  normale  de  Tinduclion  au  point  P.  En  effet,  nous 
avons  admis  implicitement  que  nous  placions  le  point  P  dans 
une  fente  infiniment  mince  perpendiculaire  aux  lignes  d  ai- 
mantation :  le  terme  4^1  est  la  force  qu'il  faut  ajouter  aux 
actions  extérieures  pour  avoir  la  valeur  de  la  force  réelle  à 
Imtérieur  de  la  cavité. 

Remarquons  encore  que,  si  l'intensité  d'aimantation  est 
finie,  la  puissance  magnétique  <&  du  feuillet  est  une  quantité 
infiniment  petite  ;  pour  tout  point  extérieur  situé  à  une  dis- 
tance finie  du  contour  du  feuillet  la  force  a  donc  une  valeur 
infiniment  petite,  tandis  que  dans  l'intérieur  du  feuillet  la 
force  a  une  valeur  finie  4^1)  dirigée  suivant  la  normale  et  en 
sens  opposé  à  celui  de  l'aimantation. 
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881.  Aimante  lameiiairM.  —  Un  aimant  est  dit  lamellaire 
quand  il  peut  être  divisé  en  feuillets  magnétiques  simples  fer- 
més ou  en  feuillets  ouverts  ayant  leur  contour  sur  la  surface 
de  Taimant. 

Désignons  par  ^  la  somme  des  puissances  magnétiques  des 
feuillets  que  l'on  rencontre  en  allant  d'un  point  donné  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x,jyZ,  suivant  une  ligne 
tracée  dans  Tintérieur  de  l'aimant.  Cette  quantité  4>  est  une 
foiiction  des  coordonnées,  indépendante  de  la  ligne  qui  joint 
les  deux  points  ;  elle  a  une  valeur  constante  sur  toute  la  surface 
d'un  feuillet,  mais  varie  d'un  feuillet  à  un  autre. 

Les  lignes  d'aimantation  sont,  par  définition,  orthogonales 
aux  surfaces  des  feuillets  élémentaires,  et  l'intensité  d'aiman- 
tation est  en  chaque  point  en  raison  inverse  de  la  distance 
normale  dn  de  deux  feuillets  consécutifs.  On  a  donc 

(lo)  I=j— 

^     '  an 

338.  Potentiel  d'almnntntlon.  —  Ainsi,  la  fonction  $  jOuit,  au 

signe  près,  par  rapport  à  Taimantation,  des  mêmes  propriélés 
que  le  potentiel  par  rapport  aux  forces  extérieures.  On  peut, 
par  analogie,  appeler  potentiel  d'aimmitaiion  la  fonction  — *. 
Les  composantes  de  l'aimantation  suivant  les  axes  de  coor> 
données  sont  respectivement  égales  aux  dérivées  partielles 
correspondantes  de  la  fonction  $  : 

A=^,      B=^-î.      C=^-*. 

Dx  ^j  ^z 

On  en  déduit 

(il)  kdx-\-hdj+Cdzz=d^. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  donc  une  diffé- 
rentielle exacte.  Inversement,  si  l'expression  Arfx-i-Bd^}  +  W^ 
est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordonnées,  les 
composantes  de  l'aimantation  sont  égales  respectivement  aux 
dérivées  partielles  de  cette  fonction,  et  l'aimantation  esi  la- 
mellaire. 
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Oa  peut  exprimer  la  condition  d'aimantation  lamellaire  par 
des  équations  dans  lesquelles  ne  figure  pas  la  fonction  $. 
On  a,  en  effet, 

;)A      ^^^      T^B    , 

^j     ^x^j-     ^x 

ce  qui  donne  les  trois  équations 

Dx    ;)2  ~~  * 

888.  —  Un  feuillet  magnétique  est  dit  complexe  lorsque, 
Taimantation  étant  toujours  normale  en  chaque  point,  la 
puissance  magnétique  n'est  plus  constante  dans  toute  reten- 
due du  feuillet. 

Le  potentiel  au  point  P  de  Télément  dS  du  feuillet  est  en- 
core 

et  le  potentiel  du  feuillet  tout  entier 

'^^  cos8 


W=f^d.:=:f±^dS, 


rintégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface  du  feuillet. 

Lorsqu'un  aimant  peut  être  divisé  en  feuillets  magnétiques 
complexes,  l'intensité  d'aimantation  n'est  plus  en  raison  in- 
verse de  la  distance  de  deux  feuillets  infiniment  voisins,  mais 
leslignes  d'aimantation  sont  encore  orthogonales  aux  surfa- 
ces des  feuillets,  ce  qui  donne  la  condition 


(.3) 


A 

B 

c 

3<i>~ 

~D*" 

"D* 

ix 

5J 

2)r 
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Dans  ce  cas,  Texpression  Adx-hBdy-hCdz  n'est  plus  une 
différentielle  exacte.  On  peut  encore  éliminer  la  fonction  $ 
entre  ces  équations,  et  on  obtient 


4)     A(l!-f)-''(g-t)-«(^g)=. 


(I 


Telle  est  la  condition  qui  doit  être  satisraite  pour  une  ai- 
mantation lamellaire  complexe. 

Réciproquement,  si  Téquation  (i4)est  satisfaite, Taimant  est 
formé  de  feuillets  magnétiques  complexes,  puisque  les  lignes 
d'aimantation  sont  orthogonales  à  un  système  de  surfaces  ; 
à  moins  que  chacune  des  expressions  comprises  entre  pa- 
renthèses ne  soit  nulle  séparément,  auquel  cas  Faimantation 
serait  lamellaire,  diaprés  les  équations  (12). 

384.  PoteMtlel  d'un  ainuiMt  soléMoïdal.  —  Le  potentiel  d*un 

aimant  a  pour  valeur  générale 


\=JldS+f^di^. 


Si  l'aimant  est  solénoïdal,  la  densité  p  est  nulle  partout  et 
le  potentiel  se  réduit  à 

V=/irfS=/i^rfS. 

Le  potentiel  d'un  aimant  solénoïdal,  en  un  point  quelconque 
intérieur  ou  extérieur,  ne  dépend  donc  que  de  la  densité  su- 
perficielle, ou  de  la  composante  normale  de  l'intensité  d'ai- 
mantation en  chaque  point  de  la  surface.  Ce  potentiel  est  in- 
dépendant de  la  manière  dont  varie  l'aimantation  intérieure, 
ou,  en  d'autres  termes,  de  la  forme  intérieure  des  filets  sole- 
noîdaux  qui  aboutissent  à  la  surface,  ainsi  que  de  l'existence 
de  filets  fermés. 

Pour  la  terre,  par  exemple,  on  peut  imaginer  que  le  magné- 
tisme soit  produit  par  des  filets  solénoïdaux,  maintenus  dans 
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les  roches  superficielles  à  basse  température,  et  aboutissant 
à  la  surface  de  manière  à  donner  une  distribution  équivalente 
a  celle  d*une  aimantation  uniforme  (320). 

asa.  Potentiel  d'an  aimant  lamellaire.  —  Si  Taimant  est  la- 
mellaire, il  est  composé  de  feuillets  magnétiques  fermés  et  de 
feuillets  ouverts  ayant  leur  contour  sur  la  surface.  La  force 
extérieure  dépend  seulement  de  la  forme  et  de  la  position  du 
contour  des  feuillets  ouverts,  c'est-à-dire  des  zones  infiniment 
minces  interceptées  sur  la  surface  par  deux  feuillets  voisins, 
et  nullement  de  la  forme  des  feuillets. 

Pour  un  point  intérieur,  la  force  dans  une  fente  comprise 
entre  deux  feuillets,  ou  l'induction  magnétique,  s'obtiendra 


en  composant  l'action  déterminée  par  ces  zones  successives 
avec  une  force  de  sens  inverse  à  l'aimantation  au  point  con- 
sidéré et  égale  à  4^1.  Les  potentiels  à  l'aide  desquels  s'expri- 
ment ces  forces  peuvent  être  obtenus  directement  par  les 
considérations  suivantes. 

Faisons  d'abord  abstraction  des  feuillets  fermés  et  suppo- 
sons qu'après  avoir  enlevé  tous  les  feuillets  ouverts  que  ren- 
ferme l'aimant^  on  les  remplace  par  des  feuillets  respective- 
ment de  même  puissance,  terminés  aux  mêmes  contours,  mais 
appliqués  sur  la  surface  elle-même  :  c'est  l'opération  qu'on 
pourrait  réaliser  physiquement  si  chacun  des  feuillets  était 
formé  d'une  membrane  élastique,  fixée  par  son  contour,  qu'on 
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étendrait  de  manière  à  l'appliquer  sur  la  surrace  deTaimant, 
sans  modifier  sa  puissance  magnétique.  Admettons,  par  exem- 
ple, dans  la  figure  79,  que  tous  ces  feuillets  aient  leurs  faces 
positives  tournées  vers  le  haut,  et  qu'on  les  amène  à  recouvrir 
le  point  A  de  la  surface  de  l'aimant  où  la  fonction  4>  a  sa 
valeur  maximum. 

La  surface  entière  sera  ainsi  occupée  par  une  série  de  feuil- 
lets dont  la  superposition  constitue  un  feuillet  complexe  et 
produit  en  tout  point  extérieur  le  même  potentiel  que  l'aimant 
primitif. 

Considérons  maintenant  un  point  P  situé  à  Tintérieur.  Pour 
tous  les  feuillets  primitivement  compris  entre  les  points  P  et  A, 
le  potentiel  n'a  pas  changé  par  le  fai  l  de  la  transformation  ;  mais 
pour  chacun  des  autres  feuillets  qui  ont  été  traversés  par  le 
point  P,  le  potentiel  a  diminué  de  iizd^.  Soit  donc  — $p  le 
potentiel  d'aimantation  en  P  et  —  *^  la  valeur  de  ce  potentiel 
au  point  0  de  la  surface  où  la  fonction  4>  estminimum  ;  pendant 
la  transformation,  le  potentiel  en  P  aura  diminué  du  produit 

de  4^  p^r  1^  somme  /  d^  des  puissances  magnétiques  de  tous 

les  feuillets  situés  entre  les  points  P  et  0,  c'est-à-dire  de 
4t:($;,  — *J,  et  il  faudra  ajouter  cette  quantité  au  nouveau 
potentiel  du  point  P  pour  lui  rendre  la  valeur  qu'il  avait  pri- 
mitivement. 

En  un  point  quelconque  M  du  feuillet  superficiel  résultant 
ainsi  constitué,  la  puissance  magnétique  est  égale  à  la  somme 

/  d^  de  celle  des  feuillets  qu'on  y  a  superposés;  elle  est  donc 

égale  à  $  — $„,  en  appelant  — $  la  valeur  en  ce  point  du  po- 
tentiel primitif  d'aimantation.  Par  suite,  le  potentiel  de  toutes 

les  couches  sur  le  point  P  est  égal  à  /  (*— *J^/o). 

Si  le  point  P  n'est  pas  entouré  de  feuillets  fermés,  le  potentiel 
eu  ce  point  a  diminué  de  4t^{^p—^o)  Pendant  la  transforma- 
tion ;  la  valeur  primitive  de  ce  potentiel  était  donc 

(,5)  V,=J(*^*Jt/a)4-4^(*,-*;). 
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Supposons  maintenant  qu'il  existe  des  feuillets  fermés;  il 
n'y  a  à  tenir  compte  que  de  ceux  qui  comprennent  le  point  P. 
Soit  4>4  la  valeur  de  4>  sur  le  plus  grand  d'entre  eux.  La  somme 
des  puissances  magnétiques  des  feuillets  ouverts  du  point  0  au 
point  P  est  4>^--<I>„;  celle  des  feuillets  fermés  qui  compren- 
nent le  point  P  et  qui  n'ont  pas  été  déplacés  par  la  transforma- 
tion précédente  est  égale  à  $p  — 4>^. 

Le  potentiel  au  point  P  est  donc 

OU 

On  voit  que  les  feuillets  fermés  ne  modifient  pas  l'expres- 
sion du  potentiel  intérieur. 

Le  potentiel  extérieur  n'est  pas  changé  par  le  transport  des 
feuillets  à  la  surface;  il  a  pour  expression 

(16)  V,r-_:=    r{<ï>~*;,rf(0. 

Les  deux  formules  (i  5)  et  (i 6)  peuvent  être  simplifiées,  si  l'on 

remarque  que  l'intégrale  /  dtù  est  égale  à  zéro  pour  les  points 

extérieurs  et  à  —4^  pour  les  points  intérieurs. 
11  vient  alors 

(i5)'  \,^J^dio-\-A7:^,. 

(i6y  V,=:  (Ww. 

En  désignant  par  Û  une  fonction  définie  par  la  relation 

(17)  J(*-*Jrfo)-Û, 

Élecir,  et  Magn.  I  —  Î4 
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on  pourra  mettre  le  potentiel  sous  la  forme 

(i6)'  Ve=.Û. 

836.  —  Il  est  facile  de  montrer  que  le  potentiel,  malgré  la 
diflërence  de  forme  des  expressions  de  V^  et  de  V,-,  varie  d'une 
manière  continue  quand  on  traverse  la  surface  de  l'aimant. 
En  effet,  considérons  deu?L  points  Me  et  M,  infiniment  voisins, 
Fun  extérieur  et  Tautre  intérieur  à  la  surface  S.  Quand  on 
passe  de  M,  à  M.  la  fonction  Q  diminue  de 

On  a  donc,  de  part  et  d'autre  de  la  surface, 

(i8)  Û,=^Û,4-4^(*-*). 

Les  potentiels  magnétiques  en  M,  et  M/ sont 

les  deux  valeurs  sont  donc  égales. 

387.  Potentiel  d'indaetioB.  —  La  foDction  û  joue  par  rap- 
port à  l'inductioa  F,  le  même  rôle  que  la  fonction  V  par  rap- 
port à  la  résultante  magnétique  F.  En  eifet,  les  composantes 
de  la  force  F,  ont  pour  valeurs  (ase) 

X,=-_  +  4.A. 
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D*ua  autre  c6té,  nous  setoqs  que  Ton  a  (sas) 
De  l'équation 


on  déduit 


—  r—  =  —  T 47:  T-  =  — T 4t:A, 

î)j:            Dx           Dx  Dj: 

OV          î)Û     ,   î)*  Dû      ,  ^ 
-—  =  ~_-4x—  =  -— -4,:C, 

OZ                  07.                OZ  dZ 

et,  par  suite, 

Y  _      ^^ 
„  _     DÛ 


Les  composantes  de  Tinduction  F^  sont  donc  égales  et  de  si- 
gne contraire  aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  û. 

D'autre  part,  les  fonctions  V  et  Û  sont  identiques  pour  tous 
les  points  extérieurs  aux  milieux  aimantés,  points  pour  les- 
quels l'induction  et  la  force  magnétique  sont  elles-mêmes 
identiques.  Par  conséquent  la  fonction 


Q^  n^p^q^jdi», 


peut  être  considérée  comme  le  potentiel  dinduction  magné- 
tique d'un  aimant  lamellaire. 

888.  ifiMer^ie  potentielle  4m  aiinaiite.  —  L'énergie  d'un  ai- 
mant permanent  dans  un  champ  magnétique  produit  par  un 
système  inyariable  a  pour  expression  générale,  en  appelant 
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m  la  niasse  magrTéiiquc  située  au  point  où  le  potentiel  du 
champ  estV, 

W=y]mV, 

ou  encore,  en  fonction  de  la  densité  superOcielle  et  de  la 
densité  cubique  du  magnétisme, 


w^rvŒrfsWVprfv. 


Cette  énergie  est  le  travail  qu'il  faudrait  dépenser  pour 
amener  de  Tinfini  dans  la  position  qu*ii  occupe  Taimant  con- 
sidéré, ou  inversement  le  travail  qu'il  pourrait  produire  en 
s'éloignant  à  Tinfini. 

Pour  exprimer  l'énergie  en  fonction  de  l'intensité  d'ai- 
mantation, il  suffirait  de  remplacer  les  densités  par  leurs 
valeurs  connues;  mais  il  est  plus  simple  de  considérer  le 
problème  directement.  Un  élément  de  volume  rfv',  dont  le  mo- 
ment magnétique  est  Idv^  équivaut  à  un  petit  aimant  de  masse 
m,  de  longueur  ds,  parallèle  à  la  direction  d'aimantation.  En 
appelant  V  et  V  le  potentiel  du  champ  aux  points  ou  se  trou- 
vent les  masses  —m  et  4- m,  Ténergie  de  cet  élément  de  vo- 
lume est 

dW=m(Y-\)  =  mds^—^  =  lds^^. 

^  '  as  ^s 

Si  on  représente  par  l  l'angle  que  fait  la  direction  de  l'ai- 
mantation avec  la  direction  du  champ  et  par  dn  la  distance 
normale  au  point  considéré  des  deux  surfaces  de  niveau  V  et 
V,  on  a 

iY:=,!^cos5:^-Fcos8=^^(XX+Yii+Zv), 
^s      an  "-  \  r-         / 

X,  \  et  Z  étant  les  composantes  de  la  force  du  champ,  X^  [x  et  v 
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les  cosinus  des  angles  de  raimantation  avec  les  axes.  L'énergie 
élémentaire  a  donc  pour  expression 

dW=-(XlX-f-Yl|x-+-Zlv).^=-.(AX-f-BY  +  CZ)t/i., 

et,  par  suite,  l'énergie  de  laiinant  total  est 

(20)  Wrrz-  f{AX-hBY-hCZ)ds^. 

Si  le  champ  est  uniforme,  les  composantes  X,  Y  et  Z  sont 
constantes.  En  appelant  a,  ^  et  y  les  cosinus  des  angles  de 
la  force  F  avec  les  axes,  il  vient 

\V  =  -Fra  fkd^^^  CBdi^-hy  fcdJ). 

Si  on  désigne  par  K  le  moment  magnétique  de  Taimant, 
par  l,  m  eln  les  cosinus  des  angles  que  fait  Taxe  magnétique 
avec  les  axes  de  coordonnées,  on  a 

l'Ad^^  :=:  K/,        JBdv  -=  Km ,       fcdv  --.  K/i . 

et  Ténergie  devient 

(21)  W=:-FK(a/+3m4-Y7ï)  =  -FKcos$, 

c  étant  Tangle  de  Taxe  magnétique  avec  la  direction  du  champ. 
Ce  résultat  pouvait  être  écrit  directement. 

L'énergie  est  minimum  et  égale  à  —  FKet,  par  suite,  l'équi- 
libre stable  quand  Tangle  3  est  nul,  c'est-à-dire  quand  Taxe 
magnétique  est  parallèle  à  la  direction  du  champ.  Il  y  a  équi- 
libre instable  si  ces  deux  directions  sont  opposées;  l'énergie  est 
alors  maximum  et  égale  à  FK.  Enfin  l'énergie  est  nulle  quand 
les  deux  directions  sont  rectangulaires. 

380.  EMcrgie  d'iiM  fenlllci  ma^BélIqiie.  —  Si  le  SyStèmC  est 

un  feuillet  magnétique  simple  S,  le  moment  magnétique  d'un 
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élément  de  surrace  du  Teuillet  est  ^dS  et  son  énergie  poten- 
tielle dans  le  champ  a  pour  valeur 

rfW=-<ï^(XX-h|xY-f-vZ)rfS; 

l'énergie  du  feuillet  est  donc 


W^:-*  r(XX-i-lxY4-vZ)rfS. 


La  parenthèse  (XX4- Y[i.+  Zv)  représente  la  projection  F»  de 
la  Torce  du  champ  sur  lu  normale  au  feuillet;  le  produit 
FndS  est  le  flux  de  force  du  champ  correspondant  à  Télé- 
mont  dS  ;  ce  flux  est  compté  positivement  quand  il  traverse  le 
feuillet  de  la  face  négative  à  la  face  positive,  et  négativement 
en  sens  contraire.  On  voit  donc  que  l'intégrale  du  second 
membre  exprime  simplement  la  valeur  du  flux  limité  au  con- 
tour eiy  par  suite,  qu'elle  est  indépendante  de  la  forme  de 
la  surface  qui  s'y  rattache.  Soit  Q  la  valeur  de  ce  flux,  l'éner- 
gie potentielle  du  feuillet  a  pour  expression 

(22)  W=-*Q. 

Par  suite,  f  énergie  potentielle  d'un  feuillet  est  égale  au  pro- 
duit y  pris  en  signe  contraire ,  de  la  puissance  du  feuillet  par  le 
flux  de  force  qui  pénètre  par  sa  face  négative. 

84^.  —  Ce  résultat  peut  être  obtenu  directement.  En  effet, 
Ténergie  d'une  masse  m  dans  le  champ  d'un  feuillet  magné- 
tique simple  a  pour  expression 

rfW  =  m  V  =:  m$(o = 4>mci). 

Or,  le  produit  mco  est  le  flux  de  force  qui  émane  du  point 
dans  l'angle  tù  et  qui,  par  conséquent,  traverse  le  feuillet  en 
entrant  par  la  surface  positive.  Le  flux  dQ  qui  entre  parla 
surface  négative  a  la  même  valeur  prise  en  signe  contraire, 
c'est-à-dire  —  m«.  On  a  donc 
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Or  l'énergie  d'un  système  magnétique  dans  le  champ  du 
feuillet  est  la  somme  des  énergies  des  différentes  masses;  c'est 
donc  le  produit,  pris  en  signe  contraire,  de  la  puissance 
magnétique  <f>  du  feuillet  par  la  somme  des  flux  de  force  qui 
le  traversent,  c'est-à-dire  par  le  flux  de  force  qui  émane  du 
système  et  entre  dans  le  feuillet  par  la  face  négative. 

841.  —  Si  ce  système  est  un  second  feuillet  S\  le  flux  de 
force  Q  est  proportionnel  à  la  puissance  magnétique  <f>'  de  ce 
second  feuillet  et  on  peut  écrire  Q=M4>\  le  coefficient  M 
étant  le  flux  de  force  que  recevrait  le  premier  feuillet,  si  la 
puissance  du  second  était  égale  à  l'unité.  L'énergie  du  pre- 
mier feuillet  dans. le  champ  du  second  est  donc 

(23)  W=-*<ï>'M. 

L'énergie  du  second  feuillet  dans  le  champ  du  premier  a  la 
même  valeur  et  s*exprimera  de  la  même  manière^ 

en  fonction  du  flux  de  force  qui  émanant  du  premier  traver- 
serait le  second  ;  on  en  conclut 

(24)  M=3M'. 

Ainsi  quand  deux  feuillets  magnétiques  de  puissances  égales 
à  funité  sont  en  présence,  le  flux  de  force  qui  émane  de  fun 
pour  traverser  fautre  en  entrant  par  la  face  négative  est  le 
même  pour  les  detix. 

On  remarquera  l'analogie  de  cette  propriété  avec  le  théo* 
rème  démontré  plus  haut  (ea)  et  relatif  à  l'induction  électro- 
statique entre  deux  conducteurs. 

848.  —  L'équation  (22)  montre  que  rénergie  d'un  feuillet 
dans  un  champ  magnétique  ne  dépend  que  du  flux  de  force 
qui  traverse  la  surface  limitée  par  le  contour  du  feuillet  et 
qu'il  est  indépendant  de  la  forme  de  celte  surface.  Cette  éner- 
gie et,  par  suite,  la  force  qui  s^exerce  sur  le  feuillet,  peuvent 
donc  être  exprimées  en  fonction  de  la  courbe  du  contour. 

De  même  l'énergie  réciproque  de  deux  feuilletsdonnée  par 
Téquation  (23)  ne  dépend  que  des  deux  contours  ;  cette  éner- 
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gie  et  la  force  réciproque  doiyent  aussi  pouvoir  s'exprimer  en 
fonction  des  deux  courbes  qui  limitent  les  feuillets. 

348.  AetioB  d'un  champ  mur  um  feuillet.  —  Considérons  un 

feuillet  s  (fig.  80)  situé  dans  un  champ  magnétique  quelcon- 


que. Lorsque  ce  feuillet  éprouve  un  déplacement  infiniment 
petit,  Taccroissement  d'énergie  potentielle  est 

dQ  étant  Taccroissement  du  flux  de  force  qui  traverse  le  feuil- 
let par  la  face  négative.  Le  travail  rfT  des  forces  magnétiques 
étant  égal  et  de  signe  contraire  à  rfW,  on  a 

dT=^dQ. 

Comme  la  forme  du  feuillet  est  indifférente,  nous  pouvons  sup- 
poser qu'il  fait  partie  d'une  surface  continue  S,  passant  par 
les  positions  C  et  C^  qu'occupe  successivement  le  contour,  et 
que  celui-ci  ne  fait  que  glisser  sur  la  surface. 

Le  travail  des  forces  magnétiques  est  proportionnel  à  l'ex- 
cès du  flux  de  force  qui  traverse  la  surface  limitée  par  le 
contour  C^  sur  celui  qui  traverse  la  surface  limitée  par  le  con- 
tour C.  Le  flux  de  force  relatif  à  la  portion  commune  aux 
deux  feuillets  disparaît  par  difTérence,  de  sorte  qu'en  appelant 
qei  9' les  flux  qui  traversent  les  fuseaux  AMB  et  AM'B,  on  a 

r/T      •!>(./ -y). 
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Soit  ab  im  élément  du  premier  contour,  afi^  sa  nouvelle 
position  après  le  déplacement,  F  la  force  du  champ  en  ce 
point.  Pour  obtenir  la  partie  dq  du  flux  relative  au  déplace- 
ment, on  fera  le  produit  de  la  force  F  par  la  projection  sur  un 
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plan  perpendiculaire  à  cette  force  du  parallélogramme  abb^a^ 
qu'a  décrit  Télément. 

Afin  de  mieux  voir  la  signification  géométrique  de  ce  pro- 
duit, imaginons  un  observateur  couché  le  long  de  la  courbe  C 
de  manière  qu'en  regardant  le  feuillet  il  ait  à  sa  droite  la 
face  négative.  Le  sens  positif  des  arcs  est  celui  d'un  mobile 
qui  irait  des  pieds  à  la  tète  de  l'observateur.  Prenons  pour  plan 
At%jz  le  plan  ¥ds,  et  la  direction  de  la  force  F  comme  axe 
des  j^  (fig.  8i).  Soit  a  l'angle  de  l'élément  ds,  compté  dans  le 
sens  positif,  avec  la  force  F.  La  projection  du  parallélogramme 
abb^a^  sur  le  plan  des  xz  normal  à  la  force  F  est  un  nouveau 
parallélogramme  ab'b[a[.  On  peutconsidérer  ce  dernier  comme 
ayant  pour  base  ab'  =  àsûncu  et  pour  hauteur  ac,  c'est-à-dire 
l'abscisse  du  point  a^,  ou  la  projection  e  du  déplacement  aa^ 
sur  l'axe  ax  normal  au  plan  Yds.  On  a  donc 

(aS)  dij = Fds  sin  a  X  e . 

Le  travail  correspondant  est 

<I>^//  -  *Frf.v  sin  a  X  £. 
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Ce  fra\ail  est  le  même  que  si  rélémeat  ds  était  soumis  à 
l'action  cl*uae  force 

e/<p=$Frf5sina 

parallèle  à  Taxe  des  x,  c'est-à-dire  normale  au  plan  Fds. 
On  est  ainsi  conduit  à  ce  théorème  important  : 

L'action  d'un  champ  magnétique  sur  un  feuillet  ^st  équiva- 
lente à  celle  d'un  système  de  forces  appliquées  aux  différents 
éléments  du  contour. 

La  force  qu'il  faut  supposer  appliquée  à  chaque  élément 
est  normale  au  plan  qui  passe  par  l'élément  et  la  direction  du 
champ  et  dirigée  vers  la  gauche  d'un  observateur  placé  dans 
rélément  suivant  la  direction  positive  et  regardant  la  direction 
de  la  force  F. 

844.  —  Si  l'on  considère  ces  actions  comme  réelles,  on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

L'action  d'un  champ  magnétique  sur  un  élément  de  contour 
d'un  feuillet  est  égale  au  produit  de  la  puissance  magnétique 
du  feuillet  par  la  force  du  champ  ^  la  longueur  de  félémefit  et 
le  sinus  de  Vangle  compris^  en  d autres  termes^  par  la  surface 
d\=:Fdssincidu  parallélogramme  construit  sur  la  force  F  et 
rélément  ds. 

On  a  donc  simplement 

En  particulier,  si  le  système  magnétique  se  réduit  à  une 
masse  unique  m  à  une  distance  r  de  1  élément  ds,  la  force  F 

est  égale  à-;j  et  Taction  élémentaire  devient  : 
d^=<p-^dssiïïoL, 

Donc,  Vaclion  d'un  pôle  magnétique  sur  un  élément  de  con- 
tour d'un  feuillet  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  et 
proportionnelle  au  sifins  de  l'angle  que  fait  félémefit  avec  la 
droite  qui  joint  le  pôle  à  rélément. 
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345.  —  Remarquons  eacore  que  dq  représenle  le  flui  de 
force  coupé  par  rélémeot  ds  pendant  le  déplacement  aa^^  ce 
flux  de  force  coupé  étant  compté  comme  positif  ou  négatif 
suivant  que  le  déplacement  s'effectue  à  gauche  ou  à  droite 
de  l'obserTateur  dont  la  position  a  été  définie  plus  haut.  U  en 
résulte  ce  théorème  : 

Le  travail  des  forces  magnétiques  pendant  le  déplacement  est 
égal  an  produit  de  la  puissance  du  feuillet  par  la  somme  des  flux 
de  force  coupés  par  chacun  des  éléments  du  contour. 

816.  —  Supposons  que  le  système  extérieur  se  réduise  à  une 
masse  magnétique  égale  à  Tunité  et  placée  à  Forigine  0  des 
coordonnées.  Soit  C  le  contour  du  feuillet  et  ds  un  élément 
situé  à  la  distance  r,  en  un  point  M  dont  les  coordonnées 
sont  x^jreiz. 

Appelons  X,  (a  et  v  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les 
axes  la  force  t/(p.  Cette  force  étant  perpendiculaire  à  Télé* 
ment  (2^  et  à  la  droite  OM  suivant  laquelle  est  dirigée  l'action 

-^  émanant  du  point  0^  on  a  les  relations 

KX     -h\kj     -hVZ    =0, 

'kdx-h\ixlj'-h^dz—o  ; 
d*oii  Ton  déduit 


jdz^ zdj     zdx  —  xdz     xdj  —j  dx     rds  siii  a' 

2  désignant  Tangle  que  fait  la  droite  OM  avec  Télément  ds. 

Ck)mme  la  force  d<^  est  égale  à-^^^sina^  ses  composantes 
rf5f  dti  et  rf;  sont 

dl=:\do—i^\jdz^zdjr), 

dr^  —  \Ldo  =  -^  {zdx — xdz) , 

rfÇ  =  vrfo  =  -j  {xdjr  -ydx) . 

L  action  du  point  0  sur  le  feuillet  s'obtiendra  en  étendant 
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ces  expressions  au  contour  total.  Enfin^  Taclion  F  du  feuillet 
sur  le  point  0  passe  par  ce  point  et  les  composantes  X,  Y,  Z 
de  cette  force  sont  égales  et  de  signes  contraires  à  celles 
de  Taction  du  point  sur  le  feuillet;  on  a  donc 


(a6) 


v=*/f!!i^-=*/^.(f), 


^r 


Fig.  8a 
34:9.  Action  réciproque  de  deux  feuilleta.  —  NouS  poUVODS 

détermîïfer  maintenant  Taclion  réciproque  de  deux  feuillets  S 
et  S'.  L'action  de  S  sur  S'  peut  être  considérée  comme  la  ré- 
sultante des  actions,  déterminées  par  la  règle  précédente, 
qu*exercerait  le  feuillet  S  sur  chacun  des  éléments  ds  du  con- 
tour C  du  second  feuillet. 

Supposons  que  l'un  de  ces  éléments  ds  soit  situé  eo  0 
(fig.  82)  et  dirigé  suivant  Taxe  des  x.  L'action  d^  qui  s'exerce 
sur  cet  élément  est  égale  à  ^Tds  sina  et  située  dans  le  plan 
des  zj;  les  composantes  de  cette  force  sont 

dti'^fp'Fds'  sina .  cosg=i*'Zr//, 

dt  =  -  ^'Yds  sin a',  sin g  =  - *'Yf/.v'  ; 
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ce  qui  donne,  en  exprimant  les  forces  Z  et  Y  en  fonction  des 
coordonnées  x,  r  et  z  du  point  M  où  se  trouve  l'élément  ds, 

rdx—xdy 


zdx  —  xdz 


On  peut  encore  considérer  Taction  du  contour  C  sur  l'élément 
^5'  comme  la  résultante  d'actions  directes  qu'exerceraient  sur 
l'élément  ds  chacun  des  éléments  ds.  La  seule  condition  im- 
posée à  cette  action  élémentaire  est  que  l'intégrale  des  com- 
posantes partielles  étendue  au  contour  C  reproduise  les 
expressions  qui  précèdent. 

848.  —  D'après  cela,  la  solution  la  plus  simple  pour  Tac- 
lion  de  ds  sur  ds  est  une  force/dont  les  composantes  paral- 
lèles aux  axes /p,^,yi  soient,  en  représentant  par  a  le  pro- 
duit <ï><ï>W/, 

(^8)  A=-« ps —  =  -«7?^(ij' 

^            xdz  —  zdx  07*  ,  f  z\ 

f,=-a -, ^-a-,d(-y 

849.  —  Il  est  permis  d'ajouter  à  chacune  des  composantes 
de  l'action  élémentaire  une  différentielle  exacte  des  coordon- 
nées :r,  j  et  z,  puisque  les  intégrales  étendues  au  contour  C 
donneront  pour  ces  termes  des  valeurs  nulles.  11  y  a  donc  une 
infinité  d'expressions  par  lesquelles  on  peut  traduire  Taction 
des  éléments  de  deux  feuillets  magnétiques. 

Soient  aX,  a\  et  aZ  des  fonctions  des  coordonnées  x^y,  z; 
on  satisfera  au  problème  en  prenant  pour  composantes  de 
Taction 

y;r=arfx, 
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—  Imposons,  par  exemple,  à  cette  force  la  condition 
qu'elle  soit  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  les  éléments,  de 
sorte  qu'on  ait 

X      y     z      r 


il  en  résulte 


ou 


'^-T^'($)=i'''' 


d\=-ldX+'^ 


Pour  que  les  seconds  membres  de  ces  deux  dernières  équa- 
tions soient  des  différentielles  exactes  d'une  fonction  des  coor- 
données, il  faut  qu'on  ait 

d\=d{^, 

et,  par  suite, 

Les  composantes  de  la  force  élémentaire  seront  alors 

(3«)  /,=4.(f)-^.(Z)], 

La  force  elle-même  peut  être  déterminée  par  la  relation 
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qui  donne 

-^  -<^       \'   /         /      L  2  /■        J         /-^  l_7^S        2  /•  D,ÇJ 

Si  on  appelle  0  et  6'  les  angles  que  font  respectivement  les 
éléments  ds  et  ds  avec  la  droite  OM  qui  les  joint  et  e  l'angle  de 
ces  deux  éléments,  on  a 

•— =COSe, 

os 

x 

— =cos6  , 


et  il  vient 


— =cosO, 


/=:-^  cose  —  cosOcosO'  \ds. 


Si  on  compte  Taction  de  ds  sur  dï  et  la  distancé  r  suivant 
la  direction  MO,  il  faudra  changer  le  signe  de  la  force  et  rem- 
placer les  angles  6  et  6'  par  ^—6  et  -r:— 0',  ce  qui  ne  change  pas 
le  signe  du  produit  des  cosinus. 

Représentons  par  d^^  l'action  de  ds  sur  ds,  qui  est  un  infini- 
ment petit  du  second  ordre,  et  considérons  cette  force  comme 
répulsive;  on  aura  finalement 

,,  .           ,j.         2^^'dsd/  /           3       ^         A 
(3i)         d^= ^ f  cose cosOcosO  j. 

861.  —  On  peut  donner  à  cette  expression  une  autre  forme 
plus  commode  pour  évaluer  le  travail. 

Soient  C  et  C  (6g.  83)  les  contours  de  deux  feuillets,  ds 
etds'  les  éléments  en  P  et  P",  et  comptons  respectivement  les 
arcs  5  et  /  à  partir  de  points  fixes  0  et  0'. 

On  a,  d'après  la  figure, 

Cos6  =  — r-î 
2>s 

C086'r=--7. 
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Abaissant  des  extrémités  P'  et  P"  de  Télémeat  ds  des  per- 
pendiculaires P'A  et  P'^A'  sur  la  tangente  à  la  courbe  G  au 
point  Py  il  \ient 

PA=rcos6, 


nA/  ^     î)(rcos6)  ,, 

PA  ^rcosOH — ^-7 — 'ds\ 


d'où  Ton  déduit 


D^autre  part,  la  distance  AA'  est  la  projection  de  Téléoient 
ds  sur  la  tangente  en  P  à  la  courbe  s,  ce  qui  donne 


AA':= — --7 — lds=ids  cose, 


et,  par  suite, 


C0S6  = 


^  (r-\ 

^(rcose)__        y    '^sj  _     "br^ 


7^s' 


7^s 


^s  2s         2s2s 


L'action  élémentaire  peut  donc  s'écrire 
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On  a  d  ailleurs 
ce  qui  donne  finaJeinent 

<-)       ''*=*-^^- 

85S.  —  Pour  évaluer  Ténergie  relative  du   système,  sup- 
posons que  le  feuillet  S'  s*éloigne  et  que  pendant  le  temps  dt 

la  distance  r  de  deux  éléments  varie  de  -^dt  ou  iKlr-^dt. 
Le  travail  élémentaire  correspondant  de  la  force  d^^  est  égal 
à  (P^^-jT-dty  de  sorte  que  le  travail  total  ^^T  relatif  à  l'élément 
d$  pour  le  temps  dt  est 

d^  ~.  S4><p'dtds  r^^  c//. 

En  intégrant  par  parties,  on  a 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  nul  pour  le  con- 
tour fermé  C\  ce  qui  donne 


fPT^-~S^<P'dtds  f^pllds. 


Le  travail  élémentaire  relatif  aux  actions  des  deux  circuits 
pendant  le  temps  dt  est  donc 

dT=.^S<P<P'dtff^pldsds, 

Éterfr.  H  Magn.  I.  —   iS 
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Ce  travail  devant  ctrc  symétrique  par  rapport  aux  contours 
Ci  et  C,  on  a  aussi 

Il  en  résulte,  en  prenant  la  demi-somme  de  ces  expres- 
sions, 


ou 


L'énergie  potentielle  relative  W  des  deux  feuillets  est  égale 
au  travail  que  peuvent  accomplir  les  forces  lorsque  l'un  des 
feuillets  C  s'éloigne  à  TinHui.  On  a  donc 

358.  —  Cette  expression  de  Ténergie  peut  cire  mise  sous 
plusieurs  formes  différentes. 
On  a,  en  effet, 

-  -  .>i 

On  peut  donc  écrire 
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Kn  iniégranl  par  parties  la  dernière  expression,  on  a 


^i 


J    ^v^s  LcvJ    J  r     iV 

Le  premier  termô  du  second  membre  devant  être  étendu  au 
contour  fermé  C  est  nul;  il  reste  donc   ^ 

J      iViV  J   r      tV  J      r 

et,  par  suite, 
(34)  w-^**'/T^rfW/. 

Cette  formule  remarquable  est  due  a  F.-E.  Neumanri.  On 
en  déduit,  pour  Ta  valeur  du  coeTGcient  M  (84i)  qui  exprime 
le  flux  de  force  commun  aux  deux  feuillets  supposés  d'in- 
tensité égale  à  Tunité, 


(33)  M=- r/*^ 


(lsfls\ 
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354.  Potentiel  d'un  Aimant  uniforme.  —  L*aciion  magné- 
tique d'un  corps  aimanté  uniformément  étant  équivalente  à 
celle  de  deux  couches  de  glissement  (3So),  le  potentiel  V 
peut  se  déduire  facilement  de  celui  d'une  masse  homogène 
qui  remplirait  tout  le  volume.  Soit  P  la  valeur  de  ce  poten- 
licl  en  un  point  M  quand  la  densité  de  la  masse  est  égale  à 
Tunité,  sa  valeur  sera  pP  si  la  densilé  est  p. 

Le  potentiel  du  système  des  deux  couches  est  évidemment 
la  somme  du  potentiel- pP  de  la  masse  positive  et  du  potentiel 
—  pP'  d^me  masse  négative  identique  qui  aurait  glissé  en  sens 
inversederaimantaliond'unequantiléinfjnimentpeliler/a:=s. 
Ce  potentiel  pP'  est  celui  de  la  masse  positive  au  point  M\  dont 
les  coordonnées  sont  les  mêmes  que  celles  du  point  M,  sauf 
Tabscisse  parallèle  à  Taimantalion  qui  a  augmenté  de  dx. 

On  obtient  ainsi 

Par  suite^  le  potentiel  d'un  aimant  uniforme  est  égal  et  de 
signe  contraire  au  produit  de  Tintensité  d'aimantation  par 
la  dérivée  partielle,  par  rapport  à  la  direction  de  Taiman- 
tation,  du  potentiel  qu'aurait  au  point  considéré  une  masse 
uniforme  de  densilé  égale  à  l'unité  occupant  le  volume  total 
du  corps. 

Les  composantes  X,  Y  et  Z  de  la  force  magnétique  sont 


CAS  PAHTlCULlblRS.  »80 

égales  et  désigne  contraire  aux  dérivées  partielles  du  potentiel, 
ce  qui  donne 


855.  Sphère.  —  Pour  une  Sphère  de  volume  u,  par  exemple. 
In  valeur  de  P,  en  un  point  extérieur  à  la  distance  r  du  cen- 
Ire,  est 


P-iî; 

r 

il  en  résulte 

et,  par  suite, 

IIJ' 


comme  on  Ta  vu  précédemment  (iftv). 

Dans  Tintérieur  do  la  sphère,  Taction  d'une  masse  de  den- 
sité égale  à  Tunité  serait  (44)  égale  à  -irr,  ce  qui  donne  pour 
le  potentiel,  en  appelante  le  rayon  la  sphère, 


Il  ca  résulte 

jP        4 

— — 5^a-, 

et,  par  suite, 

X  = 

:-i,:I,           Y=:0, 

Z=.o; 

c*est-à-dire  que  l'action  intérieure  d'une  sphère  aimantée  uni- 
formément est  constanle,  parallèle  et  de  sens  contraire  a  la 
direction  de  l'aimantation,  résultat  qui  a  déjà  été  établi  di- 
rectement (iftV). 
L'induction  magnétique  dans  Tintéricur  de  la  sphère  est 
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con^tnût^  et  ogale  (394)  à 

(le  sorle  que  le  flux  lotal  d'induction  qui  traverse  le  grand 
cercle  perpendiculaire  a  raimantation  a  pour  expression 

S  2 

356.  EiiiiMoYde.  —  Considérons  un  ellipsoïde  lioinogène 
dont  les  axes  2a,  26  et  2c  sont  pris  comme  axes  de  coordon- 
nées. En  désignant  par  L,  M,  N  des  fonctions  connues  des 
axes,  le  potentiel  de  cet  ellipsoïde  en  un  point  de  Tintérieur, 
dont  les  coordonnés  sont  a:,  y  et  rr,  est 

l>_-_-l(U-^-4-Mj2^N32)-f.consl, 

Si  rellipsoïde  est  aimanté  uniformément  dans  une  direction 
qui  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont/,  m,//, 
les  composantes  de  Taimantation  sont 

ABC, 

/      m      //~   * 

et  Tétat  de  rdlipsoïde  peut  être  considéré  comme  produit  par 
la  superposition  de  ces  trois  aimantations  A,  B  et  C,  respec- 
tivement parallèles  aux  axes.  Le  potentiel  à  Tintérieur  est 

V-~fA^4-B^  +  C^W-l(L/.r4-Mm7+N/i..), 

et  les  composantes  de  la  force  parallèlement  aux  axes  ont  pour 
valeurs 

X^-AL,      Y^^BM,      Z^~CN. 
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La  force  magnétique  intérieure  d'un   ellipsoïde  aimanté 
uniformément  est  donc  constante  en  grandeur  et  en  direction, 
et  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  respecti- 
vement proportionnels  à  AL,  BM  et  CN. 
'     Les  composantes  de  l'inducliori  parallèles  aux  axes  sont 

X,:=(4::-L)A, 

Z.----(4::-N)C. 

L'induction  est  donc  aussi  une  force  constante,  qui  fait  avec 
les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  res- 
pectivement à  (4r.-L)  A,  (47:-M)  B  et  (4--N)  C. 

Enfin,  les  flux  d'induction  qui  traversent  les  trois  sections 
principales  ont  respectivement  pour  valeurs  7:/>c(4-  — L)A, 
T.ca  (4-- M)  B  et  wA(4--N)  C. 

357  —  Si  raimanlation  est  parallèle  à  l'un  des  axes,  à  l'axe 
a  par  exemple,  on  a  simplement 

F     -IL. 

La  quantité  de  magnétisme  M^  distribuée  sur  chacune  des 
moitiés  de  l'ellipsoïde  est  égale,  d'après  le  mode  de  formation 
de  la  couche,  à  la  charge  totale  qui  existerait  sur  la  section 
principale  parallèle  aux  deux  autres  axes,  si  la  densité  y  était 
uniforme  et  égale  à  1  ;  on  a  donc 

Le  moment  magnétique  n»  de  l'aimant  ainsi  constitué  est 
égal  au  produit  du  volume  par  l'intensité,  ce  qui  donne 

4     ,  ,        4     ,    F 

Les  pôles  de  l'aimant,  ou  les  centres  de  gravité  de  chacune 
des  deux  couches,  sont  situés  à  une  distance  a  du  centre  déter- 
minée par  l'équation 
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qui  donne 

Ainsi  le  pôle  d'un  ellipsoïde  aimanté  unirormémeni  dans  une 
direction  parallèle  à  l'un  des  axes  est  à  une  distance  du  centre 

égale  aux  tr  de  la  longueur  du  demi-axe  correspondant. 

La  densité  en  un  point  de  la  surface  est  donnée  par  Téqualion 


N/t. 


p  élant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  le  plan  tan- 
gent au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y  et  z. 

Lacharge  totale  d'une  zone,  déterminée  pardeux  plans  per- 
pendiculaires à  Taxe  a  et  distants  de  dx,  est  égale  au  produit 
de  rintensité  1  par  la  diiïérence  JS  des  sections  de  Tellipsoîde 
correspondant  à  ces  deux  plans.  A  la  distance  x  la  section  est 
limitée  par  Tellipse 


dont  la  surface  est 
on  a  donc 


S-m{,-^: 


Hi>^ '-^^-T-  XdX  y 


et,  par  suite,  la  charge  de  la  zone  est 


r/M„  — 5—  xax. 


M. 


Le  rapport  --7— "de  la  charge  de  la  zone  à  sa  hauteur,  qu'on 
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peut  appeler  la  densité  linéaire  rapportée  à  Taxe  d  aimanta- 
lion,  est  donc  proportionnelle  à  la  distance  de  cette  zone  au 
centre  de  rellipsoïde. 

868.  —  Lorsque  les  axes  de  rellipsoïde  sont  inégaux,  les 
coefficients  L,  M  et  N  sont  donnés  par  les  dérivées  partielles 
d'une  intégrale  elliptique  définie;  nous  renverrons  pour  le 
calcul  complet  aux  traités  spéciaux,  nous  bornante  indiquer 
les  résultats  relatifs  aux  ellipsoïdes  de  révolution.  Dans  ce  cas, 
en  effet,  le  problème  est  plus  simple  et  les  coefficients  s'expri- 
ment à  Taide  des  fonctions  ordinaires. 

Si  rellipsoïde  est  de  révolution  autour  du  petit  axe  c,  on  a, 
en  appelant  e  Texcentricité  de  Fellipse  méridienne, 


Pour  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  du  grand  axe, 


\Ê       i^T  r  '         i  —cr  ,    l  -hol 


En  faisant  c=o  dans  ces  formules,  on  retrouve  les  résultats 
déjà  obtenus  directement  pour  la  sphère,  c'est-à-dire  : 

Pour  un  ellipsoiMo  Ires  aplati,  dans  lequel  rcxcenlricité  r 
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fist  voisine  de  limité,  on  a,  à  la  limite, 


.c 


L^M^^^^-^^z's/i-ci'. 


a 


N==4- 


Enfin,  si  rcUipsoïde  est  1res  allonge,  on  a  d'une  manièrfi 
approximative 


L=4=^(Af-,), 


et  le  coefficient  L  tend  vers  /cro  quand  rcxcentricilê  e  tend 
vers  runilc. 

En  résume,  pour  un  ellipsoïde  très  aplati,  que  Ton  pourra 
il  la  limite  confondre  avec  un  disque  très  mince,  la  force 
intérieure  est  donnée  par  les  équations 


F=-4-I,      ou       ¥  =  -^\,i-<^\, 

suivant  que  Taimantation  est  perpendiculaire  ou  parallèle 
au  pjan  du  disque. 

Pour  un  ellipsoïde  1res  allongé,  on  aura  de  même 

F=.^2^l,      ou       F:-4-'^'(/.-^-i)l, 

suivant  que  Taimanlation  sera  perpendiculaire  ou    parallèle 
au  grand  axe. 

3ftO.  Cylindre  nimantc  tranSTersalement.  —  Lc  cas  d'un  cy- 
lindre se  déduirait  de  celui  d'un  ellipsoïde,  mais  il  est  facile  de 
le  traiter  directement.  Si  Ton  considère  un  cylindre  circulaire 
indéfini  de  rayon  a  et  de  densité  égale  à  Tunité^  la  masse  de 
Tunité  de  longueur  est  }s=T.a^. 

L'action  extérieure  de  ce  cylindre  à  la  dislance  /de  Taxe 

est  égale  (laa)  à  ~=:--^,  ce  qui  donne  pour  le  potentiel 
P  —  -  aza-/. /-i-const. 
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Si  le  cylindre  a  une  aimantilion  transversale  uniTorme  et 
qtfon  prenne  Taxe  de  x  parallèle  à  Paimaniation/le  potentiel 


uxtérienr  sera  donc 


Sur  un  point  intérieur,  ruclion  d'un  cylindre  circulaire  ho- 
mogène se  réduit  à  celle  du  noyau  cylindrique  qui  passe  par 
le  point.  On  le  verrait  aisément  par  un  raisonnement  analo- 
gue a  celui  qui  a  ctc  fait  pour  la  sphère  («a).  L'action  du 

cylindre  sur  un  point  intérieur  est  douQ^  égale  à  -^=27:r,  et 

le  potentiel  devient 

P:=  — ';:/'^4-const. 

Le  potentiel  du  cylindre  aimanté  uniformément  est  donc 

V.--:-l^=Il>.W^=l2::a-. 

Par  suite,  la  force  intérieure  est  constante  et  égale  à  —  9.7:1; 
sa  direction  est  opposée  à  celle  de  laimantation. 
L'induction  est  aussi  constante  et  a  pour  valeur 

F,  =  4-1 -2^1  =  27:1, 
aeo.  Potentiel  de»  feuilleU  mngnétiques.  —   NouS   avonS   VU 

que  le  potentiel  d'un  feuillet  uniforme  est  égal  au  produit  de 
sa  puissance  magnétique  4>  par  sa  surface  apparente  u>  au 
point  considéré.  Si  le  feuillet  n'est  pas  uniforme,  le  potentiel 
a  pour  expression 

Le  calcul  du  potentiel  peut  être  ramené,  par  une  méthode 
analogue  à  la  précédente,  au  potentiel  d'une  couche  magné- 
tique, de  manière  à  éviter  l'évaluation  des  angles  solides. 
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Le  polcnticl  en  un  point  M  d*iin  élémenl  de  reiiillel  r/S  est 
Agal  à  celui  de  deux  couches  luogncliques  =i=;r/S,  égales  vi 
de  signes  contniires,  dont  la  distance  normale  du  satisfait 
à  la  condition  g(I/i—4>. 

Désignons  par  n  la  dislance  de  l'élément  à  un  point  fixe 
situé  sur  la  normale  du  côté  de  la  face  négative,  le  potentiel 
yi/Sde  la  couche  arfS  peut  être  considéré  comme  une  fonction 
de  cette  distance  //,  de  sorte  qim  le  potentiel  de  l'élément  du 
feuillet  sera 

^S/(//)  -  clSf{n  -  dn)  =  r/S  (In  '^ . 

Gomme  la  distance  dn  des  deux  surfaces  peut  être  supposée 
constante,  le  potentiel  du  feuillet  total  est 

\^    fdSdn^^dnfdii^/. 

Or,  l'expression    //1^/S  représente  le  potentiel  U  de  la  surface 
positive  du  feuillet;  ou  a  donc 

Le  potentiel  Q  d'une  couche  dont  la  densité  en  chaque  point 
serait  égale  à  la  puissance  magnétique  ^  a  pour  valeur  U  — 
ou  Urf/i;  il  en  résulte 

En  appelant  -  la  distance  du  point  M  à  l'élément  ^/S,  le  po- 
tentiel (j  est  égal  à  /  />*rfS,  ce  qui  donne  encore 

(5)  V_f*^rfS. 
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Le  facteur  p  représente  le  potentiel  sur  rétément  r/S  d'une 
masse  égale  à  Fiinité  située  au  point  M. 

361.  —  Si  le  feuillet  est  uniforme,  le  facteur  <I>  est  une  con- 
stante. En  appelant  P  le  potentiel  d'une  couche  de  densité 
égale  h  Tunitê,  on  aura  0:^$P,  et  les  expressions  (4)  et  (5)  de- 
viennent 

(6)  V^4, 


(«)•  v.*/î^ 


—  Considérons,  par  exemple,  un  feuillet  limité  par  un 

contour  plan  ;  on  peut  le  remplacer  par  un  feuillet  plan  de 

même  puissance  limité  au  même  contour.  Plaçons  ce  feuillet 

dans  le  plan  des  r-,  la  face  positive  du  côté  de  Taxe  des  x. 

L'abscisse  du  point  M  étant  j?,  on  a  évidemment  dx~—dn  et, 

par  suite, 

^0     _^ 

Si  le  feuillet  est  uniforme,  il  vient 


expression  que  Ton  aurait  pu  obtenir  par  la  considération  des 
couches  de  glissement  (s64). 

aea.  —  Pour  un  feuillet  situé  sur  une  sphère  de  rayon  /i, 
le  point  M  ét<mt  «i  Textérieur,  du  côté  de  la  face  positive  du 
renillcl,  on  aura,  de  même, 

et,  si  le  feuillet  est  uniTorme. 
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Si  la  race  lonrnéc  du  côté  du  point  M  clail  négative,  il  fau- 
drait prendre,  au  contraire,  les  expressions 


M         J      M 
M  J    M 


364.  —  Dans  le  cas  de  la  sphère,  le  potentiel  p  est  une  Tonc- 
iion  homogène  du  degré  —  i  du  rayon  a  et  de  la  distance  /dti 
point  M  au  centre,  ce  qui  donne  la  condition 


OU 


Il  en  résulte 


Les  distances  /*  et  a  restant  constantes  quand  on  eiïectur 
rintégration,  on  peut  écrire 

366.  Potentiel  dune  conehe clMttUire.  —  Le   potentiel  d'uil 

.  feuillet  uniforme  à  contour  circulaire  peut  être  calculé  par  le 
potentiel  d'une  couche  circulaire  plane  ou  d'une  couche  quel- 
conque, sphérique  par  exemple,  limitée  au  même  contour. 

Considérons  d'abord,  d^une  manière  plus  générale,   une 
couche  de  révolution  autour  de  Taxe  des  x.  Pour  un  point  M 

'  dont  Tabscisse  est  x  et  qui  est  situé  à  une  distance  p  de  Taxe, 
le  potentiel  P  est  une  fonction  de  jr  et  de  p.  Si  on  développe^ 

ce  potentiel  suivant  les  puis!^ances  croissantes  de  p  ou  de  j, 

la  série  obtenue  ne  renformeni,  par  raison  de  symétrie,  qn«' 
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(les  puissances  paires  de  la  variable.  On  peut  donc  écrire 


(lO) 


P=B.+  B.(i)VB,(l)'- 


les  coefficients  A^,A.j ,  B^,,  B^, étant  des  forictions  de  jr. 

Lorsqu'on  prend  a:  et  p  comme  variables  indépendanles, 
Inéquation  de  Laplace  AV -o  devient 

Cetlc  condition  donne,  pour  lu  première  série,  im<î  nou- 
velle série  développée  suivant  les  puissances  croissantes  de  p', 
dans  laquelle  les  coefficients  de  tous  les  termes  doivent  étrfc 
nuls  séparément,  d'où  résulte  la  condition  générale 

On  a  ainsi  successivement  : 


»           6*'  c\i-*"        (a. 4.6)='    cW' 

1      J*A„_,     _         I 

il  suffit  donc  de  connaître  le  premier  coefficient  Aq  pour  en 
déduire  tous  les  autres.  Ce  coefficient  A^  est  donné  par  Tex- 
pression  du  potentiel  sur  Taxe,  laquelle  dépend  de  la  forme 
(le  la  couche  et  de  la  loi  de  distribution. 
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I^  potentiel  en  delu)rs  de  Taxe  est  alors 

/,.)  p-A  -£!^"+_£!_  il!^ '—  ^-!i«+ 

Pour  la  seconde  série,  l'équation  de  Laplacc  aurait  donné 
la  condition  générale 

qui  ne  permet  pas  de  déterminer  de  la  même  manière  les  coef- 
(icients  successifs. 

8416.  —  Dans  le  cas  d'une  couche  circulaire  homogène  do 
densité  égale  à  l'unité,  le  potentiel  P^  sur  Taxe  a  pour  valeur, 
en  prenaut  le  centre  pour  origine  des  abscisses, 


K 

-5ir(V«^-hJ.-^- 

Posant 

u:-^)Ja^-^T', 

ce  qui  donne 

on  a  donc,  pour  le  premier  développement  du  potenliel  eu 
fonction  des  puissances  de  p, 


Ao^-^?-;w-.ï-). 


Le  potentiel  P  en  dehors  de  Taxe  est  alors 
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Les  dérivées  successives  se  calculeraient  aisément. 

867.  —  Lorsque  la  couche  est  circulaire,  il  est  souvent  plus 
avantageux  de  donner  une  autre  forme  au  développement. 

Désignons  par  a  le  rayon  du  cercle  qui  limite  la  couche, 
par  r  la  distance  du  point  M  au  centre  du  cercle,  et  par  0 
Tangle  que  fait  la  direction  de  cette  droite  avec  Taxe.  On  peut 
encore  exprimer  le  potentiel  par  Tune  des  deux  séries, 

P=A.+A,0)+A.(Çy+ , 

suivant  que  r  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  a,  c'est-à-dire 
que  le  point  M  est  placé  à  Tintérieur  ou  à  Textérieur  de  la 
sphère  de  rayon  a.  Les  coefficients  sont  des  fonctions  de  Taa- 
gic  0  et,  comme  les  deux  expressions  doivent  avoir  la  même 
valeur  sur  la  sphère,  ils  satisfont  à  la  condition 


Ao-hA^  + =iBo-hB^-f-. 


Le  potentiel  étant  considéré  comme  une  fonction  de  r  et 
de  0,  l'équation  de  Laplace  devient 

'^^-H.r-4.cotgO-4.^::.o. 

On  trouve  ainsi  que  les  coefficients  A  et  B  satisfont  aux  condî- 
lions  générales 

/i(/i+ i)A„  4- cotgO— -h -^  =  o, 

.(.-i)B.^cotge§4.^=^o. 

Si  on  développe  le  potentiel  sur  Taxe 


Éiecfr,  et  Matjn, 


I  —   îf» 
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en  fonction  des  puissances  croissantes  de- ou  de  -,  on  obtient 

a  X 

les  deux  séries 

p.=,=»[,-î+i(î)'-i^(f)'+i^(f)'-..]. 

®  Xjix     2.4  \jc/       a.4.6\j:/       2.4.O.8  \x/  J 

Pour  avoir  Texpression  du  potentiel  en  dehors  de  Taie, 

en  fonction  du  rapport -ou  de-,  il  nous  suffira  de  faire  re- 

marquer  que,  si  la  densité  d'une  couche  sphérique  est  symé- 
trique par  rapport  à  un  diamètre  pris  pour  axe  des  x,  le  po- 
tentiel de  cette  couche  en  un  point  M  ne  dépend  que  de  la  dis- 
tance r  de  ce  point  au  centre  0  de  la  sphère  et  de  Tangle  0 
que  fait  la  droite  OM  avec  Taxe. 

D'après  un  théorème  connu  de  Legendre,  ce  potentiel  peut 
être  exprimé  par  les  formules  générales 


P=A.+A.X,^+A,X,g)V. 


dans  lesquelles  A^,  A^  •••  B^,  B^  •••  sont  des  coefficients 
constants,  etX^iX^  *••  des  fonctions  de  l'angle  6,  désignées 
sous  le  nom  de  polynômes  de  Legendre,  et  qui  sont  définies 
par  le  développement 


[i  —  2jrcos64-x^—  1  -hX^x-hX^x^-^X^-^-  • 


toutes  ces  fonctions  devenant  égales  à  Tunité  lorsque  Tangle  0 
est  égal  à  zéro. 

Comme  nous  connaissons  le  développement  du  potentiel 
d'une  couche  circulaire  homogène  pour  un  point" de  Taxe, 
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c'esl-à-dire  lorsque  l'angle  6  est  nul  et  /•  égal  à  x,  les  coeffi- 
cients sont  connus.  Il  en  résulte  cfi^ie,  pour  un  point  situé  en 
dehors  de  Taxe,  le  potentiel  P  a  pour  expressions 

868.  Potentiel  d'un  feuillet  eirenlaire  uniforme.  —  Le  po- 
tentiel d'un  feuillet  circulaire  uniforme  s'obtiendra  mainte- 
nant par  l'expression 

\==  — *-— . 
On  trouve  ainsi,  avec  la  première  forme  (12),    . 

Les  premiers  termes  du  développement  sont  alors 

v=U;,-îr,+5'4f£y-i:|-.i£i^.(£Y+.]!, 

(  Ul  ^2^U^     \uj  [2  4)*  U^  \ul  J) 

et  la  série  est  convergente  toutes  les  fois  que  p  <  u. 

La  seconde  forme  de  développement  (i3)  donnerait,  en 
prenant  l'expression 
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869.  Potentiel  d*nne  eouehe  sphérl^ue.  —  Considérons  enGo 

une  couche  sphcrique  quelconque  de  rayon  a.  Le  potentiel 
en  un  point  extérieur  M  à  la  distance  r  du  centre  peut  encore 
être  exprimée  par  la  série 

(■»)    v=»[a.(=.)..a,(î)Va,(^.jV ]. 


dans  laquelle  les  coefncieats  dépendent  de  la  loi  de  distribu- 
tion et  de  la  direction  de  la  droite  /*. 

Soit  u  l'angle  de  la  droite  r  avec  Taxe  de  z,  l  Tangle  du 
plan  rz  avec  le  plan  des  yz  ;  les  coordonnées  du  point  M  sont 
alors 

Z  =:7-C0SW, 

(19)  j^=irsinMCOs/, 

j::^rsin«sin/. 

En  prenant  pour  variables  indépendantes  r,  u  et  /,  l'équa- 
tion de  Laplace  donne 

il  en  résulte,  pour  les  coefficients,  la  condition  {2[énérale 

//(/i4-l)A„-h-r-Y-|-C0tgW— --f--^^-.  -rrr-o. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  a  été  donnée  par  La- 
place :  si  Ton  pose 

A,.„,^rco.'-"«-("-^"^^"-"'-')cos---'« 

-h  ^ ■ .       '^    ., 4 ■  cos" 

le  coefficient  A„.  exprimé  au  moyen  des  nouveaux  symboles, 


'Ui j  sin"*!*, 
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se  compose  de  2/2+1  termes  développés  suivant  les  sinus  A 
les  cosinus  des  multiples  de  l'angle  /  et  a  pour  valeur 

An=s^„.oA„.o-+-(s^„.iCos/4-/vtsin/)A„.i 
4-  (^«.2  cos  a/  4-  //„.2  sin  2/)  A„.,  h h  [g,,  „  ces  «/+  //„.„  sin  »/)  A„.,.. 

Les  facteurs  désignés  par  g,  h,  avec  différents  indices,  sont 
des  coefficients  numériques  à  déterminer  dans  chaque  cas 
particulier. 

870.  —  Si  l'on  considère  une  sphère  aimantée  d  une  ma- 
nière quelconque,  son  action  extérieure  est  équivalente  à  celle 
de  deux  couches  de  masses  égales  et  de  signes  contraires  dis- 
tribués à  la  surface  suivant  une  certaine  loi. 

Le  coefficient  Aq  du  premier  terme  est  nul.  En  effet,  à  une 
grande  distance,  le  potentiel  devient  simplement  égal  au 
quotient  de  la  masse  totale  par  la  distance.  Le  produit  A^a^ 
qui  forme  le  numérateur  du  premier  terme  représente  dans 
ce  cas  la  masse  totale,  et  on  sait  que  dans  tout  aimant  la  masse 
totale  est  nulle. 

Le  coefficient  du  terme  suivant  a  pour  valeur 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (19), 

Ce  terme  devient  prédominant  à  une  grande  distance,  et  le 
potentiel  se  réduit  alors  à 


il  en  résulte  (151)  que  les  trois  produits  a?go.iy  ^^gi.v  ^^^^\\ 
représentent  respectivement  les  moments  magnétiques  de  la 
sphère  par  rapport  aux  axes  des  z,  des  y  et  des  x.  En  dé- 
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signant  par  a^K  le  moment  magnétique  résultant  et  par  a, 
3  et  Y  les  cosinus  dos  angles  que  fait  sa  direction  avec  les 
axes,  on  a 

—  —  — -7-— — — V^'i.i+Sl.i+S^i.o. 

371.  Aimants  ■oiénovdaax.  ~  Le  potentiel  d'un  aimant  so- 
lénoïdal  (aao)  ne  dépend  que  des  surfaces  formées  par  les  ex- 
trémités des  solénoïdes  élémentaires  qui  le  constituent. 

Si  tous  ces  solénoïdes  sont  fermés,  le  potentiel  de  Taimant 
est  nul  partout,  et  la  force  magnétique  nulle.  Dansée  cas,  l'in- 
duction se  réduit  en  chaque  point  à  4^1  et  elle  est  parallèle 
à  l'aimantation. 

378.  —  Supposons  qu'un  aimant  solénoïdal  soit  limité 
par  une  surface  du  canal,  l'aimantation  étant  en  chaque  point 
normale  à  la  section  droite  du  canal.  Le  flux  d'induction  Q 
qui  traverse  un  élément  d^  de  la  section  droite  est  égal  à 
4xI^S  et  le  flux  total  d'induction  a  pour  valeur 


Q-4::/l 


IrfS. 


Chacun  des  filets  solénoîdaux  forme  une  courbe  fermée,  de 
longueur  l,  normale  en  chaque  point  à  la  section  droite  du 
canal.  Si  la  structure  de  l'aimant  est  telle,  comme  nous  en 
verrons  plus  loin  des  exemples,  que  le  produit  de  l'intensité 
d'aimantation  I  d'un  filet  par  sa  longueur  /  soit  une  quantité 
constante  A,  le  flux  d'induction  pourra  être  exprimé  par  la 
formule 

y/S 


(20)  Qr=ir.fldS  =  iTAf^ 


Si  l'aimant  est  un  anneau  de  révolution  et  qu'on  appelle  a:  le 
rayon  d'un  solénoïde  élémentaire,  on  aura 


J      l-KX  J      X 
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Considérons,  par  exemple,  un  tore.  Soit  a  le  rayon  de  la 
section  et  R  la  distance  de  son  centre  à  Taxe  de  rotation,  pris 
comme  axe  des  ^  ;  on  a  alors 

et  le  flux  total  d'induction  a  pour  valeur 
(21)  Q=r2T:ArR-V/R^^^']- 

393.  Cylindre.  —  Un  cylindre  aimanté  uniformément  et 
terminé  par  des  sections  droites  équivaut  à  deux  couches  ma- 
gnétiques de  densités  d=I,  égales  et  de  signes  contraires,  qui 
recouvriraient  les  deux  bases  A  et  B.  Le  potentiel  d'un  pareil 
aimant  en  un  point  quelconque  est  donc  égal  à  la  somme  des 
potentiels  Va  et  V^  des  deux  couches  terminales. 

Si  la  section  droite  du  cylindre  est  circulaire,  les  potentiels 
V«  et  V»  peuvent  être  exprimés  par  les  formules  trouvées  pré-^ 
cédemment  (ses  et  see). 

Pour  un  point  M  situé  sur  Taxe  à  l'extérieur  et  du  côté  de 
la  face  positive  A,  la  force  magnétique  a  pour  expression 
(sss),  en  désignant  par  a  et  3  les  angles  sous  lesquels  on  voit 
du  point  M  les  rayons  des  deux  bases, 

F= 2icl  (  I  —  cosa)  —  2xi  (  I  —  cos  p) = 2tcI  (cos  ^ — cos  a), 

et  elle  est  dirigée  dans  le  sens  de  l'aimantation. 

Pour  un  point  intérieur,  les  actions  des  deux  bases  sont  de 
même  signe,  ce  qui  donne  une  force 

F  =  4x1  —  azi  (cos  a -h  cos  P) , 

dirigée  en  sens  contraire  de  l'aimantation. 
Enfin,  l'induction  sur  l'axe  à  l'intérieur  est 

F,=4zl  — F=?.7:l(cosa-+-cos^  ; 
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elle  est  parallèle  à  raimantation  et  irarie  très  leotemeot  tant  que 
le  point  considéré  est  à  une  distance  notable  des  bases. 

Si  on  désigne  par  /  la  longueur  du  cylindre  et  par  a  son 
rayon,  Tinduction  F^^  au  centre  du  cylindre  a  pour  valeur 


F«  =  2xl.  2C0Sa=4^l —       '  —4^1 


\/-(t)' 

Lorsque  la  longueur  du  cylindre  est  très  grande  par  rapport 
à  son  diamètre,  on  peut  prendre  Texpression  approchée 

L'induction  est  alors  sensiblement  la  même  dans  toute  reten- 
due de  la  section  médiane,  et  le  flux  total  d'induction  Oo?"^ 
le  traverse  a  pour  expression 

Q„=^a»F«=(2.a)M[.-i(^)'J. 

Si  le  cylindre  est  assez  long  pour  que  la  parenthèse  ne 
diffère  pas  sensiblement  de  Tunitc,  le  flux  d'induction  dans  la 
section  médiane  est  égal  à  [m:a)^\.  Ce  flux  est  donc  propor- 
tionnel au  carré  du  contour;  il  a  encore  sensiblement  la 
même  valeur  dans  une  section  quelconque  suffisamment  éloi- 
gnée des  extrémités. 
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394.   Canàctères  généraux   de  Flnductlon  magnétique.  —  II 

n'existe  probablement  aucun  corps  qui  placé  dans  un  champ 
magnétique  n'éprouve  l'effet  de  l'induction,  c'est-à-dire  ne  de- 
vienne lui-même  un  aimant,  au  moins  d'une  manière  tem- 
poraire. 

Lorsque  le  corps  est  isotrope,  l'axe  d'aimantation  induite 
coïncide  en  chaque  point  avec  la  direction  de  la  force  magné- 
tique. Pour  certains  corps  l'aimantation  induite  est  de  môme 
sens  que  la  force  ;  ce  sont  les  corps  que  nous  avons  appelés 
paramagnétiqties  ou  simplement  magnétiques.  Pour  les  autres, 
le  sens  de  l'aimantation  est  opposé  à  celui  de  la  force;  ce 
sont  les  corps  diamagnétiques.  En  présence  d'un  pôle  d'ai- 
mant, les  corps  de  la  première  classe  prennent  dans  la  partie 
la  plus  voisine  un  pôle  de  signe  contraire,  ceux  de  la  seconde 
UQ  pôle  de  même  signe. 

Nous  admettrons  qu'en  chaque  point  d'un  corps  isotrope 
soumis  à  l'induction  magnéti(|ue,  l'aimantation  est  propor- 
tionnelle à  la  résultante  de  toutes  les  forces  magnétiques  qui 
s'exercent  en  ce  point.  Ces  forces  dépendent,  non  seulemenldu 
champ  primitif,  mais  aussi  du  magnétisme  développé  par  in- 
duction sur  le  corps  lui-même.  En  désignant  par  F  la  force 
résultante,  à  laquelle  an  donne  quelquefois  le  nom  de  force 
magftetisantc,  par  I  Tinlcnsilé  d'aimantation,  on  peut  écrire 
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Le  facteur  k,  qui  exprime  le  rapport  de  raimaotation 
à  la  force  magnétisante^  est  appelé  coefficieni  d aimantation 
induite;  ce  coefficient  est  positif  ou  négatif  suivant  qu'il 
s'agit  d'un  corps  magnétique  proprement  dit  ou  d'un  corps 
diamagnétique. 

L'hypothèse  de  la  proportionnalité  de  Taimantation  à  la 
force  magnétisante  se  vérifie  d'une  manière  très  approchée 
toutes  les  fois  que  le  coefficient  k  a  une  valeur  très  faible. 
Cette  condition  est  réalisée  pour  la  plupart  des  corps  magné- 
tiques, sauf  le  fer,  le  nickel  et  le  cobalt.  Quand  il  s'agit  du 
fer  ou  du  nickel,  pour  lesquels  le  coefficient  k  peut  atteindre 
des  valeurs  très  grandes,  telles  que  3o  ou  4o,  la  proportionna- 
lité existe  encore  tant  que  la  force  F  ne  dépasse  pas  une 
certaine  limite,  quand  ces  corps,  par  exemple,  sont  aimantés 
par  la  terre.  Il  en  est  de  même  avec  le  fer  impur,  le  fer 
écroui,  la  fonte  et  l'acier  plus  ou  moins  trempé,  dont  le 
coefficieni  d'aimantation  est  notablement  plus  faible.  Le  coef- 
ficient A:  est  toujours  très  petit  pour  les  corps  diamagnétiques; 

il  atteint  à  peine pour  le  bismuth  gui  est  le  corps  le 

plus  actif  de  cette  seconde  classe. 

Si  la  proportionnalité  de  l'aimantation  à  la  force  magné- 
tisante n'existe  pas,  on  doit  considérer  le  coefficient  h  comme 
étant  lui-même  une  fonction  de  l'aimantation.  Nous  exami- 
nerons d'abord  le  cas  où  ce  coefficient  est  constant  et  le 
même  dans  toutes  les  directions,  c'est-à-dire  où  le  corps 
est  isotrope  et  l'aimantation  induite  assez  faible. 

89ft.  Aimaniatloii  indaite  proportionnelle  à  la  force  maffsé* 

tisante.  —Considérons  un  corps  quelconque  dans  le  champ 
magnétique.  Soit  V  le  potentiel  du  champ  et  Q  celui  qui  est 
produit  parles  masses  induites,  le  potentiel  résultant  U  aura 
pour  valeur 

U  =  V-+-Q. 

En  un  point  quelcoRque  les  composantes  de  la  force  magné- 
tisante parallèles  aux  axes  sont 

^x  ^y  ^z 
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La  force  elle-même  a  pour  expression 

sa  direction  est  celle  de  la  normale  /t  à  la  surface  de  niveau  qui 
passe  par  le  point  considéré. 

L'intensité  d'aimantation  1  et  ses  composantes  A,B  et  C  pa- 
rallèles aux  axes  deviennent  alors 

an 

A=-k'^,      B=-it^,      C=-kf. 
^x  ^y  Ds 

Ajoutant  ces  dernières  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  dar,  rfj,  dz^  il  vient 

Si  la  valeur  de  k  est  constante  dans  toute  retendue  du  corps, 
le  premier  membre  de  Téquation  est  la  différentielle  exacte 
d'une  fonction  $  des  coordonnées,  et  on  a 

.      D*        D     «^^        r.     ^^ 

A=:r— >  1}=:-—,         ti  =  -^. 

^X  Dj  ^Z 

Il  en  résulte  (sss)  que  Taimantation  est  lamellaire^ 

896.  l/almantatiOB  Indalte  est  snperflelclle.  -«  D'un  autre 

côté,  l'expression  générale  de  la  densité  magnétique 


se  réduit  ici  à 


MU. 
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Comin«,  en  vertu  de  l'équation  de  Poisson,  on  a  AU =—4^5, 
il  vient 

p{i-\-iT:k)  =  Oj       ou        p==o; 

c'est-à-dire  que  la  densité  magnétique  est  nulle  dans  toute  Féteii- 
due  du  corps.  L'aimantation  est  donc  aussi  solénoîdale  et  il 
n'y  a  de  magnétisme  sensible  qu'à  la  surface. 

Cette  conclusion  suppose  que  la  parenthèse  i'hi'!:k  n'est 
pas  nulle  ;  mais  ce  dernier  cas  ne  se  présente  jamais,  la  valeur 


Fig.  84 

absolue  de  k  pour  les  corps  diamagnétiques  étant  très  loin 

d'atteindre  — . 

879.  —  La  densité  superficielle  g  de  la  couche  induite  est, 
en  appelant  8  l'angle  de  l'aimantation  avec  la  normale  à  la 
surface  (fig.  84), 

<7— 1  cos8. 

Désignons  cette  normale  par  n  quand  on  la  compte  vers  l'in- 
térieur, par  n  quand  on  la  compte  vers  l'extérieur,  et  soit  a  la 
normale  à  la  surface  pour  laquelle  la  fonction  $  conserve  une 
valeur  constante,  on  a 
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898.  —  Le  potentiel  dû  aux  masses  induites,  c'est-à-dire  à 
la  couche  superficielle,  a  pour  valeur 


-u^- 


La  fonction  Û  est  finie  et  continue  et  satisfait  à  réqualion 
de  Laplace  aussi  bien  à  Tintérieur  qu'à  Textérieur  de  la  sur- 
face. Si  on  désigne  par  Q'  la  valeur  qu'elle  prend  à  Textérieur, 
on  aura^  pour  deux  points  voisins  situés  de  part  et  d'autre  de 
la  surface,  la  condition 

870.  É^naUon  de  eontinnlté.  —  Coefflelent  d*lndaetioii.  — 

Le  principe  de  la  conservation  du  flux  d'induction  (328)  per- 
metd'établir  très  simplement  les  conditions  de  continuité  des 
potentiels  V,  U  et  Û  à  la  surface  du  corps  aimanté. 

Considérons  deux  points  infiniment  voisins  pris  Siir  une 
même  normale  de  part  et  d'autre  de  la  surface  ;  soit  F^  la  va- 
leur de  l'induction  au  point  intérieur,  Fi  la  valeur  de  la 
force  magnétique  au  point  extérieur.  Si  (FJ,»  et  F«  désignent 
les  composantes  normales  de  ces  deux  forces  comptées  dans 
une  même  direction,  on  a,  en  vertu  du  Ihéorème  de  la  con- 
servation du  flux,  la  condition 

(f,)„-f:. 

L'aimantation  étant  parallèle  à  la  force  magnétisante,  l'in- 
duction devient,  dans  le  cas  actuel, 

F,-=F-h4^I-=F-f-4^A'F=F(i-+-4î:>t); 

elle  est  proportionnelle  à  ta  force  magnétisante. 
Si  l'on  pose 

on  a  donc 
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et  réquation  relative  à  la  surface  devient  alors 

(2)  ixF„=f;,    ou    ix=^. 

Ainsi,  pour  deux  pomts  infiniment  voisins  pris  de  part  et 
<t autre  de  la  surface^  le  rapport  des  composantes  normales  de 
la  force  magnétique  est  constant.  C'est  la  conséquence  fonda- 
mentale de  la  théorie  de  Poisson  dont  nous  avons  déjà  fait 
usage  (111)  pour  définir  les  diélectriques.  Le  coefGcienl  {jl 
représentait  le  pouvoir  inducteur  spécifique  du  diélectrique; 
nous  rappellerons  ici  le  coefficient  d induction  magnétique.  Il 
importe  de  ne  pas  le  confondre  avec  le  coefficient  d'aimanta- 
tion induite  qui  a  été  représenté  par  A\ 

aso.  —  En  exprimant  Téquation  (a)  en  fonction  des  poten- 
tiels, on  obtient 

7^[}     DU' 
*^M      ^n 
ou 

,^,  pV    lsQ\     /dV    DÛ'N 

Pour  déterminer  l'aimantation  d'un  corps  placé  dans  un 
champ  magnétique  et  limité  par  une  surface  S,  il  faut  donc 
trouver  deux  fonctions  Q  et  Q!  qui  satisfassent  aux  conditions 
suivantes  : 

i""  La  fonction  Q  est  finie  et  continue  dans  l'intérieur  de  la 
surface  et  satisfait  à  l'équation  de  Laplacc  AÛ=o. 

2"*  La  fonction  Q!  est  finie  et  continue  à  l'extérieur,  nulle  à 
l'infini,  et  satisfait  également  à  l'équation  de  Laplace. 

y"  Les  fonctions  Q  et  Çï  sont  égales  entre  elles  sur  la  sur- 
face et  leurs  dérivées  satisfont  alors  à  l'équation  de  conti- 
nuité (3). 

Ces  fonctions  représentent  le  potentiel  d'une  couche  ma- 
gnétique distribuée  sur  la  surface  ducorps.  La  densité  de  cette 
couche  en  chaque  point  est  déterminée  par  la  variation  des 
composantes  normales^  ce  qui  donne 

F— F  -^Ar.-:' 
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on  en  déduit 


4t:  4t: 


asi.  €!•■  de  deux  mllienx  nuif  nétiques  dUTérenta.  -—  Aimanta* 

tioB  reiaiiTe.  —  SupposoQS  que  le  corps  A,  limité  par  la  sur- 
face S,  soit  situé  dans  un  milieu  magnétique  dont  le  coefficient 
d'induction  est  [k  ;  le  théorème  de  la  conservation  du  flux 
d'induction  donne  encore 

c'est-à-dire 
ou 

Les  fonctions  Û  etû'  qui  déterminent  la  couche  superficielle 
sont  définies  par  les  mêmes  conditions  que  précédemment, 
avec  cette  seule  différence  que  Téquation  de  continuité  (4) 
renferme  les  coefficients  d'induction  des  deux  milieux. 

La  densité  superficielle  est  encore  donnée  par  les  compo^ 
santés  normales 

Si  Ton  pose 
c'est-à-dire 


A,: 


pi  — [jl' A  — A' 


Texpression  de  la  densité  devient 

4r5=:F«(jJL,-l),  OU  G=k^Fn. 

Cette  couche  superficielle  est  celle  qui  détermine  le  mouve- 
ment du  corps  A  dans  le  milieu.  Elle  est  la  même  que  si  le 
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milieu  extérieur  était  supprimé,  ou  plus  exactement  remplacé 
par  de  Tair,  et  le  coefficient  d'induction  du  corps  remplace 
par  une  autre  valeur  \k^,  ou  le  coefficient  d'aimantation  k 
par  une  valeur  différente  A^.  L'aimantation  apparente  I^  du 
corps  aurait  alors  pour  projection  normale 

882.  — La  discussion  de  ce  problème  donne  lieu  à  quelques 
conséquences  analogues  à  celles  qu'on  déduit  du  principe 
d'Archimcde  pour  les  corps  plongés  dans  les  fluides. 

On  peut,  en  effet,  considérer  k^  comme  le  coefficient  relatif 
d'aimantation  du  corps  par  rapport  au  milieu  qui  l'entoure,  A* 
et  A' étant  les  coefficients  desdenx  milieux  par  rapportàl'air. 
Si  le  coefficient  A  du  corps  est  plus  grand  que  le  coefficient  A' 
du  milieu,  la  valeur  de  A^  est  positive  et  l'aimantation  appa- 
rente du  corps  est  positive.  Si  l'on  a,  au  contraire,  k  <k\ 
la  valeur  de  A^  est  négative  et  le  corps  paraîtra  diamagnéti- 
que.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  A  et  A'  seraient  égaux, 
l'aimantation  du  corps  A  paraîtrait  nulle,  ce  qui  doit  être 
puisqu'il  serait  situé  dans  un  milieu  identique  à  lui-même  et 
que  le  magnétisme  induit  est  superficiel. 

On  serait  ainsi  conduit  à  admettre  qu'il  n'existe  pas  une 
opposition  réelle  de  propriétés  entre  les  corps  magnétiques  et 
les  corps  diamagnétiques,  et  que  la  différence  des  effets  est 
due  a  la  nature  plus  ou  moins  magnétique  du  milieu  exté- 
rieur. Les  corps  diamagnétiques  conservant  leurs  propriétés 
caractéristiques  dans  le  vide  le  plus  parfait  qu'on  puisse 
produire,  il  faut  admettre,  dans  cette  manière  de  voir,  que 
le  vide  est  un  milieu  magnétique  et  que  son  coefficient  d'ai- 
mantation est  plus  grand  en  valeur  absolue  que  celui  de 
tous  les  corps  diamagnétiques  connus. 

Si,  au  contraire,  on  veut  admettre  la  valeur  zéro  pour  le 
coefficient  d'aimantation  du  vide,  il  faut  donner  une  valeur 
négative  a  ceux  de  tous  les  corps  diamagnétiques.  Dans  ce  cas, 
le  coefficient  d'induction  \h  est  plus  grand  que  l'unité  pour  les 
corps   magnétiques  et  plus  petit  que  l'unité  pour  les  corps 
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diamagoéliques.  On  ne  connaît  d'ailleurs  aucun  corps  pour 
lequel  [t,  soit  négatif,  car  le  coefficient  d'aimantation  des  corps 

diamagnéliques  n'est  jamais  plus  grand  que  —  en   valeur 

absolue  ;  nous  avons  déjà  dit  que  pour  le  bismuth,  le  corps  le 

plus  diamaffnétique  connu,  on  a  environ  k=—'-, .Le 

coefficient  d'induction  des  corps  diamagnéliques  ne  diiTère 
donc  de  Tunité  que  d'une  quantité  extrêmement  petite.  Pour 
le  ferdoux  et  le  nickel,  le  coefficient  k  étant  compris  entre  3o 
et  4o,  la  valeur  de  [l  est  voisine  de  5oo;  le  rapport  des  deux 
valeurs  absolues  de  A*  pour  le  fer  et  le  bismuth  est  donc  à 
peu  près 

4o  X  4*^0  OOO  =:  I  ,6.  I  o". 

Remarquons  cependant  que  Tinlluence  d*un  milieu  magné- 
tique ne  pourrait  en  toute  rigueur  être  comparée  à  celle  d*un 
fluide,  et  permettre  d'appliquer  le  principe  d'Archimède, 
que  si  Ton  avait  k^z=k  —  k',  11  est  vrai  que  cette  relation, 
d'après  la  remarque  qui  précède,  est  très  sensiblement  vérifiée 
pour  tous  les  corps  diamagnéliques  et  tous  les  corps  très  peu 
magnétiques;  mais  elle  serait  fort  éloignée  de  la  vérité  si  le 
milieu  ambiaot  avait  un  coefficient  d'aimantation  voisin  de 
l'unité,  et  surtout  si  les  propriétés  magnétiques  du  milieu 
étaient  comparables  à  celles  du  fer  doux. 

383.  «aiieepilbilité  et  perméabilité  mairnétiqaee.  —  LeS  phé- 
nomènes d'induction  magnétique  peuvent  s'exprimer,  comme 
on  le  voit,  à  Taide  de  deux  coefficients. 

Le  coefficient  (Taimantation  induite  k  exprime  le  rapport 
de  l'intensité  de  l'aimantation  à  la  force  magnétique,  ou,  en 
d'autres  termes^  l'intensité  d'aimantation  dans  un  champ  égal 
à  l'unité.  Ce  coefficient  porte  quelquefois  le  nomdeNeumann, 
qui  Ta  employé  le  premier.  Sir  W.  Thomson  l'appelle  coeffi-- 
cient  de  susceptibilité  magnétique. 

.  Le  second  coefficient,  désigné  par  (x,  est  le  coefficient  din- 
duction  magnétique;  c'est  l'analogue  du  pouvoir  inducteur 
spécifique  d'un  diélectrique  en  électricité,  il  est  égal  au  rap- 

Éiectr,  et  Magn,  1-  —  27 
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port  des  coraposanics  normales  de  la  force  à  l'extérieur  el  à  Tin- 
térieur  du  milieu  considéré  et  relié  au  précédent  parla  relation 

Sir  W.  Thomson  a  donné  à  ce  coefficient  ji.  le  nom  de 
coefficient  de  perméabilité  magnétique.  Voici  en  quels  termes 
il  justifie  le  choix  de  celte  expression. 

«  Le  pouvoir  conducteur  d'un  corps  solide  pour  la  chaleur, 
ou,  plus  brièvement,  sa  conductibilité  calorifique  a  son  ana- 
logue :  en  électricité  statique,  dans  le  pouvoir  inducteur  spé- 
cifique d'un  diélectrique  ;  en  magnétisme,  dans  ce  que  Fara- 
day appelait  le  pouvoir  conducteur  du  milieu  pour  les  lignes 
de  force,  et  qu'on  désigne  souvent  par  le  nom  de  coefficient 
d'induction  magnétique;  en  hydrodynamique,  dans  la  pro- 
priété spéciale  que  présentent  les  corps  poreux  et  qu'on  ap- 
pelle j^^rm^a^i/t/e,  qui  est  mesurée,  toutes  choses  égaies  d'ail- 
leurs, par  le  flux  de  liquide  au  travers  de  l'unité  de  surface. 
Le  mot  de  perméabilité  semble  s'adapter  également  à  la  qua- 
lité qu'on  envisage  dans  les  différents  cas  :  on  peut  employer 
Texpression  de  perméabilité  calorifique  comme  synonyme  de 
conductibilité  ;  de  perméabilité  pour  les  lignes  de  forces, 
comme  synonyme  de  pouvoir  inducteur  spécifique;  de  per- 
méabilité magnétique,  comme  synonyme  de  pouvoir  conduc- 
teur pour  les  lignes  de  force.  »  {Reprint  ofpapers,  §  628.) 

884.  Corps  anisotropfis.  — Nous  n'avous  considéré  que  l'in- 
duction produite  sur  les  corps  isotropes.  Les  expériences  de 
Plûcker  sur  les  corps  à  texture  fibreuse  et  les  cristaux  ont 
montré  que  l'action  magnétique  pouvait  s'exercer  d'une  ma- 
nière inégale  dans  les  différentes  directions.  Poisson  avait 
prévu  Texistence  de  pareils  corps  et,  pour  les  concevoir  dans 
sa  théorie,  il  suffit  de  substituer  aux  sphères  conductrices, 
disséminées  dans  le  milieu  non  conducteur,  des  ellipsoïdes 
égaux  orientés  dans  une  même  direction.  Si  le  corps  ainsi 
constitué  «  était  une  sphère  homogène  et  qu'on  le  fit  tourner 
sans  déplacer  son  centre  de  gravité  et  sans  rien  changer  aux- 
forces  extérieures  ni  à  la  fonction  V,  les  actions  magnétiques 
de  ce  corps  changeraient  néanmoins  en  grandeur  et  en  direc- 
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lion.  Ce  cas  particulier  ne  s'étant  pas  encore  présenté  à  Tob- 
servatioQ,  nous  l'exclurons  de  nos  recherches,  quant  à  pré- 
sent... »  [Mémoire  sur  la  théorie  du  magnétisme^  Mém.  de  l'In- 
stitut pour  1821-22,  tome  V,  p.  278.) 

Pour  les  raisons  que  nous  avons  déjà  développées  en  élec- 
tricité (sift),  il  doit  exister  dans  ce  cas  trois  axes  d'aimanta- 
tion principaux  rectangulaires.  Si  on  place  successivement 
chacun  des  axes  dans  la  direction  du  champ,  on  aura,  entre  les 
coefficients  k^  k\  k"  de  susceptibilité  et  les  coefficients  [a,  ia\  ^ 
de  perméabilité,  les  relations 

Quand  le  corps  sera  orienté  d'une  manière  quelconque  par 
rapport  au  champ,  on  pourra  substituer  au  champ  réel  trois 
ch«imps  dont  les  directions  soient  rectangulaires  et  parallèles 
aux  axes  principaux,  et  considérer  l'aimantation  réelle  comme 
la  résultante  de  trois  aimantations. 

Cette  superposition  est  évidemment  légitime  toutes  les  fois 
qu'il  s'agit  de  corps  peu  magnétiques  ou  de  corps  diamagné- 
tiques;  elle  n'est  que  la  conséquence  du  principe  de  la  pro- 
portionnalité de  l'aimantation  à  la  force  magnétisante. 

asft.  Aimantation  uniforme.  —  Si  la  surface  d'un  corps  est 
telle  qu'une  aimantation  uniforme  dans  une  certaine  direc- 
tion produise  une  force  intérieure  constante,  et  qu'on  le  place 
dans  un  champ  uniforme  dont  la  force  est  parallèle  à  cette  di- 
rection, il  prendra  une  aimantation  uniforme,  puisque  la  force 
magnétisante  aura  la  même  valeur  en  tous  les  points,  et  cela 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire  aucune  restriction  sur  la 
grandeur  du  coefficient  k,  La  force  magnétisante  F  étant 
la  somme  de  l'intensité  du  champ  9  et  d'une  force  Cl  due  à 
l'aimantation  induite,  laquelle  est  évidemment  proportion- 
nelle à  l'intensité  d'aimantation,  on  aura 

1=:AF=A(9+C1), 
et,  par  suite, 

I T7^  C. 


I 


/fC 
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Comme  Taclion  intérieure  d'un  corps  aimanté  uniformé- 
ment est  donnée  (ssa)  par  les  dérivées  partielles  du  second 
ordre  du  potentiel  P  d'une  masse  homogène,  la  force  CI  ne  peut 
être  constante  que  si  la  fonction  P  est  représentée  par  une 
polynôme  du  second  degré,  c'est-à-dire  que  si  le  corps  est  li- 
mité par  une  surface  du  second  degré.  Lorsque  le  coefficient/: 
est  très  petite  c'est-à-dire  pour  tous  les  corps  diamagnétiqucs 
et  les  corps  peu  magnétiques,  on  a  sensiblement 

Dans  ce  cas,  1  aimantation  induite  dans  un  champ  uniforme 
est  uniforme  et  indépendante  de  la  surface  du  corps. 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que  l'induction  magnétique 
est  soumise  aux  mêmes  lois  que  l'induction  des  diélectriques, 
de  sorte  que  tous  les  résultats  auxquels  nous  sommes  arrivés 
en  électrostatique  sont  applicables  au  magnétisme,  sans 
autre  modification  que  la  substitution  du  potentiel  magné- 
tique au  potentiel  électrique,  et  du  coefficient  d'induction 
magnétique  au  pouvoir  inducteur  spécifique. 

386.  flphèr«. —  Pour  uuc  Sphère  aimantée  uniformément, 
on  a  (355) 

C  — 1^ 


L'aimantation  produite  sur  une  sphère  par  un  champ  uniforme 
sera  donc 

,  k  3  u. —  I        3  , 

1=  ' Ç>z=z— -1 ç=z_-//ç. 

4    ,       4-H'-H2       4- 


Le  coefficient  h  ou  ^ —  est  égal  à  l'unité  pour  les  corps 

conducteurs  en  électricité  ;  il  est  toujours  positif  et  plus  petit 
que  l'unité  pour  les  corps  magnétiques,  et  il  diffère  peu  de 
l'unité  quand  ^  est  grand.  Ce  coefficient  est,  au  contraire, 
négatif  et  très  petit  pour  les  corps  diamagnétiqucs. 
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Le  moment  magnétique  de  la  sphère  a  pour  valeur 

TJ  =  ul  =  hK'^. 

A  rintérieur,'  la  force  résultante  est 

/  3 


et  rinduction 

3;jL 


F^— Fia— ç 


ji-H-ii 


La  première  de  ces  expressions  représente  également  la 
force  totale  extérieure  sur  un  point  voisin  de  Téquateur,  et  la 
seconde  sur  un  point  voisin  du  pôle.  Le  rapport  de  ces  deux 

forces  est  donc  égal  à  -.  * 

Dans  le  cas  où  [i.  est  très  grand,  les  formules  se  simpli- 
fient, et  Ton  a  sensiblement 

F==-o, 
F,  =  3., 

887.  njpotiièM»  de  Poisson.  —  Si  Tou  imagine,  avec  Pois- 
son,  qu'un  corps  magnétique  soit  constitué  par  un  ensemble 
de  petites  sphères  d'une  conductibilité  magnétique  absolue 
(•^.=  oo),  disséminées  dans  un  milieu  non  magnétique,  le  rap- 
port du  volume  occupé  par  toutes  les  sphères  au  volume 
total  a  pour  expression  (i69) 


En  adoptant  ]a  valeur  (*  =  5oo  pour  le  fer,  il  vient 
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Or  la  valeur  maximum  que  puisse  atteindre  le  rapport  h  avec  des 
sphères  égales  est  ^^  —  i  —  Tr5-/j-  H  faudrait  donc  supposer 

dans  le  cas  actuel  que  les  sphères  ont  des  volumes  inégaux 
et  que  les  intervalles  des  plus  grosses  sont  remplis  par  des 
sphères  d*un  diamètre  moindre.  Seulement  il  parait  alors  bien 
diTRcile  que  les  sphères  voisines  ne  réagissent  pas  les  unes 
sur  les  autres  et  que  Taimantation  de  chacune  d'elles,  comme 
le  suppose  la  théorie  de  Poisson,  puisse  être  déterminée  uni- 
quement par  le  champ  extérieur. 

%%%.  Eiiipfl«vde.  —Cylindre.  —  Pour  un  ellipsoïde  aimanté 
uniformément  dans  une  direction  quelconque,  les  compo- 
santes de  la  force  intérieure  parallèles  aux  axes  sont  égaies 
respectivement  à  —AL,  — BM  et  — CN  (ase). 

Dans  un  champ  uniforme^  où  la  force  o  fait  avec  les  axes 
des  angles  dont  les  cosinus  sontX,  XV//,  les  composantes  de 
Taimantalion  seront 


Ces  équations  supposent  que  Taimantation  est  assez  faible 
pour  qu'il  soit  permis  de  superposer  les  effets  produits  dans 
des  directions  différentes. 

Si  Tun  des  axes  de  reUipsoïde  est  parallèleàia  direction  du 
champ,  Taxe  des  x  par  exemple,  on  a 


1 


k 


:âl^' 


et,  quelque  grande  que  soit  la  valeur  de  k^  l'aimantation  sera 
uniforme. 

On  pourra,  par  les  résultats  indiqués  au  n""  357,  appliquer 
celte  expression  à  différents  cas  parlicultors. 
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Pour  un  cylindro  circulaire  indéfini  perpendiculaire  à  la 
direction  du  champ  (ass),  on  aurait 


I 


k 


-\-'itM^' 


389.  Problème  de  Bariow.  —  Le  cas  d'une  couclie  diélec- 
trique comprise  entre  les  surfaces  de  deux  sphères  concen- 
triques et  située  dans  un  champ  uniforme  (lee)  correspond 
à  celui  d'une  couche  magnétique  de  même  forme  placée  dans 


Fig.  83 

les  mêmes  conditions.  Cette  question  est  connue  sous  le  nom 
à^  problème  de  Bariow. 

11  se  produit  alors,  comme  nous  l'avons  vu  en  électricité 
(i65),  deux  couches  magnétiques,  Tune  M,  sur  la  surface  in- 
terne Sf  (fig.  85),  et  l'autre  M^  sur  la  surface  externe  S^  du 
Yolume  considéré. 

Les  actions  intérieures  Ff  et  F^  de  ces  deux  couches  sont 
déterminées  par  les  équatious 


F.     _ 


F 


3(lJL-l)"      (,;t-,)[H-2UL- 2(11.-1)^]         9p.-h2(lJL-l/(l4-?)' 


OÙ  3  désigne  le  rapport  |  ~  j   des  cubes  des  rayons. 
L'action  des  deux  couches  est  constante  dans  l'intérieur  de 
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la  petite  sphère  S,  et  a  pour  valeur 


F 


? 


9î* 


mais  elle  n'est  pas  constante  dans  l'épaisseur  de  la  substance 
magnétique  ni  à  Textérieur. 
On  a  donc,  pour  Taction  totale  9  —  F  à  l'intérieur, 

9-F_2(t;.-i)^  8xA- 

et,  si  A^  est  très  grand, 

©  —  F     8    , ,       ^. 

._j^=_^A(i-p). 

Le  potentiel  extérieur  en  P  des  couches  M|  et  M^,  à  la  dis- 
tance 7'  du  centre  et  sur  un  rayon  qui  fait  l'angle  ù)  avec  la 
force  du  champ,  est 

al  COSfa)         []J,—  l)(l  -h|i.)(l  —  &)  _.«JC0S(i) 

en  posant 


"({X+2)(l-^2|l)-2P(lJL-l)» 


On  en  déduit,  pour  l'action  du  magnétisme  induit  en  deux 
points  situés  à  la  distance  r  sur  la  ligne  OA  et  sur  la  ligne  OB, 
e'est-à-dire  au  pôle  et  à  Téquateur, 
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390.  —  Pour  une  sphère  pleine  on  a  ^=o,  et,  par  suite, 

°        (l-f-2|l)(|l+2)        1x4-2 

Le  rapport  des  actions  exercées  au  même  point  par  une 
sphère  creuse  et  par  une  sphère  pleine  de  même  diamètre 
extérieur  est  donc 

A  (|x4-2)(l-h2tl.)(l-g) I^ 

A„'~(lx4-2)(H-2ll.)-23(p.-l)  ^_^__9l tJ 

(lx4-2)(n-2sx)'i-& 

Si  on  applique  cette  formule  au  fer  il  vient,  en  prenant  ja^doo, 

A  I 

A^""       j &_' 

lia'  !  —g 

En  donnant  à  ^  différentes  valeurs,  on  trouve  que,  tant  que 
Tépaisseur  de  la  couche  sphérique  est  plus  grande  que  le 
cinquième  du  rayon,  Taction  magnétique  à  l'extérieur  ne 
diffère  pas  de  0,01  de  celle  que  donnerait  une  sphère  pleine 
de  même  diamètre. 

Les  expériences  anciennes  de  Barlow  sont  conformes  aux  ré- 
sultats de  ce  calcul.  Avec  des  sphères  de  10  pouces  de  diamètre 
extérieur,  Barlow  n'a  pas  trouvé  de  différence  appréciable 
entre  les  actions  exercées  par  deux  sphères  différentes.  Tune 
pleine  et  l'autre  creuse,  cette  dernière  ayant  une  épaisseur 

égale  aux  ^  du  rayon. 

Au  contraire,  l'action  de  la  sphère  creuse  n'était  que  Icst^ 

de  celle  de  la  sphère  pleine,  quand  l'épaisseur  était  réduite  à  y* 
de  pouce  environ.  Avec  la  valeur  de|j.  =  5oo,  le  calcul  don- 
nerait- pour  le  rapport  des  deux  actions. 
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391.  —  Nous  avons  vu  (ass)  que  Taction  totale  au  voisioage 
d'une  sphère  pleine  est,  auprès  du  pôle, 


F^=i?; 


et,  auprès  de  l'équateur, 

3 


F.=: 


?: 


1X-+-2 

En  faisant  encore  ia=5oo,  comme  pour  le  fer  doux,  il  vient 


F^:=  3© =  3©  {  I ïT- ) , 

^  ^  2  •    \  2DO/ 


*~    *  5o2        '  5oo 

La  force  est  sensiblement  nulle  à  Téquateur,  et  elle  a  pris  au 
pôle  une  valeur  triple  de  la  force  du  champ. 
Si  le  coefficient  |/.  est  voisin  de  Tunité  et  qu'on  pose 

on  obtient  de  même 


„  i-ha         /     .  2a\ 


'■^3 


A  l'iatérieur  d'une  sphère  creuse,  la  force  est 

F=.ç —J- 

9iA 
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Si  le  coefficient  ^  est  très  grand,  on  peut  écrire 


'+^^>-^)('~-W 


Si  le  coefficient  \l  est  très  voisin  de  Tunité  et  qu'on  pose  en- 
core jji.=  i  +  a,  il  vient 


H-^«»(i--3) 


:i--a-(i-?). 
9 


Une  petite  aiguille  aimantée  introduite  dans  la  sphère 
creuse  y  détermine  une  nouvelle  couche  induite  qui  se  super- 
posera à  la  première  et  dont  il  est  facile  de  calculer  la  distri- 
bution, puisque  Faction  extérieure  d'une  pareille  aiguille 
équivaut  à  celle  d'une  sphère  aimantée  uniformément;  mais 
l'action  de  celte  nouvelle  couche  sera  toujours  parallèle  à 
Taxe  magnétique  de  Taiguille  et  n'influera  pas  sur  sa  direc- 
tion. Les  oscillations  de  cette  aiguille  ne  dépendent  donc  que 
de  l'action  résultante  du  champ  extérieur  et  des  couches 
ioduites  par  le  champ  lui-même. 

392.  Corp«  aiii8otrop€s.  —  Considérons  une  sphère  anisotrope 
dans  un  champ  uniforme.  Soient  A, A', A"  les  trois  coefficients 
principaux  d'aimantation  et  X^XVa'^  les  cosinus  des  angles  de 
l'intensité  9  du  champ  avec  les  axes  ;  les  coefficients  d'aiman- 
tation étant  supposés  très  petits,  les  intensités  des  trois  aiman- 
tations partielles  auront  pour  valeurs 

1  =^kX^, 

et  les  moments  magnétiques  correspondants  seront 
/n^=  ul  =  Hz>kW 
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On  en  déduit^  pour  le  moment  magnétique  résultant, 

L'axe  magnétique  résultant  de  la  sphère  fait  avec  les  axes  de 
coordonnées  des  angles  dont  les  cosinus  a,a',a'  sont  donnés 
par  les  équations 

a  CL    a."   î 

et  cet  axe  fait  avec  la  direction  du  champ  un  angle  0  défini 
par  la  relation 

COsO  =  aX  +  aX  -ha  a  — p 

En  désignant  par  M' le  moment  du  couple  produit  par  l'ac- 
tion du  champ  sur  la  sphère,  on  a 

M'=©MsinO, 
ou,  en  remplaçant  M  et  0  par  leurs  valeurs, 

M'^ = ç^M^  ( I  -  cos^e)=  u^o'  [W  -  [kX^ + kX' -^- k'^r^)] 

=  uy  ]  [xr  {/c'--A'')]3+[X0.(r~A')]^-h[).X'(A--A-')]^î. 

La  sphère  ne  peut  être  en  équilibre  qui  si  le  couple  produit 
par  l'action  du  champ  est  nul  ;  il  faut  donc  que  les  trois  carrés 
compris  dans  la  parenthèse  soient  nuls  séparément.  Comme 
les  coefficients  k,k\k'  sont  différents,  par  hypothèse,  il  faut 
que  deux  des  cosinus  X,X',X''  soient  égaux  à  zéro  et,  par  suite, 
que  Tun  des  axes  principaux  d'aimantation  coïncide  avec  la 
direction  du  champ. 

Le  calcul  qui  précède  convient  également  à  un  corps  ho- 
mogène de  forme  quelconque  situé  dans  un  champ  uniforme, 
puisque  le  moment  magnétique  par  rapport  à  l'un  des  axes 
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principaux  est  simplement  proportionnel  au  volume  du  corps 
et  à  la  composante  de  la  force  du  champ. 

Si  le  champ  est  variable,  on  supposera  infiniment  petit  le 
volume  considéré  de  la  substance  ;  le  moment  du  couple  qui 
tend  à  le  faire  tourner  autour  de  son  centre  de  gravité  aura 
encore  la  même  expression  en  fonction  de  l'intensité  du 
champ  au  point  occupé  par  Télément  de  volume. 

303.  OéterminmUon  expérimentale  des  coefflclento  d'alman- 

tatioB.  —  Lorsqu'un  cylindre  est  aimanté  d'une  manière 
uniforme  parallèlement  à  l'axe,  l'action  qu'il  exerce  sur  un 
point  intérieur  ne  dépend  que  des  deux  couches  terminales. 
Si  le  cylindre  est  très  allongé,  celte  action  est  négligeable 
pour  tous  les  points  dont  la  distance  à  Tune  des  extrémités 
reste  très  grande  par  rapport  au  diamètre  :  la  force  résul- 
tante sera  donc  produite  uniquement  par  les  masses  exté- 
rieures. Si  le  champ  extérieur  est  uniforme  et  parallèle  à 
l'axe^  l'aimantation  dans  la  plus  grande  partie  du  cylindre 
sera  uniforme  et  proportionnelle  à  l'intensité  du  champ.  Dans 
le  voisinage  des  extrémités  seulement,  Faimantalion  induite 
sera  un  peu  modifiée  :  la  couche  superficielle,  au  lieu  d'être 
uniforme  et  limitée  à  la  surface  terminale,  aura  une  distribu- 
tion plus  complexe  et  se  répandra  en  partie  sur  les  surfaces 
latérales. 

D'après  cela,  le  coefficient  d'aimantation  d'une  substance 
isotrope  peut  être  défini  comme  le  quotient  par  la  force  du 
champ  de  l'intensité  de  l'aimantation  qu'acquiert  un  cylindre 
infiniment  mince  de  la  substance,  placé  parallèlement  à  la 
force  dans  un  champ  uniforme,  ou  Taimantation  qu'il  prend 
dans  un  champ  égal  à  l'unité. 

De  même,  le  coefficient  d'aimantation  d'un  milieu  aniso- 
trope  dans  une  direction  déterminée  est  l'aimantation  longi- 
tudinale que  prendrait  un  cylindre  infiniment  mince  paral- 
lèle a  cette  direction  dans  un  champ  égal  à  l'unité. 

aMt.  —  On  voit  aussi  que,  pour  déterminer  le  coefficient 
d'aimantation  de  corps  très  magnétiques  comme  le  fer,  on  ne 
peut  se  servir  de  l'action  extérieure  produite  par  des  sphères 
ou  des  corps  allongés  dans  une  direction  perpendiculaire  au 
champ.  En  effet,  le  rapport  de  l'aimantation  à  la  force  est 
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respectivement  égal  à 
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suivant  que  le  corps  est  une  sphère,  un  disque  ou  un  ellip- 
soïde de  révolution  très  allongé.  Ces  rapports  diffèrent  trop 
peu  des  valeurs  approchées  qu'on  obtient  en  y  faisant  k  in- 
fini, pour  qu'il  soit  possible  d'en  déduire  la  valeur  du  coeffi- 
cients avec  quelque  précision. 

Au  contraire,  avec  les  corps  allongés  parallèlement  aux  li- 
gnes de  force,  l'aimantation  tend  à  devenir  sensiblement  pro- 
portionnelle à  k  et  indépendante  de  la  forme  du  corps. 

S95«  Déplacenent  des  corps  dmas  un  ehmaip  ■taynétl^we. — At- 

tnifstioiis  et  répuuions.  —  L'énergie  potentielle  d'une  sphère 
diélectrique  infiniment  petite  (ivs)  dans  un  champ  est 

Cette  expression  représente  aussi  l'énergie  d'une  sphère 
magnétique  infiniment  petite  et  même  d'un  élément  de  vo- 
lume quelconque  d'une  substance  homogène  et  isotrope  dont 
le  coefficient  d'aimantation,  positif  ou  négatif,  est  très  faible  ; 

on  a  alors  •7-=k\  etW— — aA— . 

Pour  un  déplacement  très  petit,  la  variation  d'énergie  est 

rfW=-^rf(^'). 

Si  le  corps  est  magnétique,  le  coefficient  A;  est  positif,  Téner* 
gie  diminue  quand  le  corps  se  rapproche  des  points  où  la 
valeur  absolue  de  la  force  est  maximum.  Un  corps  magnétique 
très  petit  dans  un  champ  variable  tend  donc  à  marcher  vers 
les  points  où  la  force  est  maximum.  Comme  il  n'y  a  pas  de 
maximum  absolu  de  force  en  dehors  des  masses  agissantes 
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(i9o},  il  en  résulte  que  si  ce  corps  est  abandonné  à  lui-même, 
il  finira  par  aboutir  à  la  surface  des  aimants;  il  est  donc 
attiré  par  les  aimants. 

Pour  les  substances  diamagnétiques,  le  coefficient  k  est  né- 
gatif. Un  petit  corps  diamagnétique  se  rapproche  des  points 
où  la  force  est  minimum;  il  tend  à  s'éloigner  de  plus  en  plus 
des  centres  de  force,  il  est  donc  repoussé  par  les  aimants. 

Comme  le  champ  peut  renfermer  des  points  où  la  force  est 
nulle,  et  qui  sont  alors  des  minima  absolus  pour  la  valeur  de  9% 
on  voit  qu'il  peut  y  avoir  é(|uilibre  stable  pour  un  corps  dia- 
magnétique dans  un  champ  variable,  en  dehors  des  masses 
agissantes. 

Faraday  avait  déjà  énoncé,  comme  résultat  de  Texpé- 
rience,  celte  loi  que  les  corps  magnétiques  marchent  vers  les 
points  où  la  force  est  maximum  et  les  corps  diamagnétiques  vers 
les  points  oii  la  force  est  minimum.  C'est  à  sir  W.  Thomson 
que  l'on  doit  la  véritable  interprétation  du  phénomène. 

Dans  un  champ  uniforme,  l'énergie  d'un  petit  corps  iso- 
trope«  magnétique  ou  diamagnétique,  est  constante  et  par 
conséquent  la  force  nulle. 

80e.  —  Pour  un  corps  magnétique  anisotrope,  l'énergie 
totale  est  la  somme  des  énergies  qui  correspondent  aux  mo- 
ments magnétiques  uf^hX^  u<^k"k\  u(^V\\  dus  aux  composantes 
çX,  (pX',  9//  de  la  force  parallèles  aux  trois  axes;  on  a  donc 


W^-  u^k\^-^k'^i:^+k\'^). 


Si  le  corps  est  astreint  à  tourner  autour  de  son  centre  de 
gravité,  l'équilibre  stable  correspond  au  cas  où  l'énergie  est 
minimum,  c'est-à-dire  au  cas  où  l'expression  comprise  entre 
parenthèses  est  maximum. 

Comme  il  est  déjà  nécessaire,  pour  l'équilibre,  que  deux 
des  cosinus  \,  \'  et  V  soient  nuls,  ce  maximum  aura  lieu 
quand  la  parenthèse  se  réduira  au  terme  qui  correspond  au 
plus  grand  des  coefficients  A,  A'  et  k\  Alors  l'axe  de  plus 
grande  aimantation  est  parallèle  à  la  force  du  champ. 

Si  le  corps  passe  d'une  position  pour  laquelle  la  force  et  la 
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direction  du  champ  sont  définies  par  çi,  X,^  Xj,  Xî,  à  une  autre 
position  pour  laquelle  les  valeurs  des  mêmes  quantités  sont 
Os,  X„  Xj,  X",  la  variation  d'énergie  est 

Cette  variation  est  négative,  et  le  déplacement  tend  à  se  faire 
sous  la  seule  influence  des  forces  magnétiques,  lorsque  la 
parenthèse  est  positive. 

Si  le  corps  est  assujetti  à  se  déplacer  parallèlement  à  lui- 
même,  Texpression  précédente  devient 

w,-w,=-i*[Ax»H-*r*4-Fx^(9Î-9î). 


On  voit  que  le  corps  tendra,  dans  tous  les  cas,  à  marcher 
\ers  les  points  où  la  force  est  maximum.  Cette  tendance  sera 
d'ailleurs  d'autant  plus  marquée  que  le  second  facteur  sera 
plus  grand;  elle  sera  maximum  quand  Taxe  principal  de 
plus  grande  aimantation  sera  parallèle  au  champ,  minimum 
quand  elle  lui  sera  perpendiculaire. 

897.  —  Si  le  corps  est  diamagnétique^  les  valeurs  de  A*,  k\  k' 
sont  négatives  et  les  conclusions  opposées  à  celles  qui  précè- 
dent. L'équilibre  stable  dans  un  champ  uniforme  a  lieu  quand 
l'axe  de  plus  faible  aimantation  est  parallèle  à  la  direction  du 
champ.  Dans  un  champ  variable  le  corps  tend  à  se  déplacer 
dans  le  sens  où  la  force  décroit,  et  l'action  est  maximum  quand 
l'axe  de  plus  faible  aimantation  est  parallèle  aux  lignes  de 
force.  Ces  deux  causes  peuvent  agir  en  sens  contraires  et  donner 
des  effets  différents  suivant  que  Tune  ou  Tautre  sera  prédo- 
minante. C^est  ainsi  qu'on  peut  expliquer  beaucoup  d'expé- 
riences qui  ont  paru  pendant  longtemps  contradictoires  ou 
paradoxales. 

Les  résultats  seraient  encore  plus  complexes  pour  les  corps 
dont  les  coefficients  principaux  d'aimantation  ne  seraient  pas 
tous  trois  de  même  signe. 

De  pareils  corps  seraient  magnétiques  dans  certaines  condi- 
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lions  et  diamagnéliques  dans  d'autres.  On  n'en  connaît  aucun 
exemple;  mais  le  cas  pourrait  être  réalisé  artificiellement  en 
plaçant,  dans  un  champ  non  uniforme,  une  sphère  magné- 
tique cristallisée  entourée  d'un  fluide  également  magnétique 
et  dont  le  coefficient  d'aimantation  serait  intermédiaire  entre 
les  coefficients  de  plus  grande  et  de  plus  petite  aimantation  de 
la  sphère.  La  sphère  serait  magnétique  suivant  Taxe  de  plus 
grande  aimantation^diamagnétique  suivant  Taxe  déplus  faible 
aimantation;  elle  se  dirigerait  dans  le  sens  des  forces  crois- 
santes quand  le  premier  de  ces  axes  serait  parallèle  au  champ, 
dans  le  sens  inverse  quand  ce  serait  le  second.  Ces  actions 
sont  d'ailleurs  si  faibles  qu'il  y  aurait  sans  doute  de  grandes 
difficultés  à  les  mettre  en  évidence. 

898.  Équilibre  de^maMe»  allonn^es  dans  un  champ  uniforme. 

—  Nous  avons  vu,  en  électrostatique  (iss),  qu'un  cylindre  al- 
longé conducteur  placé  dans  un  champ  uniforme  est  en  équi- 
libre lorsque  l'axe  du  cylindre  est  perpendiculaire  ou  paral- 
lèle à  la  force  du  champ,  que  cet  équilibre  est  instable  dans  le 
premier  cas  et  stable  dans  le  second. 

Il  doit  en  être  de  même  pour  une  masse  allongée  de  fer 
doux  placée  dans  un  champ  magnétique  uniforme,  puisque 
l'aimantation  d'une  sphère  de  fer  doux  est  une  fraction  très 

voisine  de  l'unité,  h:=z- ,  de  l'électrisation  que  prendrait 

celte  sphère  dans  un  champ  électrique  où  les  forces  auraient 
les  mêmes  valeurs  absolues. 

On  sait  en  effet,  depuis  Gilbert,  qu'une  aiguille  de  fer  doux 
mobile  autour  d'un  axe  vertical  se  met  en  équilibre  dans  le 
méridien  magnétique,  et  que,  si  elle  était  mobile  autour  de 
son  centre  de  gravité,  elle  prendrait  la  direction  de  l'aiguille 
d'inclinaison. 

Toutefois  il  ne  suffit  pas,  pour  expliquer  cette  expérience, 
de  dire  que  le  fer  s'aimante  en  chaque  point  parallèlement  à 
la  force  du  champ,  car  alors  l'aiguille  devrait  être  en  équi- 
libre dans  toutes  les  positions;  il  faut  donc  que  l'aimantation 
de  la  masse  ne  soit  pas  uniforme. 

Le  couple  qui  agit  sur  l'aiguille,  quand  clic  est  oblique  à  la 
force  du  champ,  tient  à  ce  que  les  réactions  des  différentes 

Elccir.  vl  Mflfjn,  1  —   28 
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particules  ont  modifié  raimantation;  la  direction  parallèle  au 
champ  est  celle  qui,  par  suite  de  ces  réactions,  correspond 
au  maximum  d'aimantation. 

aott.  —  Considérons,  en  effet,  une  série  de  balles  de  fer  doux 
B,  B',  B*,...  fixées  sur  un  axe  non  magnétique  et  placées  dans 
un  champ  uniforme;  soit  a  Tangle  de  Taxe  avec  la  direction 
du  champ. 

Si  ces  balles  sont  assez  éloignées  pour  ne  pas  réagir  les  unes 
sur  les  autres,  Taimantation  de  chacune  d'elles  est  parallèle  au 
champ  et  l'action  résultante  est  nulle.  Mais,  si  la  distance  des 
balles  n'est  pas  très  grande  par  rapport  à  leurs  dimensions, 
il  est  clair  que  l'aimantation  de  chacune  d'elles  est  augmentée 
par  leurs  réactions  et  qu'elle  a  lieu  suivant  des  directions  qui 
font  avec  l'axe  des  angles  w,  wV-.  plus  petits  que  a  et  varia- 
bles d'une  sphère  à  l'autre.  Chaque  sphère  n'est  plus  en  équi- 
libre, elle  est  soumise  à  l'action  d'un  couple,  et  l'ensemble  de 
ces  couples  tend  a  ramener  Taxe  commun  dans  la  direction  du 
champ.  Dans  cette  position  l'aimantation  est  maximum. 

Au  contraire,  si  Taxe  est  perpendiculaire  à  la  direction  du 
champ,  les  actions  réciproques  tendent  à  diminuer  l'aiman- 
tation de  chacune  des  balles  isolées;  il  y  a  équilibre  instable 
et  l'aimantation  de  l'ensemble  des  sphères  est  minimum. 

Ainsi,  l'existence  d'une  position  d'équilibre  stable  pour  une 
aiguille  magnétique  dans  un  champ  uniforme  implique  l'exis- 
tence de  réactions  entre  les  différents  éléments  magnétiques 
qui  la  composent;  il  est  donc  en  contradiction  avec  l'hypo- 
thèse de  Poisson  sur  la  constitution  des  corps  magnétiques 
laquelle  admet  que  ces  réactions  n'existent  pas. 

400.  —  Les  conséquences  seraient  à  peu  près  les  mêmes 
pour  l'équilibre  d'un  corps  diamagnélique,  quoique  les  réac- 
tions agissent  dans  un  sens  opposé. 

En  effet,  l'aimantation  induite  est  alors  de  sens  contraire  à 
la  force  magnétisante.  Une  série  de  balles  B,  B',  B%...,  dis- 
posées sur  une  droite  perpendiculaire  au  champ,  s'aimantent 
dans  une  direction  opposée  à  celle  du  champ;  les  réactions 
augmentent  donc  la  force  magnétisante  sur  chacune  des  balles. 
Cette  direction  correspond  dès  lors  à  un  maximum  d'aiman- 
tation et  à  un  état  d'équilibre. 
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Supposons  maintenaat  que  la  ligne  des  balles  fasse  un 
angle  x  avec  la  direction  du  champ;  comme  le  sens  de  Tai- 
mantation  est  inverse  et  que  chaque  pôle  tpnd  à  développerjun 
pôle  de  même  nom  dans  la  partie  la  plus  voisine  d'uneautre 
balle,  les  réactions  diminuent  la  force  magnétisante  et  en  mo- 
difient la  direction  ;  Teffet  est  d'ailleurs  d  autant  plus  marqué 
que  Tangle  a  est  plus  petit.  Les  couples  qui  agissent  sur  les 
sphères  tendent  encore  à  faire  prendre  à  Taxe  une  direction 
parallèle  au  champ.  L'aimantation  est  alors  minimum. 

Ainsi  une  aiguille  diamagnétique  doitaussi,  dans  un  champ 
uniforme,  prendre  une  direction  parallèle  à  celle  du  champ 
pour  être  en  équilibre  stable. 

Toutefois,  le  coefficient  d'aimantation  pour  les  corps  dia- 
magnétiques  est  tellement  faible,  que  les  réactions  des  parti- 
cules sont  négligeables  et  que  leur  effet  doit  échapper  à  tout 
moyen  d'observation. 

En  fait,  une  aiguille  diamagnétique,  pourvu  qu'elle  ne  soit 
pas  cristallisée,  est  en  équilibre  indifférent  dans  un  champ 
magnétique  uniforme;  dans  toutes  les  expériences  où  Ton 
constate  des  phénomènes  de  direction,  l'effet  est  dû  aux  pro- 
priétés magnéto-cristallines  (se?)  du  corps  en  observation. 

•&OI .  ÉquiUkrc  «es  corp«  «•■«  un  ehamp  Tarlable.  —  Dans  un 

champ  variable  les  phénomènes  sont  plus  complexes. 

Les  corps  diamagnétiques  obéissent  simplement  à  la  loi  de 
Faraday,  c*est-à-dire  que  chacun  des  éléments  de  volume  tend 
à  se  déplacer  vers  les  points  où  la  force  est  minimum,  et  le 
mouvement  de  l'ensemble  du  système  est  déterminé  par  cette 
tendance  de  chaque  élément. 

Considérons,  par  exemple,  le  champ  produit  par  les  pôles 
opposés  A  et  A'  de  deux  aimants  identiques,  ou  par  les  deux 
pôles  d'un  aimant  en  fer  à  cheval,  ou,  plus  simplement,  le 
cham  p  de  deux  masses  égales  et  de  signes  contraires  (fig.  34). 

Au  centre  de  figure  0,  à  égale  distance  des  deux  aimants,  la 
force  a  une  valeur  minimum  par  rapport  à  la  ligne  diamé- 
trale AA\  et  une  valeur  maximum  par  rapport  a  une  direction 
Or  normale  à  la  première.  Une  petite  sphère  magnétique 
isotrope,  mobile  seulement  le  long  de  la  droite  Oj,  marche 
vers  le  point  0  où  elle  est  en  équilibre  stable;  une  sphère 
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diamagnétique  dans  les  uièines  conditions  sérail  en  équilibre 
instable  au  point  0,  et  tendrait  à  s'en  écarter  indéfiniment. 
Si  même  cette  sphère  était  absolument  libre  et  située  sur  la 
droite  Oj  à  une  petite  dislance  du  point  0,  elle  s'éloignerait 
de  ce  point  en  suivant  la  ligne  Oj,  c'est-à-dire  normalement 
aux  lignes  de  force,  parce  que  c'est  la  direction  suivant  la- 
quelle la  force  varie  le  plus  rapidement. 

402.  —  Une  aiguille  allongée  magnétique,  mobile  autour 
du  point  0,  se  dispose  parallèlement  à  la  ligne  des  pôles  Aâ\ 
en  équilibre  stable,  chacun  des  éléments  de  volume  se  por- 
tant vers  les  points  où  la  force  est  maximum. 

Pour  une  aiguille  diamagnétique,  au  contraire,  la  position 
d'équilibre  stable  correspond  à  la  direction  perpendiculaire 
à  la  ligne  des  pôles. 

Les  aiguilles  se  mettent  donc  parallèlement  ou  transversa- 
lement à  la  ligne  de  deux  pôles  de  noms  contraires,  suivant 
que  le  coefficient  d'aimantation  est  positif  ou  négatif.  Delà 
les  noms  de  paramagnétiqiies  ou  de  diamagnétiqties  donnés 
par  Faraday  aux  corps  qui  appartiennent  à  la  première  ou  à 
la  seconde  classe. 

4.03,  —  Nous  venons  de  voir  que,  même  dans  un  champ  uni- 
forme, une  aiguille  magnétique  se  place  parallèlement  aux 
lignes  de  force^  et  d'autre  part,  les  difierenls  éléments  tendent 
à  marcher  vers  les  points  où  la  force  est  maximum. 

Lorsque  ces  deux  espèces  d'actions  sont  concordantes  comme 
dans  le  cas  qui  précède,  la  position  d'équilibre  est  facile  à 
déterminer;  mais  il  peut  arriver  que  la  tendance  de  chacun 
des  éléments  à  marcher  vers  les  maxima  de  force  ait  pour  ré- 
sultat d'amener  le  système  dans  une  direction  qui  ne  soit  pas 
parallèle  aux  lignes  de  force.  Alors  la  position  d'équilibre 
dépend  des  conditions  de  lexpérience.  Imaginons,  par  exem- 
ple, une  série  d'aiguilles  de  fer  doux  identiques  disposées 
normalement  et  à  égales  distances  les  unes  des  autres  sur 
une  tige  non  magnétique,  et  plaçons  ce  système  entre  les 
pôles  opposés  des  deux  aimanls.  Si  les  aiguilles  sont  très  écar- 
tées, chacune  d'elles  tend  à  se  mettre  parallèlement  aux 
lignes  de  force  et  le  système  entier  sera  en  équilibre  perpen- 
diculairement à  la  ligne  des  pôles.  Si,  au  contraire,  on  rac- 
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coiircil  les  aiguilles  de  plus  en  plus,  ou  si  on  les  multiplie  de 
manière  à  les  rapprocher  presque  au  contact,  il  arrivera  un 
moment  où  la  tendance  de  chacune  d'elles  à  se  porter  vers  les 
points  de  force  maximum  deviendra  prédominante  et  le  sys- 
tème entier  se  placera  celte  fois  parallèlement  aux  lignes  de 
force,  c'est-à-dire  suivant  la  ligne  des  pôles. 

On  conçoit  que  tous  les  cas  intermédiaires  puissent  se 
présenter  et  même  que,  pour  un  système  magnétique  donné, 
la  direction  d'équilibre  parallèle  ou  transverse  dépende  de  la 
loi  de  variation  du  champ  dans  lequel  il  est  placé. 

404.  0«elllatlonfl  d'une  algput lie  isotrope  inflniment  petite. — 

Le  problème  est  identique  à  celui  qui  a  été  traité  précédem- 
ment (t83,  184:)  pour  les  diélectriques. 

En  particulier,  si  le  champ  est  symétrique  par  rapport  au 
centre  de  l'aiguille,  la  durée  des  oscillations  est  donnée  par  la 
formule 

/2  — -2jP. 


KA+B' 


et  est  indépendante  de  la  longueur  de  Taiguille.  Ce  dernier 
fait  avait  été  trouvé  expérimentalement  par  Mattcucci  pour 
des  aiguilles  de  bismuth  non  cristallisées;  Texplication  en  a 
été  donnée  par  sir  W.  Thomson. 
Dans  le  cas  actuel^  le  coefficient 


^4    , 


se  réduit  sensiblement  a  une  constante  pour  les  grandes  va- 
leurs de  k  et  devient  égal  à  k  pour  les  petites.  La  méthode 
des  oscillations  dans  un  champ  symétrique  ne  pourra  donc 
être  employée  pour  déterminer  le  cocfGcient  d'aimantation 
de  corps  très  magnétiques  comme  le  fer  ;  au  contraire,  elle 
conviendra  très  bien  au  cas  de  corps  faiblement  magnétiques 
ou  de  corps  diamagnétiques. 

Si  le  champ  varie  d'une  manière  quelconque,  la  méthode 
des  oscillations,  même  pour  les  corps  à  coefficient  très  faible, 
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fournirait  difficilement  de  bonnes  déterminations  de  la  valeur 
de  k,  La  position  d'équilibre  de  Taiguille  dépend  alors,  comme 
nous  Vavons  vu,  de  la  loi  de  variation  du  champ  et  de  la  lon- 
gueur de  Taiguille  ;  il  en  est  de  même  de  la  durée  des  oscil- 
lations. 

405.  Inflnenee  de  1«  températare.  —  La  température  a  une 

influence  bien  marquée  sur  la  valeur  du  coefficient  k;  cepen- 
dant il  reste  encore  beaucoup  d'incertitudes  sur  les  lois  de  la 
variation. 

Le  fait  le  plus  anciennement  connu  et  le  mieux  caractérisé 
est  que  le  fer  doux  a  perdu,  au  rouge,  d*unc  manière  à  peu 
près  absolue,  ses  propriétés  magnétiques.  La  même  chose  se 
produit  pour  le  nickel  a  partir  de  300  degrés;  elle  n'arrive,  au 
contraire^  pour  le  cobalt,  que  vers  la  température  de  fusion 
du  cuivre. 

Si  on  ne  considère  que  des  températures  comprises  entre 
—  20  et  150  degrés,  on  trouve  que  le  pouvoir  inducteur  du  fer 
reste  sensiblement  constant,  bien  qu'il  y  ait  lieu  de  croire 
qu'il  est  d*abord  croissant  et  passe  par  un  maximum  ;  que 
celui  du  nickel  décroît  d'une  façon  continue;  enfin  que  celui 
du  cobalt  est  constamment  croissant.  L'existence  d'un  maxi- 
mum vers  le  rouge  est  certaine  pour  ce  dernier  métal. 

La  chaleur  agit  aussi  sur  les  corps  cristallisés  magnétiques 
ou  diamagnéliqucs,  non  seulement  pour  diminuer  les  coeffi- 
cients, mais  pour  diminuer  les  propriétés  magnéto-cristal- 
lines qui  tiennent  surtout  à  la  diiïérence  de  ces  coefficients. 
Pour  le  bismuth,  la  diiïérence  des  coefficients  diminue  de 
moitié  de  30  à  140  degrés;  et,  pour  le  carbonate  de  fer,  des 
deux  tiers  entre  les  mêmes  limites  de  température. 
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4oe.  Aimantation.  —  Poiir  aimanter  un  corps  doué  de 
force  coercitive,  un  barreau  d'acier  par  exemple,  on  peut  le 
placer  dans  un  champ  magnétique  constant  ou  soumettre 
successivement  ses  différents  points  à  Taction  d'un  champ 
variable,  comme  celui  qu'on  obtient  en  frottant  le  barreau 
avec  un  aimant. 

Ce  dernier  procédé  ^st  le  plus  anciennement  et  le  plus  fré- 
quemment employé.  Chacun  des  points  du  barreau  prend  à 
chaque  instant  une  aimantation  qui  dépend  de  Taimantation 
déjà  acquise,  de  la  force  résultante  actuelle  et,  jusqu'à  un 
certain  point,  du  temps  pendant  lequel  elle  agit. 

Quelle  que  soit  la  méthode  employée,  une  partie  du  magné- 
tisme développé  est  temporaire  et  disparaît  avec  les  forces 
extérieures.  Une  autre  partie  est  permanente  ou  résiduelle  et 
toutes  les  expériences  montrent  que  ces  deux  espèces  d'aiman- 
tation ont  une  limite  maximum. 

Avec  le  fer,  l'aimantation  temporaire  est  plus  grande  et 
l'aimantation  résiduelle  plus  faible  que  pour  l'acier  ;  mais 
l'une  et  l'autre  ont  un  maximum  dépendant  uniquement  de 
la  qualité  de  la  matière.  Dans  le  cas  des  forces  très  faibles, 
l'aimantation  paraît  être  purement  temporaire  aussi  bien 
pour  l'acier  que  pour  le  fer. 

Le  problème  général  de  l'aimantation  consisterait  à  déter- 
miner, pour  un  corps  de  forme  et  de  nature  données,  soumis  à 
des  forces  connues,  quelle  serait  en  chaque  point  l'aimanta- 
tion temporaire  et,  ces  forces  extérieures  une  fois  supprimées, 
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raimantalion  résiduelle.  Ce  problème  n'a  élé  résolu  théori- 
quement que  dans  un  très  petit  nombre  de  cas. 

407.  Induction  de  Falmant  sur  lui-même.  —  Force  démafpné- 

Usante.  —  Le  magnétisme  définitif  d'un  aimant  doit  être 
considéré  comme  formé  de  deux  parties,  Tune  due  aux  masses 
magnétiques  maintenues  fixes  par  la  force  coercitive,et  qu'on 
peut  appeler  le  magnétisme  rigide,  l'autre  résultant  de  Tin- 
duction  de  la  première  sur  le  corps  magnétique,  et  qui  consti- 
tue le  magnétisme  induit. 

L'action  intérieure  du  magnétisme  induit  est  évidemment 
de  sens  contraire  à  la  force  qui  le  produit;  il  en  résulte  que 
l'induction  d'un  aimant  sur  lui-même  tend  toujours  à  dimi- 
nuer l'aimantation  et  agit  comme  force  démagnétisante. 

Le  magnétisme  apparent,  celui  dont  nous  observons  les  ef- 
fets, résulte  de  la  superposition  de  ces  deux  magnétismes. 
Aussi  la  détermination  de  l'intensité  et  de  la  distribution  du 
magnétisme  apparent  présentera-t-elle,  en  général,  de  grandes 
difficultés. 

Le  problème  se  simplifie  quand  la  force  démagnétisante 
est  en  chaque  point  proportionnelle  au  magnétisme  rigide  qui 
existe  en  ce  point;  la  loi  de  la  distribution  est  alors  la  même 
que  si  l'effet  secondaire  d'induction  n'existait  pas. 

En  particulier,  dans  le  cas  où  le  magnétisme  rigide  est  uni- 
forme, le  magnétisme  apparent  sera  lui-même  uniforme,  si 
l'action  inductrice  secondaire  est  constante  dans  l'intérieur  de 
Taimant. 

Cette  condition  est  réalisée,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 
pour  une  sphère  aimantée  uniformément;  elle  l'est  égale- 
ment pour  un  ellipsoïde  ayant  une  aimantation  uniforme  pa- 
rallèle à  l'un  des  axes,  et  pour  un  cylindre  circulaire  droit 
indéfini,  aimanté  perpendiculairement  à  l'axe. 

408.  —  Considérons  d'abord  une  sphère.  Désignons  par  1 
l'aimantation  rigide,  par  V  l'aimantation  induite  et  par  1, 
l'aimantation  apparente;  la  force  démagnétisante  est  alors 

(355)  égale  à  -r.rA^,  et  l'on  a 


y^hV,^h'\TA,=:jÀr.[\-{'), 
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On  en  déduit 

Pour  un  ellipsoïde  aimanté  parallèlement  à  l'un  des  axes, 
l'action  démagnétisante  a  pour  valeur  I^L,  l^M  ou  I^N,  sui- 
vant Taxe  dont  il  s'agit  (350).  Elle  est  41^14  ou  tt^v^i  —  e^I^  pour 
un  disque,  suivant  qu'il  est  aimanté  transversalement  ou  pa- 
rallèlement à  un  diamètre  (357).  Pour  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution allongé,  elle  est  2^1^  si  l'aimantation  est  transversale, 

et  41^14— f/.-T —  ï  )  si  l'aimantation  est  longitudinale  (357). 

Cette  dernière  expression  tend  vers  zéro  quand  le  rapport 

-  diminue  de  plus  en  plus.  La  force  démagnétisante  serait 

encore  plus  petite  pour  un  long  cylindre  (373). 

La  forme  de  lames  minces  ou  de  cylindres  très  allongés  est 
donc  celle  qui  convient  le  mieux  pour  obtenir  des  aimants 
permanents,  puisque  la  force  démagnétisante  est  alors  la  plus 
faible  possible.  Ce  sont,  en  effet,  les  formes  qui  ont  été  consa- 
crées par  la  pratique.  L'expérience  montre,  en  outre,  que  l'in- 
fluence de  la  trempe  est  alors  beaucoup  moindre  que  dans 
le  cas  des  aimants  gros  et  courts.  Coulomb  avait  déjà  constaté 
que  la  trempe  n'a  qu'une  influence  peu  appréciable  sur  la 
rigidité  magnétique  d'un  fil  d'acier. 

400.  Cas  partieulierfi  d'aimantation.  — Sphère.  — Il  résulte 

de  la  discussion  qui  précède  qu'une  sphère  d'acier  pleine, 
homogène  et  isotrope,  placée  dans  un  champ  magnétique  uni- 
forme, prendra  une  aimantation  temporaire  uniforme  et  gar- 
dera ensuite  une  aimantation  résiduelle  uniforme. 

L'aimantation  temporaire  aura  une  expression  de  la 
forme 

dans  laquelle  le  coefficient  k  doit  être  regardé,  non  plus 
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comme  une  quantité  constante,  mais  comme  une  fonction  de 

l'intensité  F  du  champ  réel;  la  fraction  par  laquelle  on  doit 

multiplier  la  force  F  pour  avoir  Taimantation  I,  tend,  eo 

1^ 
effet,  à  devenir  en  raison  inverse  de  F»  c'est-à-dire  égale  à  p» 

à  mesure  que  F  augmente,  puisque  Taimantation  tend  vers 
un  maximum  I  . 

o 

De  même,  Taimantation  résiduelle  est  une  fraction  de  Tai- 
mantation  temporaire,  fraction  variable  et  qui  tend  vers  une 

valeur  limite  —,  puisque  l'aimantation  résiduelle  a  un  maii- 

mum;  celle-ci  est  alors  une  fraction  -^  de  l'aimantation  tem- 

m 

poraire  maximum. 

Dans  tous  les  cas,  la  loi  de  la  distribution  est  la  même  :  la 

densité  en  chaque  point  est  égale  à  la  projection  normale 

de  l'aimantation,  c'est-à-dire  proportionnelle  à  l'abscisse  du 

point  comptée  à  partir  du  centre  sur  le  diamètre  parallèle  à 

l'aimantation.  La  densité  linéaire  comptée  suivant  le  même 

axe  est  également  proportionnelle  à  l'abscisse.  Le  moment  de 

sphère  est  uL,  la  masse  totale  de  chacune  des  couches  7  —, 
*  '  4  ^ 

la  distance  des  pôles -7-'  ^^  chaque  pôle  est  au  ^  du  rayon  à 

partir  du  centre. 

4io.  Ellipsoïde,  —  Il  en  est  de  même  pour  un  ellipsoïde 
homogène  et  isotrope  dont  un  des  axes  coïncidait  pendant 
l'aimantation  avec  la  direction  du  champ  uniforme;  il  faut 

seulement  remplacer  le  facteur  tt::  par  un  coefficient  L  qui 

dépend  de  la  forme  de  l'ellipsoïde  (359). 

L'aimantation  maximum  I  et  la  fraction  —  qui  détermine 

le  maximum  d'aimantation  résiduelle  ont  des  valeurs  qui 
sontliéesà  celles  qui  correspondent  à  la  sphère  par  des  rela- 
tions qui  dépendent  de  la  forme  de  l'ellipsoïde. 

La  loi  de  distribution  est  encore  connue  et  les  pôles  sont  «à 
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une  distance  du  centre  égale  au  ^  du  demi-axe  parallèle  à 

Taimantation. 

On  pourra,  de  même,  obtenir  un  aimant  uniforme  avec  un 
disque  circulaire  aimanté  perpendiculairement  à  un  plan  ou 
parallèlement  à  un  diamètre  (ssv). 

411.  Tore.  —  Un  cas  simple  réalisable  expérimentale- 
ment est  celui  d*un  corps  limité  par  une  surface  canal  fer- 
mée,  un  tore  par  exemple,  dans  laquelle  Taimantation  serait 
en  chaque  point  parallèle  à  Taxe.  L'aimant  peut  alors  être 
considéré  comme  formé  de  solénoïdes  simples,  parallèles  à 
Taxe,  et  fermés  sur  eux-mêmes  (avi),  Faction  extérieure  du 
système  est  toujours  rigoureusement  nulle. 

41S.  Cylindre.  —  On  peut  encore  joindre  aux  exemples  qui 
précèdent  et  qui  correspondent  à  des  volumes  finis  et  réalisa- 
bles en  toute  rigueur^  celui  d'un  cylindre  circulaire  indéfini, 
homogène  etisotrope,  situé  dansun  champ  uniforme  perpendi- 
culaire à  Taxe;  Taimantation  est  alors  représentée  par  l'ex- 
pression 

1:=— ^F. 

Les  cas  que  nous  venons  d'examiner  paraissent  être  les 
seuls  où  Ton  puisse  déterminer  théoriquement  la  distribution 
du  magnétisme,  au  moins  lorsque  le  coefficient  k  n'est  pas  in- 
dépendant de  la  force  magnétisante. 

418.  Aimanto  quelconques.  —  Méthodes  expérimentulefi.  — 

Pour  un  corps  quelconque  le  problème  de  l'aimantation  ne 
peut  être  abordé  que  d'une  manière  expérimentale  par  l'étude 
des  actions  extérieures  ;  mais  nous  avons  déjà  fait  remarquer 
que  la  connaissance  du  champ  extérieur  d'un  aimant  ne  peut 
rien  apprendre  sur  la  distribution  intérieure  du  magnétisme, 
elle  permettrait  seulement  de  déterminer  la  distribution  de  la 
couche  fictive  équivalente  à  l'aimantation  réelle. 

Nous  rappellerons  les  principales  méthodes  expérimentales 
employées  pour  en  préciser  la  signification  théorique. 

«114.  Oscillations.  —  Celle  méthode,  employée  par  Coulomb, 
consiste  à  faire  osciller  une  très  petite  aiguille  horizontale  de- 
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vant  les  différents  points  du  barreau  placé  verticalement  dans 
le  plan  méridien  de  Taiguille.  En  désignant  par  /i  et  N  les 
nombres  d'oscillations  faites  par  Taiguille  sous  rinfluence 
seule  de  la  terre  et  sous  Faction  combinée  de  la  terre  et  du 
barreau,  Taction  du  barreau  sur  Taiguille  dont  on  suppose 
le  magnétisme  invariable  est  proportionnelle  à  la  différence 
îi^  —  n^  des  carrés  des  deux  nombres.  On  mesure  ainsi  la  com- 
posante normale  de  la  force  magnétique  au  point  considéré. 
Coulomb  admettait  que  cette  composante  normale  est  pro- 
portionnelle à  la  densité,  de  la  couche  fictive  superficielle,  au 
point  le  plus  rapproché  de  Taiguille,  sauf  au  voisinage  de  l'ex- 
trémité; dans  ce  cas  il  déterminait  la  densité  soit  par  un  pro- 
cédé graphique,  soit  en  doublant  la  valeur  obtenue  par  les 
oscillations  de  Taiguille.  On  ne  peut  méconnaître  ce  qu'il  y  a 
d'arbitraire  dans  ce  mode  de  correction;  il  est  d'ailleurs  tout 
à  fait  inexact,  comme  on  le  verra  plus  loin  («io),  que  la  force 
normale  en  un  point  soit  proportionnelle  à  la  densité  delà 
couche  fictive  correspondante,  et  qu'elle  puisse  donner  direc- 
tement la  distribution  du  magnétisme. 

415.  Balance  de  torsion.  —  Une  seconde  méthode,  égale- 
ment due  à  Coulomb,  consiste  à  mesurer  la  répulsion  exer- 
cée par  chaque  point  de  l'aimant,  à  une  distance  constante 
et  très  petite,  sur  le  pôle  d'une  loogue  aiguille  mobile  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  barreau.  Si  on  considère 
comme  invariable  le  pôle  de  l'aiguille,  la  torsion  qu'il  faut 
donner  au  fil  de  suspension  pour  maintenir  l'aiguille  dans  la 
position  voulue,  mesure  encore  avec  une  certaine  approxima- 
tion la  composante  normale  de  la  force  magnétique. 

416.  Emploi  du  fer  doux.  —  Dans  les  deux  cas  précédents, 
on  admet  que  le  magnétisme  de  l'aimant  auxiliaire  est  inva- 
riable, de  sorte  que  l'action  qu'il  subit  est  simplement  propor- 
tionnelle à  l'intensité  du  champ.  Si  Taiguille  oscillante  est 
en  fer  doux  et  que  l'aimantation  de  cette  aiguille  soit  propor- 
tionnelle à  rintensité  du  champ^  l'action  qu'elle  subira  sera 
proportionnelle  au  carré  de  la  composante  normale. 

De  même,  on  peut  placer  un  morceau  de  fer  doux  {clou 
d'épreuve  de  M.  Jamin)  sur  les  différents  points  de  Taimaat 
et  déterminer  la  force  nécessaire  pour  l'en  détacher;  cette 
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force  d'arrachement  est  encore,  avec  les  mêmes  restrictions, 
proportionnelle  au  carré  de  la  composante  normale. 

Toutefois,  dans  ces  deux  méthodes,  on  ne  lient  compte  ni 
de  la  variation  du  coefficient  k  avec  Tintensîté  de  la  force 
magnétique,  ni  des  modifications  apportées  par  la  présence 
du  fer  doux  dans  Tétat  magnétique  du  barreau  précisément 
sur  la  région  que  Ton  explore.  Les  résultats  fournis  par  l'em- 
ploi du  fer  doux  ne  paraissent  donc  pas  aussi  bien  définis  que 
ceux  qu'on  obtient  par  les  aimants. 

4:17.  Mesure  du  flux  par  les  coura?its  d'induction.  —  Cette 
méthode  est  la  seule  qui  donne  des  résultats  rigoureux  ;  on 
en  trouvera  plus  loin  la  théorie.  11  sufGra  ici  de  dire  qu'elle 
permet,  au  moyen  des  courants  induils,  de  déterminer  le  flux 
de  force  ou  le  flux  d'induction  magnétique  qui  traverse  un 
circuit  fermé. 

Si  on  entoure  le  barreau  en  un  point  par  un  anneau  formé 
d'une  ou  plusieurs  spires  et  relié  à  un  galvanomètre,  et  que 
par  un  procédé  quelconque  on  supprime  brusquement  l'ai- 
inantation,  le  courant  momentané  produit  dans  l'anneau  me- 
sure le  flux  total  d'induction  qui  traversait  le  plan  limité  par 
Tanneau  au  point  considéré  ;  si  l'anneau  enserre  étroitement 
le  barreau,  le  flux  d'induction  qui  traverse  l'anneau  est  celui 
qui  existe  dans  la  section  même  du  barreau. 

L'anneau  étant  placé  au  même  point,  on  le  fait  glisser  sui- 
vant l'axe  du  barreau  de  manière  à  l'emporter  à  une  distance 
qu'on  puisse  considérer  comme  inGnie;  le  courant  mesure 
cette  fois  le  flux  total  de  force  émané  de  l'aimant  à  partir  du 
point  de  départ. 

L'expérience  montre,  comme  c'était  évident  d'ailleurs  d'a- 
près le  théorème  de  la  conservation  du  flux  d'induction,  que 
le  courant  est  le  même  que  dans  le  cas  précédent. 

En  mesurant  de  l'une  ou  de  l'autre  manière  le  flux  corres- 
pondant aux  différents  points,  on  peut  construire  une  courbe 
qui  représentera  Tétat  magnétique  du  barreau.  La  courbe  a 
une  ordonnée  maximum  qui  correspond  à  la  ligne  neutre; 
elle  s'abaisse  de  part  et  d'autre  et  devient  asymptote  à  l'axe 
du  barreau  supposé  prolongé  indéfiniment.  On  peut  l'appe- 
ler avec  Gaugain  courbe  de  désaimantation. 
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Si,  Tanneau  étant  placé  au  point  dont  Tabscisse  est  x,  on  le 
fait  glisser  d'une  quantité  dx^  le  courant  mesure  le  flux  exté- 
rieur correspondant  à  cette  longueur  djc.  ou,  ce  qui  reyientau 
même,  la  variation  du  flux  intérieur  d'induction.  En  dépla- 
çant successivement  l'anneau  de  quantités  égales,  on  pourra 
construire  la  courbe  dont  les  [ordonnées  représentent  le  flux 
extérieur,  et  par  suite  la  composante  normale  aux  différents 
points.  Les  ordonnées  de  cette  courbe  sont  les  dérivées  des 
ordonnées  de  la  courbe  de  désaimantation. 

Cette  méthode  fournit  donc,  comme  les  précédentes,  mais 
d'une  manière  exacte,  les  valeurs  de  la  composante  normale 
en  chaque  point  du  barreau. 

418.  Distribution  de  la  conelie  flctive.  —  La  COUChc  flctive 

n'est  point  une  couche  d'équilibre,  mais  on  sait  (an)  que  sa 
densité  en  chaque  point  satisfait  à  la  relation 

dans  laquelle  F^  et  F»  désignent,  pour  deux  points  infiniment 
voisins  pris  de  part  et  d'autre  de  la  surface,  le  premier  à  l'exté- 
rieur et  le  second  à  l'intérieur,  les  composantes  normales  des 
actions  exercées  par  les  masses  extérieures  et  par  la  couche. 
Les  méthodes  qui  précèdent  donnent  la  composante  F»,  mais 
la  composante  F^est  en  général  inconnue;  par  suite,  elles  ne 
permettront  de  déterminer  la  densité  de  la  couche  fictive  que 
dans  certains  cas  particuliers. 

il  peut  arriver,  en  effet,  que  la  couche  fictive  puisse  rem- 
placer les  masses  magnétiques  qui  existent  réellement  dans 
l'aimant,  non  seulement  pour  les  points  extérieurs,  mais 
pour  les  points  intérieurs;  c'est  ce  qui  a  lieu  dans  les  phé- 
nomènes dlinduction  magnétique,  lorsque  le  coefficient  Arest 
constant.  Alors  il  y  a  un  rapport  constant  [x  entre  les  compo- 
santes normales  extérieure  et  intérieure,  et  la  densité  a  pour 
expression 

Dans  ce  cas  la  distribution  est  entièrement  connue  quand  on 
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connaît  la  composante  normale  extérieure  en  chaque  point. 
Il  n*en  est  plus  de  même  si  le  coefficient  k  est  variable  et^ 
à  plus  forte  raison,  s'il  existe  du  magnétisme  rigide. 

Les  méthodes  ordinaires  ne  donnent  donc  pas  directement 
la  distribution  de  la  couche  fictive  dans  un  barreau  aimanté; 
il  est  inexact,  en  particulier,  de  considérer  Tabscisse  du  cen- 
tre de  gravité  de  la  courbe  des  composantes  normales  comme 
donnant  la  position  du  pôle.  Il  suffit,  pour  s'en  convaincre, 
d'examiner  le  cas  d'un  cylindre  aimanté  uniformément  suivant 
une  direction  parallèle  à  l'axe.  Nous  avons  vu  (sva)  que  son 
action  peut  être  représentée  par  celle  de  deux  couches,  l'une 
positive,  l'autre  négative,  distribuées  d'une  manière  uniforme 
sur  chacune  des  bases.  Il  est  facile  de  voir  que  pour  la  sur- 
face latérale  le  flux  de  force  n'est  pas  nul,  bien  que  la  den- 
sité soit  nulle.  Le  centre  de  gravité  de  la  courbe  qui  repré- 
sente le  flux  qui  traverse  la  surface  latérale  tombe  à  Tinté- 
rieur  de  l'aimant,  tandis  que  le  pôle  se  irouve  rigoureusement 
situé  sur  la  surface  terminale. 

Remarquons  que,  si  les  composantes  normales  ne  donnent 
pas  la  distribution^  elles  permettent,  en  vertu  du  théorème  de 
Groen,  de  calculer  la  masse  totale  du  magnétisme.  Pour  l'ai- 
mant tout  entier,  cette  masse  est  évidemment  nulle;  mais  le 
flux  total  de  force  considéré  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  ligne 
neutre  est  égal  au  produit  de  4^  par  la  masse  de  la  couche 
fictive  correspondant  à  ce  côté.  Cette  masse  totale  est  repré- 
sentée par  l'aire  de  la  courbe  qu'on  obtiendrait  en  prenant 
comme  ordonnées  les  valeurs  trouvées  pour  la  composante 
normale  en  tous  les  points  de  l'axe  de  l'aimant,  supposé  pro- 
longé indéfiniment,  ou,  plus  simplement,  par  l'ordonnée 
maximum  de  la  courbe  de  désaimantation. 

4111.  Aimanu  eyiiniiriqaes.  —  Coulomb  a  déterminé  par 
expérience,  et  à  Taide  des  méthodes  indiquées  plus  haut,  ce 
<|u'il  appelle  la  distribution  du  magnétisme  dans  des  aiguilles 
cylindriques. 

11  a  constaté  d'abord  que  pour  les  aimants  courlSy  c'est-à-dire 
ceux  dont  la  longueur  est  plus  petite  que  50  fois  le  diamètre, 
la  force  normale  en  chaque  point  (qu'il  confondait  avec  la  den- 
sité) est  proportionnelle  à  la  distance  au  point  milieu. 
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La  densilé  linéaire  serait  donc  la  même  que  pour  une 
sphère  ou  un  ellipsoïde  aimanté  uniformément. 

La  courbe  de  distribution  est  alors  figurée  par  une  droite 
OB  (fig.  86)  faisant  un  certain  angle  a  avec  Taxe  OA  du  bar- 
reau. Une  droite  OB'  formant  le  prolongement  de  la  première 


ri«.  m 


figurerait  le  magnétisme  négatif  sur  l'autre  moitié  du  bar- 
reau. Le  centre  de  gravité  de  la  surface  se  projette,  comme 
pour  une  sphère,  au  tiers  de  la  demi-longueur  du  barreau  à 
partir  des  extrémités. 

Cette  loi  doit  représenter  la  distribution  réelle  du  magné- 
tisme d'une  manière  assez  approchée,  car  Coulomb  a  vérifié 
que,  toutes  choses  égales,  le  moment  magnétique  des  barreaux 
courts  est  proportionnel  au  cube  de  la  longueur. 

Si  le  barreau  est  long,  c'est-à-dire  si  la  longueur  L  dé- 
passe 50  fois  le  diamètre  d,  le  magnétisme  est  insensible  sur 
une  certaine  longueur  de  part  et  d'autre  du  centre  et  peut 
être  encore  représenté  par  un  triangle  CAA'  (fig.  87)  dont 
la  base  occupe  une  longueur  égale  à  25  fois  le  diamètre. 
L'angle  a  de  la  droite  figurative  des  densités  est  constant 
pour  des  barreaux  qui  ne  diffèrent  que  par  la  longueur.  La 
quantité  de  magnétisme  est  alors  constante  et  la  même  que 
dans  un  aimant  limite,  pour  lequel  on  aurait  L==5orf;  cette 
quantité  peut  donc  être  représentée  par  «  {5odf  et  le  moment 


para/L-yrfVso^^ 


Coulomb  ne  considère  toutefois  ces  résultats  que  comme 
une  première  approximation.  Il  a  constaté  que,  si  l'on  prend, 
à  partir  de  l'extrémité  A  d'un  aimant,  des  points  équidis- 
tants,  les  tangentes  successives  aux  points  correspondants 
de  la  courbe  figurative  font  entre  elles  des  angles  égaux.  La 
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courbe  qui  satisfait  à  cette  condition  est  donnée  par  Téqua- 
tion  e~^  =  cos^,  qui  pour  les  petites  valeurs  de  x  se  confond 
sensiblement  avec  un  arc  de  parabole  CB  (fig.  87)  tangente  à 
Taxe  en  un  point  C  à  une  distance  /  de  Textrémité;  la  quantité 


Fig.  87 

de  magnétisme  est  alors  proportionnelle  à  P,  soit  bPy  et  le  pôle 

est  situé  à  une  distance  de  l'extrémité  égale  à  7.  Le  moment 

4 

magnétique  aurait  pour  valeur  (  L — j  bP, 

On  voit  que  le  moment  magnétique  pour  un  cylindre  très 
long  tend  à  devenir  proportionnel  à  la  longueur,  comme  dans 
le  cas  de  l'aimantation  induite. 

4SO.  Formules  empiriques.  —  Ces  deux  fragments  de  para- 
bole ne  représentent  pas  la  distribution  du  magnétisme  par 
une  fonction  continue.  Biot  a  trouvé  que  Ton  satisfait  aux 
expériences  de  Coulomb  d'une  manière  très  exacte  par  la  for- 
mule exponentielle 

(3)  r^a{^^-^^^-), 

dans  laquelle  j  est  le  magnétisme  en  un  point  situé  à  une  dis- 
tance X  d'une  des  extrémités,  a  et  [x  des  constantes. 

Biot  arrive  à  cette  formule  en  assimilant  Taimant  à  une  pile 
de  Yolta  qu'il  considère  elle-même  comme  une  série  de  pla- 
ques dans  lesquelles  les  électricités  des  plaques  extrêmes  A  et 
B  dissimulent  des  quantités  d'électricité  de  signes  contraires 
variant  en  progression  géométrique  avec  le  nombre  des  pla- 
ques. En  nommant  N  le  nombre  total  des  plaques,  Télectri- 
cité  positive  de  A  dissimule  dans  la  n^^^  plaque  une  quan- 
tité d'électricité  négative  exprimée  par  aa*",  et  l'électricité 
négative  de  B  dissimule  dans  ce  même  élément  une  quantité 

Électr,  et  Mogn.  l  —  «9 
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d'électricité  positive  exprimée  par  «a'*"",  de  sorte  que  la  quan- 
tité d'électricité  libre  dans  cet  élément  est,  si  on  suppose  les 
charges  extrêmes  égales  entre  elles, 

Pour  passer  de  celle  formule  à  la  précédente,  il  suffit  de  fo- 
sevîi  =2lp  et,  par  suite,  n-'xp^  en  appelant^  le  nombre  de 
couples  par  unité  de  longueur,  et  de  prendre  pL=:a''- 

11  parait  difficile  de  discuter  un  raisonnement  n'ayant  pour 
base  que  la  notion  \ague  de  rélcctricilé  dissimulée. 

421.  —  La  formule  à  laquelle  nous  sommes  arrivés  (se») 
pour  le  flux  qui  s'échappe  latéralement  d'une  pile  de  Voila 
plongée  dans  un  milieu  médiocrement  conducteur  est  équi- 
valente à  celle  de  Biot.  Les  conditions  pour  lesquelles  celle 
formule  a  élé  obtenue  peuvent  être  considérées  comme  s'ap- 
pliquant  à  un  cylindre  magnétique  placé  dans  un  champ  uni- 
forme parallèle  à  Taxe,  auquel  cas  le  potentiel  varie  propor- 
tionnellement à  Tabscisse. 

422.  —  Green,  partant  d'une  conception  particulière  de  la 
force  coercitive,  a  trouvé  que,  pour  un  cylindre  circulaire 
placé  dans  ces  conditions,  la  densité  linéaire,  à  une  distancer 
comptée  à  partir  du  milieu  d'un  barreau  de  longueur  2/  et  de 
rayon  a,  doit  être  exprimée  par  la  formule 


(4) 


\—TM¥ti(i 


dans  laquelle  F  représente  Tintensité  du  champ  et  7  une  con- 
stante donnée  par  Téquation 

0,23l863  — ?. /.  (r/-f- ay::^:-^--^. 

Green  admet  que  le  coefficient  d'aimantation  k  est  constant 
dans  toute  retendue  du  corps  ;  dans  ce  cas,  la  densité  linéaire 
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est  proportionnelle  à  la  composante  normale.  Maxwell  donne 
le  tableau  suivant  des  valeurs  correspondantes  de  7  et  de  A;. 


A- 

9 

k 

î 

00 

0,00 

11,80 

0,07 

336,4 

0,01 

9>ï3 

0,08 

62,02 

0,02 

7,52 

0,09 

48,4 1 

o,o3 

6,32 

0,10 

39»47 

0,04 

0,143 

i,oo 

20,18 

o,o5 

0,0002 

10,00 

"4,79 

0,06 

0,0000 

00 

Pour  des  valeurs  de  k  négatives,  q  devient  imaginaire;  la 
formule  ne  semble  donc  pas  pouvoir  s'appliquer  aux  corps 
diamagnétiques. 

La  formule  de  Green  parait  représenter  très  exactement  la 
distribution  du  magnétisme  temporaire  dans  le  fer  doux  ainsi 
que  celle  du  magnétisme  permanent  dans  les  barreaux  de 
forme  cylindrique.  Green  a  vérifié  que  la  valeur  du  moment 
qu'on  en  déduit  pour  une  aiguille  de  cette  forme, 


(5)  ,„  =  Aa»(2/-.|J^), 


s'accorde  d'une  manière  très  remarquable  avec  les  détermi- 
nations faites  par  Coulomb  sur  des  aiguilles  qui  ne  diiïéraient 
que  par  la  longueur.  L'accord  cesse  cependant  d'êlre  tout  à 
fait'  satisfaisant  quand  la  longueur  de  l'aiguille  est  inférieure 
à  vingt-cinq  fois  le  diamètre. 

L'aire  de  la  courbe  qui  correspond  à  la  formule  de  Green  a 
pour  expression 


-T.a 


^¥k 


y    ^«+e-^'j' 


elle  [représente  la  valeur  totale  du  flux  de  force  latéral.  Pour 
un  cylindre  très  long^  elle  se  réduit  sensiblement  a  tc^^F^;  le 
flux  qui  s'échappe  par  les  extrémités  peut  alors  être  considéré 
comme  négligeable. 
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2/- 

z^-e-f' 

^e>'+e-» 

2 

o'  +  r->' 

Si  OQ  admettait  que  l'abscisse  du  centre  de  gravité  de  cette 
aire  déterminât  la  position  du  pôle,  on  aurait  la  distance  se/ 
des  deux  pôles  en  divisant  le  moment  m  par  la  masse  S  ;  on 
obtiendrait  ainsi  : 


(«) 


493.  —  Dans  le  cas  d'un  aimant  permanent  on  peut  arriver 
à  la  même  formule  en  assimilant  le  flux  d'induction  magné- 
tique qui  existe  au  milieu  du  barreau  à  un  flux  d'électricité 
qui  se  propagerait  avec  déperdition  latérale.  £n  reprenant  les 
notations  déjà  employées  (tss)  et  considérant  les  résistances  p 
et  p  comme  des  constantes,  la  résistance  R  en  un  point  quel- 
conque <lu  barreau  a  pour  expression 


en  posant 


-Ce-'P^4-i 


R,-Vpp' 


Désignons  par  Q  le  flux  d'induction  qui  traverse  une  sec- 
tion quelconque  du  barreau;  le  rapport  du  flux  latéral  --  dQ 
relatif  à  la  longueur  dx  au  flux  intérieur  Q  —  ^0  est  égal  au 
rapport  inverse  des  résistances,  ce  qui  donne 

u     P 

En  appelant  Q«  la  valeur  du  flux  qui  traverse  la  section 
neutre  du  barreau  située  à  une  distance  /  de  l'extrémité,  on 
en  déduit 
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Ce   flux  étant  parallèle  à  Taxe  au  milieu  du  barreau,  la 
dérivée  -p  doitêtre  nulle  pourx=/;  il  en  résulte 

et,  par  suite, 

Le  flux  latéral  relatif  à  Tunité  de  longueur  est  —  t-;  ce 

flux  est  égal  au  produit  de  la  composante  normale  F»  par  la 
surface  correspondante  277^1. 
On  a  donc 

^^^  clx  "•^eP'  +  e   •'' 

4L24.  —  Cette  formule  devient  identique  à  celle  de  Green 
si  Ton  pose 


et 


0 V 

H  —  "  > 

a 


Qj^^rMFqa, 


d'où  Ton  déduit 

(8)  ià=k?TM\ 

Comme  on  a  p=  i/-,  et  que  la  résistance  p  est  évidemment 

en  raison  inverse  de  a^y  on  en  conclurait  que  la  résistance 
extérieure  p'  est  indépendante  du  rayon,  et  que  la  quantité  de 
magnétisme  prise  par  un  barreau  dans  une  condition  déter- 
minée serait  proportionnelle  à  sa  section  et  indépendante  de 
sa  longueur. 

La  première  de  ces  conséquences  parait  assez  difficile  à 
justifier;  nous  avons  admis,  au  contraire  (sto),  que  la  résis- 
tance p'  est  en  raison  inverse  de  la  capacité  7  et,  par  suite,  en 
raison  inverse  du  rayon. 
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On  serait  plutôt  conduit  à  poser 


P 


-^h^l 


Dans  cette  hypothèse,  la  formule  devient  identique  à  celle 
qui  a  été  trouvée  par  M.  Jamin  comme  résultat  de  ses  expé- 
riences. En  appelant^  la  tension  en  chaque  point»  ou  la  den- 
sité, p  Q\s\e périmètre  et  la  section  du  barreau, enfin  A  et  c 
deux  constantes,  M.  Jamin  trouve 

Si  la  section  du  barreau  est  circulaire  et  de  rayon  a,  on  a 
W-  =  i/-  et,  en  posant  c  x/a  =  B,  la  formule  devient 

(9)    j-=— V«^  sai^-^  V3"M(^  vs'-evi'j. 

Pourridentifier  avec  la  formule  (7),  il  suffit  de  poser 

B 


^^^-^^' 


on  en  déduit 


—-=  —  y,ae    v-.(i-e    va  y 


(•o)  Q^=:^(,_e-*»'), 


eu.  pour  les  barreaux  un  peu  longs. 
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Il  résulte  de  ces  expressions,  que  la  quantité  de  magnétisme 
d'un  barreau  serait  proportionnelle,  non  plus  à  sa  section, 
mais  à  son  périmètre,  comme  si  le  flux  d'induction  qui  s'é- 
tablit dans  la  section  moyenne  d'un  aimant  permanent  était 
limité  à  une  couche  superficielle  dont  l'épaisseur,  d'ailleurs 
très  petite,  dépendrait  de  la  nature  du  barreau  et  des  pro- 
cédés employés  pour  l'aimanter. 

4S5.  Hypolliè«es  sur   la  consiitation  des  aimants.  *—  D  a- 

près  la  théorie  de  Poisson,  l'aimantation  d'un  milieu  serait 
produite  par  la  séparation  des  fluides  magnétiques  dans 
rintérieur  de  chaque  particule,  et,  comme  aucune  limite 
n'est  assignée  a  la  quantité  de  fluide  neutre  qui  peut  exister 
dans  un  volume  déterminé,  l'aimantation  pourrait  elle-même 
croître  sans  limites. 

Nous  verrons  plus  loin  comment  Ampère,  parlant  des  pro- 
priétés magnétiques  des  courants  électriques,  a  été  conduit  à 
admettre  que  chaque  particule  d'un  corps  magnétique  est  en- 
tourée à  l'état  naturel  par  un  courant  électrique  infiniment 
petit  et  constitue  un  aimant  élémentaire.  Dans  un  corps  ma- 
gnétique soustrait  à  toute  force  extérieure,  ces  aimants  élé- 
mentaires ne  sont  soumis  qu^à  leurs  actions  réciproques  et  sont 
orientés  indifféremment  dans  toutes  les  directions.  Si  le  corps 
est  soumis  à  l'action  d'un  champ  magnétique,  les  axes  des 
différentes  particules  aimantées  tendent  à  prendre  en  chaque 
point  la  direction  du  champ,  et  l'aimantation  qui  en  résulte 
pour  le  milieu  est  d'autant  plus  grande  que  ces  particules  ont 
été  plus  déviées  de  leur  direction  primitive.  S'il  arrivait  que 
les  axes  de  toutes  les  particules  fussent  parallèles  entre  eux^ 
l'aimantation  du  milieu  atteindrait  une  valeur  maximum. 

Telle  est  la  conséquence  que  W.  Weber  a  déduite  de  la 
théorie  d'Ampère,  et  toutes  les  expériences  semblent  confir- 
mer, en  effet,  qu'il  y  a  une  limite  à  l'aimantation. 

426.  Vhéorie  de  V¥ehw.  —  Admettons,  avec  Weber,  que 
chaque  unité  de  volume  renferme  n  molécules  magnétiques 
et  que  le  moment  de  chacune  d'elles  soit  égal  à  m.  Si  toutes 
ces  molécules  étaient  parallèles,  le  moment  magnétique  de 
l'unité  de  volume  serait  M  =  /2/n,  et  l'aimantation  du  milieu 
serait  maximum. 
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Lorsque  le  milieu  est  à  Tétat  neutre,  les  molécules  sont 
orientées  indifféremment  dans  toutes  les  directions.  Pour  ex- 
primer cette  propriété,  menons  par  le  centre  d*une  sphère  un 
rayon  parallèle  à  chacun  des  axes  des  n  molécules  ;  les  extré- 
mités de  ces  rayons  seront  distribuées  sur  la  sphère  d'une  ma- 
nière uniforme. 

Le  nombre  des  molécules  dont  les  axes  font  avec  une  di- 
rection déterminée,  que  nous  prendrons  pour  axe  des  x,  un 

angle  inférieur  à  a  est-(i  — cosa);  et  le  nombre  des  molé- 
cules dont  les  angles  avec  Taxe  des  x  sont  compris  entre  a  et 
a  +  rfa  est  égal  à  -  sin  a  dct. 

Supposons  maintenant  ce  milieu  dans  un  champ  uniforme 
dont  rintensité  X  est  parallèle  à  Taxe  des  Xy  et  considérons 
l'action  qui  s'exerce  sur  une  molécule  dont  l'axe  magnétique 
fait  un  angle  a  avec  la  direction  du  champ. 

Si  celte  molécule  était  libre,  elle  deviendrait  parallèle  à 
la  force  du  champ  et,  toutes  les  autres  molécules  éprouvant 
une  rotation  analogue,  le  milieu  atteindrait  le  maximum  d'ai- 
mantation sous  l'influence  d'une  force  extérieure  quelconque 
même  infiniment  faible. 

Comme  il  n'en  est  pas  ainsi,  on  doit  admettre  que  chaque 
molécule  est  sollicitée  à  reprendre  sa  direction  primitive  par 
une  force  antagoniste  qui  provien  t,  soit  de  la  constitution  même 
du  milieu,  soit  des  réactions  que  les  molécules  aimantées 
exercent  les  unes  sur  les  autres. 

L'hypothèse  la  plus  simple  est  de  supposer  que  cette  force 
antagoniste  D  est  constante  et  agit  dans  la  direction  primi- 
tive de  l'axe  de  chaque  molécule. 

La  direction  nouvelle  de  l'axe  d'une  molécule  dans  sa  po- 
sition d'équilibre  est  donnée  alors  par  celle  de  la  résultante 
des  forces  D  etX. 

487.  —  Pour  avoir  la  direction  de  la  molécule,  traçons  une 
sphère  dont  le  rayon  soit  égal  à  la  réaction  du  milieu,  et  pre- 
nons, à  partir  du  centre,  une  longueur  OS  égale  et  opposée  à 
rintensité  du  champ  (fîg.  88). 

Une  molécule  dont  Taxe  était  dirigé  primitivement  sui- 
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vanl  OP  est  soumise  aux  deux  forces  —  SO  et  OP  dont  la 
résultante  est  SP*  Si  le  point  S  est  dans  Tintéricur  de  la 
sphère,  c'est-à-dire  si  la  réaction  du  milieu  est  plus  grande 
que  rintensité  du  champ,  les  axes  des  molécules  déviées  se- 


Fig.  88 

ront  encore  orientées  dans  toutes  les  directions,  mais  non 
plus  uniformément. 

Si  la  force  du  champ  est  supérieure  à  la  réaction  du  milieu, 
le  point  S  est  en  dehors  de  la  sphère  (fig.  89)  et  les  axes  des 


Fig.  8<, 

molécules  déviées  sont  tous  compris  dans  le  cône  TST'  tan- 
gent à  la  sphère. 

Soient  : 

a  rinclinaison  primitive  de  Taxe  d'une  molécule  sur  Taxe 
des  Xf 

6  rinclinaison  finale, 

^  la  déviation  a— 6, 

R  la  résultante  de  la  force  magnétisante  X  et  de  la  réac- 
tion D  du  champ. 


458  MAGNÉTISME. 

La  conditioQ  d'équilibre  est 

mXsiQÔ=:mDsing=mDsin(a— ô); 

on  en  déduit 

/    \  *   A        Dcosa 

4199.  —  La  structure  du  milieu  étant  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  des  x,  l'intensité  d'aimantation  est  donnée  par 
la  somme  des  projections  des  moments  magnétiques  de  toutes 
les  molécules  sur  Taxe  des  x. 

La  projection  du  moment  d'une  molécule  a  pour  expression 
m  cosO  ;  le  nombre  de  celles  qui  faisaient  primitivement  l'angle  a 

avec  l'axe  des  x  est-sin  ada  :  la  résultante  est  donc 

2 

1=  /    /Il  cosô- si narfa=—  /    cosOsina^/x, 

Jo  2  J.       2 


OU 


1= /    cosOsina^a. 


Le  triangle  SOP  donne  Téqualion 

R»=D»+X«+2DXcosa, 

d'où  l'on  déduit 

R</R=-DXsinarfa. 
On  a  d'ailleurs 

D>=R*+X»-2RXcose. 

En  exprimant  ainsi  les  angles  a  et  0  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  R,  il  vient 

,     M/R*+X»-D%„         M     ro,D,     ,Y*     rnaxT' 
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Dans  le  premier  cas,  où  Ton  a  X  <  D,  les  limites  de  Tinté- 
grale  sont  R2=D  +  X  et  R^  =  D  -  X. 

Dans  le  second  cas,  où  Ton  a  X  >  D,  les  limites  de  Tintégra- 
lionsont  Rj=X-hD  et  R^=X-D. 

Toutes  réductions  faites,  il  vient  alors  : 

Quand    X<D,      1=5»!^; 
X  =  D,       I=|M; 

-  X>D,      I=M[,4g]; 

-  X=oo,      I  =  M. 

D'après  cette  théorie,  l'aimantation  est  d'abord  proportion- 
nelle à  la  force  magnétique  jusqu'à  ce  que  celle-ci  soit  égaie 
à  la  réaction  du  milieu,  auquel  cas  l'aimantation  atteint  les 
deux  tiers  de  sa  valeur  maximum.  Puis,  quand  la  force  ma- 
gnétique devient  plus  grande,  l'aimantation  croit  moins  ra- 
pidement et  tend  vers  une  limite  finie. 

La  courbe  OL  (fig.  90),  qui  représente  celte  aimantation  en 
fonction  de  la  force  magnétique,  est  donc  formée  d'une  partie 


Fig.  90 

rectiligne  OA  qui  se  prolonge  par  une  courbe  AL  asymptote  à 
une  droite  horizontale  CD. 

4to.  —  Les  expériences  de  Weber  lui-même  s'accordent 
avec  cette  loi  d'une  manière  satisfaisante. 

Toutefois  les  recherches  plus  récentes  ont  montré  que  la 
valeur  de  k  ne  peut  pas  être  considérée  comme  constante, 
même  pour  les  petites  forces.  Ce  coefficient  va  tout  d'abord 
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en  croissant  d'une  manière  régulière  pour  atteindre  un  maxi- 
mum et  diminuer  ensuite. 

L'aimantation  du  fer  en  fonction  du  champ  doit  donc  être 
représentée  d'abord  par  une  courbe  telle  que  OBA  (fig.  90) 
ayant  un  point  dinflexion  ;  on  a  confondu  souvent  cette  pre- 
mière partie  de  la  courbe  avec  la  tangente  qui  passe  par  l'o- 
rigine et  qui  donne  pour  k  la  valeur  maximum.  La  iliéorie 
de  Weber  ne  rend  pas  compte  de  celte  variation  du  coeffi- 
cient d'aimantation  pour  les  petites  forces;  d'autre  part^  elle 
n'apprend  pas  non  plus  ce  que  peut  être  l'aimantation  rési- 
duelle. 

430.  Théorie  de  Maxwell.  —  Pour  combler  Cette  dernière 
lacune  en  restant  dans  le  môme  ordre  d'idées,  Maxwell  sup- 
pose dans  le  milieu  une  sorte  d'élasticité  imparfaite.  11  ad- 
met que  les  axes  des  molécules  magnétiques  reviennent  à  leur 
position  primitive,  après  la  suppression  de  la  force  magnéti- 
que, tant  que  la  rotation  qu*elles  ont  éprouvée  reste  inférieure 
a  une  certaine  valeur  ^^,  mais  que  ces  axes  conservent  une 
déviation  permanente  ^  —  0^  lorsque  la  rotation  ^  a  été  plus 
grande  que  la  limite  inférieure  p^.  Cette  déviation  3  —  0^  carac- 
térise l'état  permanent  de  la  molécule. 

Cette  hypothèse  ne  représente  sans  doute  pas  la  réalité  des 
phénomènes,  mais  elle  peut  en  donner  une  idée  approximative 
et  permet  de  soumettre  le  problème  au  calcul. 

D'après  Maxwell  on  peut  en  déduire,  par  un  calcul  ana- 
logue au  précédent,  l'aimantation  temporaire  1  et  l'aimanta- 
tion permanente  T.  En  posant 


on  obtient  ainsi  : 
Quand  X<L, 

Quand  X==L, 


L  =  Dsinp, 


I^Mjj,       r=o; 


I=TjMp,       r=o; 
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PourL<X<D, 


^lïï+('-ë)[\/'-D^-5V^F^-S^} 

■=«(.-ë)(.-ë)^ 


I 

ou 

1 


PourX=D, 
PourX>D, 

Enfin  pour  X= 00  , 


'=«.  -K-NZ-ë)" 


La  figure  91  représente  la  marche  du  phénomène  pour 
les  valeurs  particulières  :  M=  1000,  L  =  3,  0  =  5.  Les  forces 
magnétisantes  sont  prises  comme  abscisses;  les  ordonnées  de 
la  courbe  OAB  représentent  le  magnétisme  temporaire,  celles 
de  la  courbe  O'A'  le  magnétisme  résiduel.  La  première  se 
compose  d  abord  d'une  portion  rcctiligne  correspondant  aux 
valeurs  de  X  comprises  entre  o  et  3,  puis  elle  se  relève  brus- 
quement et  s'approche  rapidement  de  son  asymptote.  La 
courbe  du  magnétisme  résiduel  ne  commence  que  lorsque  X 
est  égal  à  L;  le  maximum  M' vers  lequel  elle  tend,  et  qui  est 
figuré  par  la  droite  G'D\  est  égal  à  0,  8iM. 

On  doit  remarquer  que  le  magnétisme  résiduel  ainsi  calculé 
correspond  au  cas  où  l'aimantation  du  corps  lui-même  ne 
produit  qu'une  force  démagnétisante  insensible;  ces  résultats 
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conviennent  donc  seulement  à  un  corps  très  allongé  aimante 
longitudinalement. 

11  est  difficile  d'admettre  qu'une  courbe  discontinue  comme 
celle  qui  représente  le  magnétisme  temporaire  puisse  être 
l'expression  exacte  du  phénomène.  On  déduit  toutefois  de  cette 


théorie  des  conséquences  curieuses  relatives  à  l'action  succes- 
sive de  forces  magnétisantes  de  signes  contraires  et  qui  sont 
vérifiées  par  l'expérience. 

Supposons  qu'une  pièce  de  fer,  après  avoir  été  soumise  à 
l'action  d'une  force  X^,  ait  acquis  une  aimantation  perma- 
nente. Une  force  nouvelle  X^  de  même  sens  est  sans  effet 
tant  qu*elle  reste  inférieure  à  X^,  et,  si  elle  est  plus  grande  que 
X^,  le  magnétisme  résiduel  est  le  même  que  si  la  force  pri- 
mitive X^  n'avait  pas  agi. 

Si  la  force  nouvelle  —  X^  est  de  sens  contraire,  elle  produit 
un  effet  permanent  bien  avant  qu'elle  atteigne  X^;  pour  une 
certaine  valeur  de  cette  force,  l'aimantation  résiduelle  du  fer 
paraîtra  annulée,  mais  le  métal  n'est  pas  à  Tétat  neutre,  car 
il  est  insensible  à  l'action  d'une  force  —X,  tant  que  X  est  in- 
férieur a  Xj,  tandis  qu'une  force  positive  plus  faible  produit 
une  aimantation  permanente  dans  la  direction  primitive. 

431.  —  M.  Jamin  donne  de  ces  phénomènes  une  explication 
différente.  11  admet  que  l'action  du  champ  sur  un  barreau  se 
fait  sentir  à  une  profondeur  plus  ou  moins  grande  suivant  son 
intensité.  Lorsque  l'aimantation  apparente  est  devenue  nulle, 
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le  magoétisme  n*était  pas  détruit  :  il  y  avait  seulement  super- 
position de  deux  aimantations  contraires.  Un  champ  inverse 
d'intensité  inférieure  à  X^  n'a  aucune  action  sur  la  couche  su- 
perGcielle,  mais  un  champ  direct  d'intensité  moindre  déter- 
mine la  formation  d'une  nouvelle  aimantation  superficielle 
dont  l'action  s'ajoute  à  celle  qui  était  restée  dans  les  pro- 
fondeurs. 

M.  Jamin  a  vérifié  ces  idées  théoriques  en  enlevant  la 
couche  superficielle  d'aimantation  inverse  et  mettant  à  nu  la 
couche  sous-jacente  d'aimantation  directe.  Il  y  réussit  soit  par 
un  procédé  mécanique,  en  usant  à  la  meule  ou  à  la  lime  la 
surface  extérieure  de  laimant,  soit  par  des  moyens  chimiques, 
en  dissolvant  cette  surface  par  un  acide. 

Il  faut  remarquer  toutefois  que  cette  prédominance  des 
couches  superficielles  est  peut-être  un  phénomène  accidentel 
particulier  à  l'acier  et  tenant  simplement  h  la  constitution  de 
ce  métal.  En  eflet,  lorsqu'il  s'agit  de  barreaux  fortement  trem- 
pés, comme  ceux  qu'on  recherche  pour  la  fabrication  des  ai- 
mants, la  trempe  est  nécessairement  très  inégale;  elle  se  pro- 
duit surtout  au  voisinage  de  la  surface,  où  le  refroidissement 
est  très  rapide,  de  sorte  que  la  force  coercitive  a  son  maximum 
d'action  dans  les  couches  superficielles.  L'action  inductive  et 
la  force  démagnétisante  se  manifestent  alors  dans  des  condi- 
tions toutes  différentes  de  celles  qui  se  présentent  pour  les 
corps  homogènes. 

432.  inflneiiisede  la  towpémtiire.  —  Le  magnétisme  induit 
parFaction  d'un  aimant  sur  lui-même  offre  peut-être  le  moyen 
le  plus  simple  d'expliquer  l'influence  de  la  température. 

Il  est  naturel  d'admettre  que  le  magnétisme  rigide  n'est 
pas  altéré  par  de  faibles  variations  de  température,  puisque 
l'aimantation  reprend  sa  valeur  primitive  quand  l'aimant  re- 
vient lui-même  à  sa  température  initiale;  on  conçoit  difficile- 
ment que  le  magnétisme  rigide  puisse  réparer  ses  pertes,  car 
toutes  les  actions  intérieures  tendent  a  le  diminuer.  Dans  cet 
ordre  d'idées,  l'affaiblissement  temporaire  du  magnétisme  se- 
rait dû  simplement  à  un  accroissement  du  magnétisme  induit 
et,  par  suite^  le  coefficient  d'aimantation  k  devrait  croître  d'a- 
bord avec  la  température. 
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Pour  des  températures  plus  élevées,  au-dessus  de  100*"  par 
exemple^  le  magoélisme  éprouve  une  diminutiou  défiaitive; 
le  magaétisme  rigide  a  donc  été  lui-même  altéré.  Dans  ces 
conditions  on  ne  peut  pas  dire  si  le  coefficient  d'aimantation 
continue  de  croître  avec  la  température,  puisque  raffaiblisse- 
ment  est  produit  par  une  double  cause.  Comme  le  fer  et  l'acier 
au  rouge  vif  ne  sont  même  plus  attirables  à  l'aimant,  il  faut 
admettre  que  le  coefficient  d'aimantation  devient  alors  nul  ou 
du  moins  extrêmement  faible. 

Il  semble  donc  que,  pour  l'acier  et  le  fer,  le  coefficient  d'ai- 
mantation doive  croître  d'abord  avec  la  température  pour  di- 
minuer ensuite  jusqu'à  zéro,  de  manière  à  passer  par  un  maxi- 
mum à  une  température  déterminée. 

S'il  en  est  ainsi,  un  barreau  aimanté  à  une  température 
inférieure  à  celle  du  maximum  doit  perdre  du  magnétisme 
quand  on  l'échauiFe,  et  l'inverse  doit  se  produire  pour  un 
barreau  aimanté  à  une  température  supérieure  à  celle  du 
maximum. 

L'expérience  montre  que  les  choses  se  passent  ainsi  avec  le 
cobalt.  Pour  le  fer  et  l'acier,  les  faits  connus  jusqu'à  présent 
s'accordent  en  partie  avec  cette  manière  de  voir;  mais  il  existe 
trop  peu  d*expériences  faites  dans  des  conditions  bien  définies 
pour  qu'on  puisse  apprécier  jusqu'à  quel  point  elle  se  rapproche 
de  la  vérité.  Tout  porte  à  croire  cependant  que  les  phéno- 
mènes réels  sont  plus  complexes. 


CHAPITRE     SIXIÈME 
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433.  Méthode  de  «anss.  —  La  représentation  du  magné- 
tisme  terrestre  par  l'hypothèse  d'un  aimant  central  ou  les  hypo- 
thèses équivalentes  ne  constitue  qu'une  première  approxima- 
tion assez  grossière  :  le  problème  est  en  réalité  beaucoup  moins 
simple.  Gauss  l'a  traité  d'une  manière  tout  à  fait  générale  dans 
l'hypothèse  que  les  effets  observés  à  la  surface  terrestre  sont 
dus  uniquement  à  Faction  de  masses  magnétiques. 

Quelle  que  soit  la  distribution  de  ces  masses,  qu'elles  soient 
à  l'intérieur  du  globe  ou  à  Textérieur,  les  actions  élémen- 
taires s'exerçant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  la 
force  en  chaque  point  est  encore  déterminée  par  un  potentiel. 
L'espace  qui  entoure  la  terre  constitue  le  champ  magné- 
tique du  système,  et  on  peut  le  supposer  divisé  en  tran- 
ches par  des  surfaces  de  niveau  correspondant  à  des  valeurs 
équidistantes  du  potentiel.  La  surface  qui  correspond  à  une 
valeur  donnée  V  peut  être  formée  d*une  ou  plusieurs  nappes  ; 
mais  on  sait  que  deux  surfaces  de  potentiels  différents  ne  se 
coupent  pas  et  que  la  force,  normale  en  chaque  point,  est  en 
raison  inverse  de  la  distance  de  deux  surfaces  consécutives. 

434.  Parallèles  taaipnétiqaes.  —  Un  Certain  nombre  de  ces 
surfaces  rencontrent  le  globe  terrestre  :  on  appelle  parallèles 
magnétiques  les  lignes  d'intersection  correspondantes  avec  la 
surface  de  la  terre;  ces  lignes  sont  des  lignes  de  niveau. 
Comme  elles  appartiennent  à  la  fois  à  la  surface  de  la  terre, 
supposée  sphérique,  et  à  la  surface  de  niveau,  elles  sont  nor- 
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maies  en  chaque  point  à  la  verticale  et  à  la  force  magnétique; 
elles  sont  donc  normales  au  méridien  magnétique  qui  passe 
par  ces  deux  lignes  et,  par  suite^  à  Tinterseclion  de  ce  méri- 
dien  avec  la  surface  de  la  terre,  c'est-à-dire  à  la  méridienne 
magnétique.  Les  parallèles  magnétiques  forment  ainsi  à  la 
surface  de  la  sphère  terrestre  uù  système  orthogonal  aux  mé- 
ridiennes magnétiques. 

Considérons  les  parallèles  correspondant  à  deux  surfaces 
de  niveau  V^  et  Vj  infiniment  voisines  (fig.  92)  ;  soit  ds  l'arc 


de  la  méridienne  magnétique  compris  entre  eux  et  dn  la  dis- 
tance normale  des  deux  surfaces  au  même  point.  Si  Ton  ap- 
pelle F  la  force  magnétique  et  l  Tinclinaison,  on  a  évidemment 


on  en  déduit 
(i)  FcosI=H=~ 


dn  ds  cos 1 ' 


lis 


La  composante  horizontale,  normale  en  chaque  point  au 
parallèle  magnétique,  est  donc  en  raison  inverse  de  la  distance 
de  deux  parallèles  consécutifs  ;  mais  la  .force  totale  et  la 
composante  horizontale  ne  sont  plus  nécessairement  con- 
stantes le  long  d'un  parallèle  magnétique,  comme  cela  avait 
lieu  dans  la  théorie  de  Biot. 

435.  Equateur  maiirn^tt4it«>  —  La  somme  des  masses  magné- 
tiques étant  nulle  pour  le  système  total,  et  aussi  séparément 
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pour  chacun  des  corps  aimantés,  il  existe  une  surface  de 
niveau  pour  laquelle  on  a  V=o  ;  celte  surface  coupe  le  globe 
terrestre  suivant  sa  ligne  neutre  s'il  est  le  seul  corps  magné- 
tique, ou  dans  le  voisinage  de  cette  ligne  si  les  autres  corps 
magnétiques  sont  suffisamment  éloignés. 

Le  parallèle  de  potentiel  nul  s*appelle  Véquateur  magnétique  : 
le  long  de  cet  équateur,  la  force  n'est  pas  constante,  elle  n'est 
pas  non  plus  nécessairement  horizontale.  Dans  la  théorie  de 
Biot  l'équaleur,  était  une  ligne  d'inclinaison  nulle. 

L'équateur  magnétique  sépare  à  la  surface  de  la  terre  les 
points  pour  lesquels  le  potentiel  est  positif  de  ceux  où  il  est 
négatif.  De  part  et  d'autre  de  l'équaleur,  la  valeur  absolue  du 
potentiel  va  en  croissant  d'une  manière  continue. 

4136.  Pèles  maiTB^tUacs  ierrestrM.  —  On  donne  habituelle- 
ment le  nom  de  pôles  magnétiques  terrestres  aux  points  de  la 


rig.93 

surface  où  le  potentiel  est  maximum  ou  minimum.  Un  pôle  est 
un  point  où  la  surface  de  niveau  devient  tangente  à  la  surface 
de  la  terre;  la  force  y  est  évidemment  verticale. 

Le  nombre  des  pôles  est  de  deux  au  minimum,  puisqu'il  y 
a  au  moins  deux  points  où  les  surfaces  de  niveausont  tangen  - 
tes  à  la  surface  de  la  sphère  ;  mais  il  peut  y  en  avoir  un  plus 
grand  nombre.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  y  ait  deux 
pôles  P  et  P'  (fig.  93)  situés  dans  la  région  positive,  c'est-à- 
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dire  sur  rhémisphère  sud.  Ces  pôles  pourraient  appartenir  à 
une  même  surface  de  niveau  qui  aurait  deux  points  de  coatacl 
avec  la  surface  de  la  sphère  :  mais,  plus  généralement,  nous 
les  considérerons  comme  appartenant  à  deux  surfaces  de 
niveau  différentes,  de  potentiels  V«  et  Y^,  V,n  étant  plus  grand 
que  V'„. 

Puisque  les  points  P  et  P'  sont  des  points  de  maximum,  le 
potentiel  décroit  dans  tous  les  sens  autour  de  chacun  d'eux eton 
peut  toujours  choisir  une  valeur  V^  du  potentiel,  inférieure 
à  V^,  telle  que  Tinlersection  de  la  surface  V,  avec  la  sphère 
donne  deux  courbes  fermées  S  et  S',  isolées  l'une  de  Tautre 
et  dont  chacune  entoure  Tun  des  points;  on  peut  prendre 
aussi  une  valeur  V^  assez  petite  pour  qu'une  même  courbe 
d'intersection  comprenne  les  deux  points. 

En  faisant  varier  le  potentiel  d'une  manière  continue  de  V^ 
à  Vj,  on  trouvera  une  valeur  V©  pour  laquelle  les  deux  courbes, 
précédemment  séparées,  arriveront  au  contact,  pour  se  con- 
fondre en  une  seule  So  ;  la  réunion  pourra  se  faire,  soit  par  un 
simple  point  de  croisement  comme  dans  la  Ggure  93,  soit  par 
un  plus  grand  nombre  de  points  d'intersection  ou  de  contact. 
Soit  0  l'un  de  ces  points.  Il  est  évident  d'abord  que  la  compo- 
sante horizontale  y  est  nulle  et  que,  par  suite,  le  point  répond 
à  la  définition  ordinaire  des  pôles;  seulement,  il  esta  remar- 
quer que  si  on  s'en  écarte  on  trouve  dans  certaines  directions 
des  potentiels  croissants  et  dans  d'autres  des  potentiels  dé- 
croissants: pour  les  premières  directions,  le  point  0  se  com- 
portera comme  un  pôle  sud  et,  pour  les  secondes,  comme  un 
pôle  nord.  C'est  ce  qu'on  peut  appeler  un  faux  pôle. 

Ainsi  il  ne  peut  y  avoir  deux  pôles  distincts  dans  un  même 
hémisphère,  sans  qu'il  y  ait  en  même  temps  au  moins  un  faux 
pôle.  Or,  les  observations  ne  donnent  rien  de  semblable,  et 
c'est  par  une  interprétation  inexacte  des  phénomènes  que  Ton 
a  cru  quelquefois  pouvoir  déduire  des  observations  l'existence 
de  deux  pôles  dans  l'hémisphère  nord. 

Dans  le  voisinage  du  pôle,  en  effet,  les  parallèles  magné- 
tiques ont  une  forme  elliptique  ;  leurs  normales,  c'est-à-dire 
les  méridiennes  magnétiques,  ne  concourent  pas  au  même 
point,  mais  les  points  de  convergence  qu'elles  accusent  plus 


ËTâT  magnétique  du  globe.  469 

OU  moins  nettement  sont  les  centres  de  courbure  et  n'ont 
évidemment  aucune  relation  avec  les  pôles. 

L'observation  ronduitdoncàcetteconséquence  qu'il  n'existe, 
en  dehors  de  circonstances  tout  à  fait  accidentelles  et  locales, 
que  deux  pôles  magnétiques  à  la  surface  de  la  Terre,  un  pôle 
négatif  dans  Thémisphère  nord  et  un  pôle  positif  dans  l'hé- 
misphère sud. 

Il  est  important  d'ajouter  aussi  que  les  pôles  magnétiques 
terrestres,  tels  que  nous  venons  de  les  définir,  n'ont  rien  de 
commun  avec  les  pôles  magnétiques  proprement  dits,  consi- 
dérés comme  centres  de  gravité  des  masses  magnétiques  po- 
sitives et  négatives.  On  voit  aussi  que  la  corde  qui  joint  les 
deux  pôles  magnétiques  terrestres  ne  doit  pas  être  prise  pour 
l'axe  magnétique  terrestre.  L'axe  magnétique  de  la  Terre 
est  la  droite  qui  joint  les  deux  centres  de  gravité  dont  il  vient 
d'être  question;  c'est  la  droite  suivant  laquelle  la  somme 
des  projections  des  moments  magnétiques  des  divers  éléments 
est  un  maximum  (207). 

437.  Propriétés  d'an  polygrone  fermé.  —  On  sait  que  si  l'ou 

transporte  une  masse  magnétique  égale  à  l'unité  d'un  point 
P,  où  le  potentiel  est  V^  en  un  point  P^  où  il  est  V^,  que  l'on 
désigne  par  F  la  force,  par  ds  l'élément  du  chemin  décrit 
par  la  masse  et  par  e  l'angle  de  la  force  avec  l'élément,  le  tra- 
vail magnétique  est  exprimé  par  l'équation 


ds  cose. 


Ce  travail  est  indépendant  du  chemin  parcouru,  et  il  est  nul 
toutes  les  fois  que  l'on  revient  sur  la  surface  de  niveau  pri- 
mitive en  faisant  décrire  à  la  masse  une  courbe  fermée  quel- 
conque. Supposons  que  les  deux  points  P^  et  P.,  soient  situés 
à  la  surface  de  la  Terre  et  qu'on  déplace  la  masse  suivant 
cette  surface  ;  le  travail  de  la  composante  verticale  est  nul  à 
chaque  instant,  l'expression  du  travail  ne  dépend  que  de  la 
composante  horizontale  H  et  se  réduit  à 

(2)  V^-Va^^  r*Hrf5C0S£, 
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rintégrale  du  second  membre  étant  nulle,  toutes  les  fois 
qu'on  fait  décrire  à  la  masse  un  circuit  fermé. 

Cela  posé,  considérons  un  poljpone  de  grands  cercles 
passant  par  les  points  Po,P^,  Pj....  (fig.  94)-  Traçons  en  ces 
différents  points  les  méridiennes  géographiques  PoM^,  PjM,, 
Pa  Mg,...  et  les  méridiennes  magnétiques  P„  D^,  P^  D,,  P,  D,... 

Soient  : 

Soy  ^i,  ^2'"  ^^^  déclinaisons  comptées  positivement  du  nord 
vers  l'ouest  ; 


Fig.  9Î 


o.i  Tazimut  de  Tare  P^P^  au  point  P^,  cet  azimut  étant 
compté  positivement  du  nord  vers  l'est; 

i.o  l'azimut  de  l'arc  P^P^  au  point  P^  compté  positivement 
dans  le  même  sens,  etc.  ; 


Êo.ij  Si.o>»»« 

les  valei 

jrs  des 

>  angles  e  en  ces  di 

On  a 

Au  poi 

ntP., 

^..=3,+o-'; 

» 

P. 

» 

P. 

e,3=î,  +  2.3;etc 

Sur  le  côté  P„  P,  la  composante  horizontale  H  n'est  constante 
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ni  en  grandeur  ni  en  direction  ;  cependant,  si  ce  côté  est  très 
petit  par  rapport  aux  dimensions  du  globe  terrestre,  on  peut 
admettre  que  la  valeur  de  H  reste  constante,  égale  à  la  moyenne 
des  valeurs  qu'elle  a  aux  points  P^  et  P^,  et  poser 

Hcose==-(H   cose„  ,-hU  cose,  J. 


Le  théorème  exprimé  par  Téquation  (2)  donne  alors 

P.P 

^ds  cos  e  = 


rv,  P^P 

/     Hrf^cose^ — ^[H^  cos  (S^+o,i)+H^cos(8^+i.o)]. 


On  aura  donc,  pour  le  polygone  fermé, 

PP 

o=— îi— î-[H^  cos  (S^-ho.i)  +  H,  cos  (B^-hi.o)] 

+  -7-^^,  cos($,+  i.2)  +  H,cos(5.  +  2.i)] 

+ 

P  P 

H — îi-^[H«cos(3n+/i.o)  +  H^cos(8^+o./i)]. 


En  appliquant  cette  équation  au  triangle  formé  par  les 
stations  de  Paris,  Gôttingue  et  Milan,  et  prenant  comme  in- 
connue la  valeur  de  H^  à  Paris,  Gauss  a  trouvé  par  le  cal- 
cul Ho  =  0,517,  tandis  que  Tobservation  donnait  0,518. 

438.  Introduction  des  coordonnées  g^éofprnpliiqaes.  —  Con- 
sidérons un  point  quelconque  P  à  une  distance  /*  du  centre  de 
la  Terre  ;  soit  u  (fig.  gS)  le  complément  P'D  de  la  latitude  et  / 
la  longitude  CQ  comptée  vers  Test.  Nous  décomposerons  la 
force  magnétique  F  au  point  P  en  trois  autres  rectangulaires, 
Tune  Z  suivant  la  verticale  et  comptée  positivement  vers  le 
zénith,  Tautre  X  dans  le  méridien  et  dirigée  vers  le  nord,  la 
troisième  Y  dirigée  vers  Touest. 

En  tenant  compte  des  relations 

rfj:=— rrfw,       rfj-=— rsinurf/,       dz=dr, 
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les  composantes  de  la  force  deviennent 


(4) 


Oaa  d'ailleurs 


v_     3V_iî>V 


'dj     rsin 


uH 


tang8=ï^, 

F=VX='+Y»+ZS 


.Fig.  95 

Lorsque  le  point  P  est  à  la  surface  de  la  Terre  en  P',  on 
doit  prendre  r=a  et  les  équations  (4)  donnent 


(&') 


V   •  ^V 

ai  sin  u=  -j. 
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Comme  on  a  d'ailleurs 


il  vient 

et,  par  suite, 


;)X_;)(Ysinff) 

Xtt;)X 


Pour  M=o,  c'est-à-dire  au  pôle  Nord,  on  a  Ysinu=:o  et, 
par  suite, /(/)=o.  Il  \ient  donc  finalement 

7>X 


(6)  Ysinu=  /    a7'^"- 


On  est  ainsi  conduit  à  ce  théorème  remarquable  de  Gauss: 
//  suffit  de  connaître  pour  tous  les  points  de  la  surface  de  la 
terre  la  composante  horizontale  dirigée  vers  le  nord,  pour  con- 
naître la  composante  dirigée  vers  r ouest  et,  par  suite,  la  compo- 
sante horizontale  totale, 

439.  ExpreMion  da  potentiel.  —  Quelle  que  soit  Taimanta- 
tion  de  la  Terre,  le  potentiel  extérieur  peut  être  représenté, 
comme  on  Ta  vu  (aeo),  par  l'expression 

v="[a,©Va,(=^)'. ], 

qui,  pour  un  point  situé  sur  la  surface,  se  réduit  à 

V=a(A,4-A3  4- ). 

On  en  déduit,  pour  les  composantes  de  la  force  magnétique, 

Y     i^V     :)A,     ;)Aa 
a  du       ^u        ^u 


^''  a  sinu  D/       sinu  [jl        D/ 

Z=-^=2A,H-3Aj+4Aj+ 
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Les  coefficients  Â| y  A^,  A3,  sont  des  fonctions  des  deui  an- 
gles /  et  u.  A„  s'exprime  (aes)  par  a/i+i  termes  en  sinus  et  co- 
sinus. Il  y  aura  donc,  si  Ton  veut  représenter  Tétat  de  la 
Terre  par  une  série  de  cette  forme,  3  coefficients  numériques 
à  déterminer  pour  A^,  5  pour  A^,  7  pour  A3,  etc. 

Gauss  a  trouvé  que,  dans  Tétat  des  déterminations  magnéti- 
ques connues,  il  était  inutile  de  pousser  le  développement 
au  delà  du  quatrième  terme,  de  sorte  qu'il  reste  alors  vingt- 
quatre  coefficients  numériques  à  calculer. 

Chaque  point  de  la  surface  fournit  trois  équations  par  les 
valeurs  des  composantes  X,  Y^  Z  ;  il  suffirait  donc  de  con- 
naître ces  trois  éléments  en  huit  points  quelconques  du  globe 
pour  obtenir  la  solution  complète  du  problème.  Pour  éviter 
les  erreurs  provenant  des  termes  négligés  et  des  observations 
inexactes,  Gauss  a  appliqué  la  méthode  des  moindres  carrés 
aux  données  relatives  à  quatre-vingt-quatre  points  pris,  pour 
faciliter  les  calculs,  sur  douze  méridiens  équidistants  et  sept 
parallèles.  Les  résultats  obtenus  ont  été  ensuite  appliqués  à 
quatre-vingt-dix-neuf  autres  points. 

Les  formules  calculées  par  Gauss  assignent  aux  deux  pôles 
les  positions  suivantes  pour  Tannée  i838  : 

Pôle  N.     latitude    70°  35'      longit.     262»  o  1' E, 
Pôle  S.  »  78'>35'  »  iSoMo'E; 

ils  sont  loin,  comme  on  voit,  de  correspondre  aux  extrémités 
d'un  même  diamètre. 

Quant  à  l'axe  magnétique  vrai,  déterminé  par  la  condilion 
que  la  somme  des  projections  des  moments  soit  un  maximum,  il 
est  parallèle  au  diamètre  terrestre  qui  correspond  au  point  de 
l'hémisphère  nord  dont  la  latitude  est  de  77*  5o'  et  la  longi- 
tude 294*  09'.  Sa  direction  ne  coïncide  pas  exactement  avec  la 
ligne  des  pôles. 

Cette  direction  est  celle  pour  laquelle  le  coefficient  A|  a  sa 
valeur  maximum  (390).  Quant  au  moment  magnétique  de  la 
Terre,  il  est  égal  à  a^K.  En  comparant  ce  moment  à  celui  d'un 
barreau  d'acier  qui  pesait  environ  5oo»'  et  qui  avait  servi  à  la 
détermination  absolue  du  magnétisme  terrestre,  Gauss  a  trouvé 
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qu'il  est  environ  8.  lo"  fois  plus  grand.  Si  on  suppose  la  Terre 
aimantée  uniformément,  on  déduit  de  ce  nombre  que  le  mo- 
ment magnétique  de  chaque  mètre  cube  du  globe  terrestre 
est  le  même  que  celui  de  huit  barreaux  comme  celui  de  Gauss. 
En  admettant  que  Taimantation  du  barreau  fût  aussi  uni- 
forme,  son  intensité  d'aimantation  serait  environ  2200  fois 
celle  du  globe  terrestre. 

4ilO.  lie  mag^nétlsiiie  terrestre  est-il  sealement  Intérieur  f  — 

Remarquons  que  si  les  masses  agissantes  se  trouvaient  en 
partie  à  l'intérieur,  et  en  partie  à  l'extérieur,  le  potentiel 
pourrait  être  exprimé  par  la  somme  de  deux  séries 


=A.(^)Va.(^)V .A.(i) 


n+t 


la  première  relative  aux  masses  intérieures,  la  seconde  re- 
lative aux  masses  extérieures.  En  désignant  par  Y»  le  terme 
général  du  développement,  on  aurait  donc 


y.=A.0)-.B.(:) 


on  en  déduit 


^A.(f)-.=  B.©' 


dr 
Pour  un  point  de  la  surface,  on  a  simplement 

V,=A„H-B„, 

17= A„+-B,. 

cir  a  a 

La  composante  verticale 
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a  pour  terme  général 


(9)  Z„=i[/*B,-(/*4-i)AJ. 


Cette  équation,  combinée  à  la  précédente  (8),  donne 


^«=^^t''^"+("+')^''J'    ^-=^;iTr^"^--'*^-^' 


et  on  peut  séparer  ainsi  Teiïet  dû  aux  masses  intérieures  de 
celui  que  produisent  les  masses  intérieures. 

Les  calculs  de  Gauss  ayant  montré  qu'on  satisfait  aux  obser- 
vations au  moyen  des  seuls  coefficients  Â,  il  en  résulte  que  les 
coefficients  B  sont  sensiblement  nuls  ;  par  suite,  aucune  part 
sensible  de  Taction  terrestre  ne  paraît  due  aux  masses  ma* 
gnétiques  extérieures. 

441 .  inauence  du  Soleil  et  de  la  imne.  —  Toutefois  certaines 
variations  périodiques  des  éléments  du  magnétisme  terrestre 
paraissent  liées  aux  mouvements  apparents  du  Soleil  et  de  la 
Lune,  ou  dépendre  de  certains  phénomènes  accessoires  tels 
que  les  taches  du  Soleil.  L'influence  de  ces  astres  ne  parait 
donc  pas  douteuse  ;  tout  porte  à  croire  cependant  qu'ils  n'a- 
gissent pas  directement,  en  tant  que  corps  magnétiques,  mais 
que  leur  influence  est  indirecte  et  modifie  seulement  Tétat 
magnétique  du  globe  terrestre. 

Un  astre,  en  eiïet,  quelle  que  soit  la  distribution  du  magné- 
tisme qu'il  possède,  équivaut,  pour  les  points  très  éloignés,  à 
un  aimant  infiniment  petit  ou  à  un«  sphère  aimantée  unifor- 
mément. 

Désignons  par: 

I  l'intensité  moyenne  d'aimantation  de  la  Terre; 

R  son  rayon  ; 

r  l'intensité  moyenne  d'aimantation  d'un  astre  ; 

R'  son  rayon  ; 

u  son  moment  magnétique  ; 

D  sa  distance  à  la  Terre. 
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L'action  de  la  Terre  à  Téquateur^  oii  elle  est  minimum,  a 
pour  valeur  (15a) 

T— —  —  ^rl 


Si  Ton  suppose  que  la  ligne  des  pôles  de  Taslre  considéré 
soit  dirigée  vers  la  Terre,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  favorable, 
la  force  Fp  qu'il  exercera  sur  la  Terre  sera  (15a) 


Lo  rapport  de  l'action  polaire  de  Tastre  considéré  à  Taction 
équatoriale  de  la  Terre  est 


t,-Md;  "41  U  y 


Ce  rapport  est  donc  proportionnel  à  Taimantalion  de  Tastre  et 
au  cube  de  son  diamètre  apparent. 

Le  diamètre  apparent  du  Soleil  et  celui  de  la  Lune  sont 
d'environ  30',  c'est-à-dire  plus  petits  que  0,01,  de  sorle  que 
Ton  a 

t;<4t^^  • 

Si  ces  astres  sont  aimantés  comme  la  Terre,  la  variation  maxi- 
mum qu'ils  peuvent  produire  à  l'équateur  sur  la  déclinaison 

10"^  V 
est  donc  inférieure  à-r—  ou  ^tt,  c'esl-à-dire  absolument  inap- 
préciable. Pour  arriver  à  des  variations  de  10',  comme  celles 
qu'on  observe  fréquemment,  il  faudrait  que  l'intensité  d'ai- 
mantation du  Soleil  et  de  la  Lune  fût  12000  fois  plusgrande 
que  celle  de  la  Terre.  Or,  l'acier  le  plus  énergiquement  ai- 
manté n'a  pas  une  intensité  10000  fois  plus  grande  que  celle 
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de  la  Terre  ;  le  Soleil  et  la  Lune  devraient  donc,  pour  produire 
une  perturbation  de  10',  avoir  une  aimantation  plus  énergi- 
que que  celle  des  meilleurs  barreaux  d'acier. 

On  arriverait  aux  mêmes  conclusions  en  supposant  que 
la  Lune,  par  exemple,  est  aimantée  parla  Terre.  Si  la  Lune  est 
à  l'équateur,  Taction  qu'elle  subit  de  la  Terre  est 

./=I"(d)'. 

et  l'intensité  d'aimantation  a  pour  valeur 
On  en  déduit 

T~^3^VDy  ^"vy^^j  -54^- 

Quelque  valeur  que  Ton  admette  pour  le  coefficient  £,  en 
supposant  même  qu'on  assimile  la  Lune  au  fer  le  plus  doux, 
le  rapport  des  aimantations  sera  toujours  très  petit  et  la  réac- 
tion de  la  Lune  sur  la  Terre  absolument  négligeable.  A  plus 
forte  raison  en  serait-il  de  même  pour  le  Soleil. 
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CHAPITRE    PREMIER 

COURANTS   ET  FEUILLETS   MAGNÉTIQUES 


4A9.  Expérience  d'€BSrste4.  —  Des  expériences  anciennes  sur 
les  décharges  électriques  avaient  montré  déjà  que  le  passage 
d'un  courant  dans  un  fil  conducteur  est  capable  de  modifier  le 
magnétisme  d'une  aiguille  d'acier.  Ces  phénomènes,  auxquels 
on  n'accorda  d'abord  qu'une  attention  médiocre,  étaient  un 
premier  indice  des  relations  qui  existent  entre  l'électricité  et 
le  magnétisme.  C'est  seulement  en  1820,  à  la  suite  de  l'expé- 
rience d'CHSrsted,  que  l'existence  de  ces  relations  a  été  mise  en 
pleine  lumière  par  les  immortels  travaux  d'Ampère. 

Lorsqu'un  conducteur  rectiligne  traversé  par  un  courant  est 
approché  d'une  aiguille  aimantée,  Taiguille  est,  en  général, 
déviée  de  sa  position  d'équilibre.  Pour  définir  dans  chaque  cas 
les  effets  assez  complexes  qui  se  manifestent  suivant  les  posi- 
tions respectives  de  Taimant  et  du  courant.  Ampère  a  donné 
une  règle  très  simple  :  qu'on  suppose  un  observateur  couché 
dans  le  fil,  de  manière  que  le  courant  entre  par  les  pieds  et 
sorte  par  la  tête;  l'observateur,  tournant  la  face  vers  l'aiguille, 
voit  toujours  le  pôle  Nord  se  porter  à  sa  gauche,  que  nous 
appellerons  désormais  la  gauche  du  couraiit.  Si  Taiguille  était 
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soustraite  à  Taction  de  la  Terre  et  à  toute  autre  action  que 
celle  du  courant,  elle  se  mettrait  en  croix  avec  lui. 

44:3.  Champ  maira^AUue  d'un  courant. —  Le  fait  fondamental 

qui  ressort  de  l'expérience  d'OErsted  est  qu'un  courant  élec- 
trique de  forme  quelconque  crée  autour  de  lui  un  véritable 
champ  magnétique. 

Ce  champ  jouit  bien  des  propriétés  reconnues  d'un  champ 
magnétique  ordinaire,  car  les  actions  qu'il  exerce  en  un  poiat 
sur  des  masses  magnétiques  égales  et  de  signes  contraires  sont 
égales  et  directement  opposées.  La  force  est  d'ailleurs  propor- 
tionnelle à  la  masse  magnétique  considérée,  car,  si  Ton  met 
dans  le  voisinage  d'un  courant  une  petite  aiguille  soumise  en 
même  temps  à  l'action  de  la  Terre,  la  direction  qu'elle  preod 
est  indépendante  de  son  moment  magnétique  ;  la  résultante 
des  deux  forces  qui  proviennent  du  champ  terrestre  et  du 
champ  créé  par  le  courant  a  donc  elle-même  une  direction 
fixe,  et,  par  suite,  ces  deux  forces  gardent  entre  elles  un  rap- 
port constant. 

L'action  du  courant  change  également  de  signe,  sans  changer 
de  grandeur,  quand  on  renverse  simplement  le  sens  du  cou- 
rant ;  ainsi,  quand  le  fil  conducteur  est  replié  sur  lui-même, 
les  deux  portions  en  contact,  qui  sont  traversées  par  des  cou- 
rants égaux  et  de  sens  contraires,  n'ont  aucune  action  sur  un 
pôle  d'aimant. 

L'existence  du  champ  créé  par  le  courant  peut  être  mise  en 
évidence  par  le  procédé  ordinaire  des  spectres  magnétiques. 
Par  exemple,  si  on  répand  de  la  limaille  de  fer  sur  une  feuille 
de  papier  traversée  normalement  en  son  milieu  par  un  courant 
rccliligne,  on  voit  la  limaille  se  distribuer  en  cercles  concen- 
triques à  la  trace  du  courant.  On  en  conclut  que  les  lignes  de 
force  sont  des  circonférences  dont  le  centre  est  l'axe  du  cou- 
rant. La  force  est  donc  normale  en  chaque  point  au  plan  qui 
passe  par  ce  point  et  par  le  courant  ;  elle  est  d'ailleurs  dirigée 
vers  la  gauche  de  l'observateur  d'Ampère. 

Les  surfaces  de  niveau  successives  autour  d*un  courant  recti- 
ligne  sont  ainsi  formées  par  une  série  de  plans  passant  par 
Taxe  du  fil  et  faisant  entre  eux  des  angles  égaux.  Il  en  est  de 
même  au  voisinage  d'un  courant  quelconque^  de  sorte  que  les 
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surraces  de  niveau  naissent  autour  de  chaque  portion  du  fil, 
en  faisant  entre  elles  des  angles  égaux. 

444L.  ActloB  d'an  eourant  rertill|r**e  mmr  mm  pôle.  —  Bzpérleaee» 

«le  mot  et  fiNiTart.  —  Biot  et  Savart  Ont  déterminé  par  expé- 
rience la  grandeur  de  la  force  en  chaque  point.  Us  soumettaient 
à  Faction  d'un  courant  vertical  une  petite  aiguille  aimantée 
horizontale  placée  à  diverses  distances  sur  une  droite  passant 
par  le  courant  et  perpendiculaire  au  méridien  magnétique. 
Dans  ces  conditions,  la  force  résultante  efficace  est  la  somme 
de  la  composante  horizontale  H  du  champ  terrestre  et  de  la 
force  9  du  courant. 

On  fait  d'abord  osciller  Taiguillc  sous  Tiniluence  de  la 
Terre  seule,  puis  à  des  distances  a  et  a  du  fil,  sous  Tin- 
fluence  simultanée  de  la  Terre  et  du  courant.  Si  on  appelle 
/!«  N  et  N'  les  nombres  d'oscillations  de  Taiguille  en  un  temps 
donné  t  dans  ces  trois  expériences,  on  a,  en  désignant  par  K 
une  constante  qui  dépend  de  l'aimantation  de  l'aiguille  et  de 
son  moment  d'inertie, 

N'*r==K(II-hç'). 


On  en  déduit 


Or,  l'expérience  a  montré  qu'en  employant  la  méthode  des 
alternatives  pour  éliminer  l'influence  des  variations  d'intensité 
du  courant,  on  avait  toujours 

11  en  résulte  <pa=9'a',  c'est-à-dire  que  l'action  du  courant  en 
un  point  est  en  raison  inverse  de  la  distance. 

D'autre  part,  les  expériences  relatives  à  la  décharge  des 
batteries,  celles  de  CoUadon  et  de  Faraday,  en  particulier,  et 
les  mesures  plus  précises  faites  avec  le  voltamètre,  ont  monlré 

Eiectr.el  Mag'i,  I   —  31 
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que.l*aclion  mognélique  d'un  courant  est  proportionnelle  à  la 
(]uantilé  d'éloclricité  qui  s'écoule  pendant  Tunité  de  temps, 
c'est-à-dire  à  Tintensité  i  du  courant. 

L'action  exercée  par  un  courant  rectiligne  sur  une  masse 
magnétique  m  située  à  la  distance  n  peut  donc  être  représentée 
par  Tcxprossion 

(0  ?~--T-' 


dans  laquelle  k  est  un  coefficient  qui  reste  à  déterminer. 

En  réalité,  Faction  observée  dans  cette  expérience,  commr 
dans  celle  d'Œrsted,  est  toujours  celle  d'un  courant  fermé; 
mais  il  est  facile  de  reconnaître  que,  si  la  portion  rectiligne 
considérée  est  suffisamment  grande  et  le  resle  du  courant 
suffisamment  éloigné,  cette  dernière  partie  du  circuit  n'exerce 
qu'une  action  insensible  et  que  l'elTet  observé  dépend  uni- 
quement de  la  partie  la  plus  voisine.  L'action  de  la  portion 
rectiligne  peut  alors  être  considérée  comme  égale  à  celle  d'un 
courant  rectiligne  indéfini.  Il  en  résulte  donc  la  loi  suivante 
de  Biot  et  Savart  : 

L'action  d'un  courant  rectiligne  indéfini  sur  un  pôle  est 
normale  au  plan  qui  passe  par  le  courant  et  par  le  pâle,  dirigée 
vers  la  gauche  du  courant  et  en  raison  inverse  de  la  distance 
du  courant  au  pôle. 

Une  expérience  plus  simple,  au  moins  en  théorie,  condui- 
rait au  même  résultat.  Qu'on  suppose  une  portion  du  circuit 
verticale  et  un  aimant  placé  d'une  mpinière  quelconque  sur 
un  appareil  mobile  autour  d'un  axe  coïncidant  avec  celui 
du  courant.  On  constatera  que  le  système  mobile  reste  en 
repos  pour  toutes  les  positions  de  Taimant,  quels  que  soient 
le  sens  et  l'intensité  du  courant.  Il  résulte  de  là  que  les  mo- 
ments par  rapport  à  l'axe  des  actions  exercées  sur  les  diffé- 
rentes masses  de  l'aimant  ont  une  somme  nulle. 

Si  m  est  la  masse  magnétique  située  à  la  distance  a  de  l'axe, 
on  aura  donc 

En  supposant  l'aimant  réduit  h  deux  masses  =t:m  égales  et 
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de  signes  contraires,  situées  aux  distances  a  et  a  ducourant, 
réquation  se  réduit  à 

w((pa  — 9^')  — o       ou       ça-rconsl", 

c'est-è-dire,  la  loi  de  Biot  et  Savart. 

L'expérience  porte  avec  elle  sa  vérification,  car  si  on  cesse 
de  faire  coïncider  Taxe  de  rotation  avec  Taxe  du  courant,  le 
système  se  déplace  et  tend  à  tourner  dans  un  sens  ou  dans 
Tautre  pour  atteindre  une  position  d'équilibre. 

445.    Potentiel    d'an    eonrnnt  reetilliriie   indéfini.  —    NouS 

allons  démontrer  que  le  champ  magnétique  d'un  courant  est 
défini  par  un  potentiel,  c*est-à-dire  par  une  fonction  dont  les 
dérivées  partielles,  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées, 
représentent  les  composantes  respectives  de  la  force  prises 
en  signes  contraires. 

Dans  le  cas  d'un  courant  rectiligne,  les  surfaces  de  niveau 
sont  des  plans  passant  par  le  courant.  Prenons  le  courant  pour 


axe  des  z  et^  pour  plan  des  xj,  un  plan  normal  au  courant 
passant  par  le  point  P  (fig.  96).  Si  on  imagine  que  le  cou- 
rant aille  d'avant  en  arrière  de  la  figure,  la  force  0  en  un 
point  P  du  plan,  d'après  la  règle  d'Ampère,  est  normale 
à  PO  et  tendrait  à  faire  tourner  ce  point  autour  du  courant 
dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre.  Désignons  par  a  l'an- 
gle PO^.  Pour  un  déplacement  très  petit,  PP',  dans  le  sens 
de  la  force,  le  travail  sur  une  masse  positive  égale  à  l'unité 
serait 

dlr^oX  PP'r^ MdoL^kidx, 
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Comme  l'angle  ^  que  fiiit  la  droite  PO  avec  une  parallèle 
P.r  à  Taxe  des  x  est  complémentaire  de  a,  on  peut  écrire 

Ce  travail  est  égal  à  la  diminution  correspondante —rfV 
du  potentiel  ;  on  en  déduit 

et.  par  suite, 

Remarquons  que  Tangle  ^  est  Tangle  rectiligne  de  Tangle 
dièdre  des  deux  plans  menés  du  point  P,  Tun  par  le  courant, 
Taulre  parallèle  au  courant  et  à  Taxe  des  x  ;  le  double  de  cet 
angle  ^  mesure  la  surface  g)  du  fuseau  découpé  par  le  dièdre 
dans  une  sphère  de  rayon  égal  à  Tunité  ayant  son  centre  en  P; 
on  peut  donc  écrire 

La  surface  o)  n'est  autre  chose  que  Tangle  solide  sous  lequel, 
du  point  P,oa  voit  le  plan  des  xz  indéfini  dans  un  sens  et 
limité  de  l'autre  parle  courant,  c'est-à-dire  la  surface  appa- 
rente de  ce  plan. 

On  en  conclut  que  le  potentiel  dun  courant  rectiligne  indé- 
fini en  un  point  est,  à  une  constante  près  ^  proportionnel  au  pro- 
duit de  rintensité  par  la  surface  apparente  d'un  plan  itidéfini 
dans  un  sens  et  limité  de  l'autre  par  le  courant. 

Pour  déterminer  le  signe  de  cette  surface  apparente,  nous 
rappellerons  que,  dans  la  pratique,  le  courant  rectiligne  indé- 
fini fait  nécessairement  partie  d'un  circuit  fermé  et  que,  si  la 
portion  non  rectiligne  est  très  éloignée  du  point  P,  l'angle 
sous  lequel  on  voit  le  circuit  entier,  que  nous  pouvons  supposer 
plan^  ne  diffère  que  d'une  quantité  insensible  du  plan  indé- 
fini dont  il  fait  partie.  Nous  conviendrons  d'appeler /ace /M»f- 
tive  du  courant  celle  qui  se  trouve  h  la  gauche  de  l'observa- 
teur couché  dans  le  courant  et  qui  regarde  vers  l'intérieur, 
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face  négative  t^^  qui  se  trouve  à  sa  droite,  el  nous  prendrons 
Tanglc  iù  positirou  négatif  suivant  que  du  point  P  on  verra 
la  face  positive  ou  la  face  négative  du  courant. 

4441.  I«e  potentiel  d'un  eourant  indéfini  n'est  pae  nne  simple 
fonction  d«B  eoordonnées. —  En  un  point  donné,  TaUgle  b)  ne 

donne  la  valeur  du  potentiel  d'un  courant  indéfini  qu'à  une 
constante  près.  Il  est  facile  de  voir  quelle  est  la  signiGcation  de 
cette  constante.  Supposons  que  la  masse  positive  égale  à  Tunilc 
considérée  au  point  P  (fig.  96)  décrive  une  circonférence  au- 
tour du  point  0  dans  le  sens  de  la  force  et  revienne  à  sa  position 
primitive.  L*angle  (i>  a  repris  la  même  valeur,  mais  la  force  9 

ki 
a  elTectué  un  travail  ç.aïua,  c*est-à-dire  *nJii  ou  4^  —  ,  et  cette 

masse  a  traversé  le  plan  du  courant  par  la  face  négative.  Pour  n 

ki 
tours  de  la  masse,  ce  travail  serait  égal  a  ^%n  —  ,  et  le  potentiel 

ki 
aurait  diminué  de  la  même  quantité  —  4^n  — . 

ki 

D'autre  part,  l'expression  — w  est  le  travail  qu'il  faudrait  dé- 
penser contre  les  forces  magnétiques  pour  amener  cette  masse 
de  l'iniini  au  point  P  sans  traverser  le  plan  du  courant. 

Si  donc,  par  analogie  avec  les  propriétés  des  feuillets  ma- 
gnétiques, on  appelle  potentiel  en  un  point  le  travail  néces- 
saire pour  y  amener  de  l'infini  une  masse  magnétique  positive 
égale  à  l'unité,  ce  potentiel  a  pour  expression 

(2)  V = — <i)  —  4"w — =z — (g)  —  4^/1) . 


Le  potentiel  magnétique  du  courant  en  un  point  P  n'est 
donc  pas  une  simple  fonction  des  coordonnées,  mais  une  fonc- 
tion ayant  une  infinité  de  valeurs  qui  diffèrent  les  unes  des 

ki 
autres  d'un  multiple  de  475^—»  c'est-à-dire  du  travail  qui  cor- 
respond à  la  rotation  complète  autour  du  courant  d'une  masse 
magnétique  égale  à  l'unité.  Cette  propriété  peut  être  facilement 
généralisée. 
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447.  PoteiiUct  d'un  eoarant  anfralttire.  —  Considérons  deui 

courants  rectilignes  indéfinis  AA.'  et  BB'  (fig.  97)  de  même 
intensité,  situés  dans  le  même  plan  et  marchant  dans  les  direc- 
tions indiquées  par  les  flèches.  Soit  Q  la  projection  du  pôle  P 
sur  ce  pian.  Le  potentiel  en  P  du  courant  AA'  est  propor- 
tionnel à  la  surface  apparente  du  plan  AA'X  ;  celui  de  BB' 
est  proportionnel  à  la  surface  apparente  du  plan  BB'X. 

Avec  le  sens  actuel  des  courants,  et  en  supposant  que  leurs 
plans  s'étendent  indéfiniment  vers  la  droite,  ces  deux  surfaces 
apparentes  doivent  être  prises  en  signes  contraires^  et  le  po- 
tentiel résultant  est  proportionnel  à  leur  dilTéreace.  Or,  la 


partie  commune  AOBX  disparaU;  le  potentiel  est  donc  pro- 
portionnel à  la  surface  apparente  de  Tangle  BOA'  diminuée  de 
la  surface  apparente  de  Tangle  AOB'. 

D'un  autre  côté,  le  système  des  deux  courants  indéfinis  est 
identique  à  celui  des  deux  courants  angulaires  BOA'  et  AOB' 
dont  le  premier  tourne  en  avant  sa  face  positive,  et  le  second 
sa  face  négative. 

On  peut  donié  dire  que  le  potentiel  en  un  point  P  d*un  cou- 
rant angulaire  tel  que  BOA'  est  proportionnel  à  sa  surface 
apparente,  à  une  fonction  près  des  coordonnées  du  sommet 
de  Tangle,  fonction  dont  le  signe  dépend  du  signe  de  la  sur- 
face tournée  vers  le  point  et  qui  disparaîtra,  du  reste,  dans 
les  applications. 
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4LA8.  Potentiel  d'un  courant  trian^uire.  —  Supposons  eil 

outre  qu'il  existe  dans  le  même  plan  un  troisième  courant 
ce  (fig.  98)  identique  aux  premiers,  et  formant  avec  eux  un 
triangle  abc. 

Le  potentiel  en  P  des  deux  premiers  est  proportionnel  à  la 
surface  apparente  de  l'angle  BcA\  moins  celle  de  Tangle  AcB'. 
Le  potentiel  du  courant  CC  est  proportionnel  à  la  surface 
apparente  du  plan  CC'X  prise  avec  le  signe  — .  Si  Ton  ajoute 
reflet  des  trois  courants,  la  partie  commune  ïiahX'  disparaît 
et  il  reste  finalement  dans  Texpression  du  potentiel  la  surface 


Fig.  yS 

apparente  du  triangle  abc  et  celles  des  angles  extérieurs 
AcB',  CAA'  et  BaC,  ces  dernières  étant  prises  toutes  trois  né- 
gativement. 

Ajoutons  au  système  trois  courants  angulaires  de  même  in- 
tensité, figurés  parles  flèches  courbes  ;  ils  introduiront  dans 
le  potentiel  les  surfaces  apparentes  des  mêmes  angles,  prises 
celte  fois  positivement,  de  sorte  qu'il  ne  restera  plus  que  la 
surface  apparente  du  triangle.  Il  ne  reste  aussi  de  tous  les 
courants  que  celui  qui  circule  autour  du  triangle,  puisque 
chacune  des  lignes  extérieures  est  parcourue  par  des  cou- 
rants égaux  et  de  signes  contraires. 

Ainsi  le  potentiel  en  un  point  P  iViin  courant  fermé  triangu- 
laire est  proportionnel ,  à  une  constante  près ^  à  la  surface  appa- 
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refite  du  triangle  entouré  par  le  courant,  ou  à  tangle  solide 
sous  lequel  on  voit  le  triangle  du  point  P. 

En  désignant  cet  angle  solide  par  u»  on  a  donc 

2, 

Le  théorème  s'applique  évideminenl  à  un  quadrilatère 
quelconque;  en  effet,  on  peut  toujours  diviser  le  quadrilatère 
en  deux  triangles  et  supposer  qu'il  existe  le  long  de  la  dia- 
gonale deux  courants  égaux  et  de  sens  contraires.  Par  cette 
addition,  on  ne  change  rien  au  système  électrique,  et  on  trans- 
forme le  courant  donné  en  deux  courants  triangulaires,  pré- 
sentant du  même  côté  leurs  faces  positives.  Le  potentiel  est 
donné  par  la  somme  des  deux  angles  apparents  des  triangles 
ou  par  Tangle  apparent  du  quadrilatère. 

449.  Potentiel   d'an  coaraiit  fermé  «arleon^ve.   •—    Par   ic 

contour  d'un  courant  fermé  nous  pouvons  mener  une  surface 
quelconque  et  supposer  cette  surface  divisée  par  deux  systè- 
mes de  lignes  en  un  nombre  quelconque  de  quadrilatères  et 
de  triangles  infiniment  petits  à  côtés  rectilignes.  Si  on  suppose 
les  contours  de  chacune  de  ces  figures  élémentaires  parcou- 
rus par  des  courants  de  même  intensité  et  de  même  sens  que 
le  courant  principal,  on  obtiendra  un  système  de  courants 
fermés,  qui  sera  équivalent  au  courant  donné,  puisque  cha- 
cune des  lignes  intérieures  est  parcourue  par  deux  courants 
égaux  et  de  signes  contraires  et  que  les  seules  portions  effica- 
ces sont  celles  qui  forment  par  leur  ensemble  le  courant 
donné.  Tous  les  courants  élémentaires  ayant  leurs  faces  posi- 
tives tournées  dans  le  même  sens,  le  potentiel  du  système  e^t 
proportionnel  à  la  somme  des  surfaces  apparentes  des  cou- 
rants élémentaires,  c'est-à-dire  à  la  surface  apparente  du 
courant  proposé. 

Donc,  le  potentiel  en  un  point  P  dun  courant  fermé  quelcon- 
que  est  donné,  à  une  constante  près^  par  solide  fangle  sous 
lequel  du  point  P  on  voit  le  contour  du  courant. 

450.  Équivalence  d'un  courant  fermé  et  d'un  feuillet  maf^né- 
tique.  —  Théorème  d'Ampère.  —  Soit  o)  la  valeur  de  l'angle 

solide  sous  lequel  du  point  P  on  voit  le  contour  du  courant. 
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on  a,  d'après  le  théorème  qui  précède, 

(3)  V=^a>4-C^ 

Pour  un  feuillet  magnétique  de  puissance  $,  qui  serait  ter- 
miné au  môme  contour,  on  aurait  (ssa) 

Les  deux  potentiels  serontdonc  égaux,  a  une  constante  près, 
si  Ton  a 

ki 

(4)  7=<f=l, 

le  symbole  I  étant  une  nouvelle  expression  de  l'intensité  du 
courant  définie  par  cette  condition  même  et  que  nous  appe- 
lons Vintensité  électromagnétique. 

Les  potentiels  du  courant  et  du  feuillet  pour  lesquels  1=^ 
ne  sont  pas  absolument  identiques,  mais  ils  ne  diffèrent  que 
par  une  constante  et  leurs  coefficients  différentiels  sont  les 
mêmes.  Par  suite,  les  actions  exercées  par  le  courant  et  par 
le  feuillet  sont  les  mêmes  pour  chaque  point  du  champ.  Nous 
sommes  ainsi  conduits  au  célèbre  théorème  d'Ampère  : 

V action  magnétique  cTun  courant  fermé  est  égale  à  celle  cTun 
feuillet  magnétique  de  même  contour. 

Les  faces  positives  du  courant  et  du  feuillet  se  correspon- 
dent et  sont  à  la  gauche  de  l'observateur  placé  dans  le  cou- 
rant et  qui  regarde  vers  Tintérieur  du  circuit. 

Nous  avons  déduit  ce  théorème  important  de  l'expérience  de 
Biot  et  Savart,  mais  on  pourrait  le  considérer  comme  un  fait 
expérimental,  vérifié  par  toutes  ses  conséquences,  et  l'accepter 
comme  point  de  départ  pour  en  déduire  toutes  les  propriétés 
magnétiques  des  courants. 

•ftAl.  Benar^aes  sur  l'éqaiTalenee  d'an  eoavttnt  fermé  et  d'an 

feniiiet  mairn^tUae.  —  Il  est  important  d'insister  sur  les  con- 
ditions d'équivalence  du  courant  et  du  feuillet.  Nous  avons  vu 
qu'avec  le  feuillet,  la  force  n'est  pas  une  fonction  continue 
des  coordonnées  :  elle  est  constante  dans  l'intérieur  du  feuillet 
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et  change  de  signe  au  uioment  où  Toa  traverse  Tune  dos  sur- 
faces; les  lignes  de  force  émanent  de  part  et  d'autre  de  la  face 
positive  et  sont  absorbées  par  la  face  négative.  Ces  change- 
ments brusques  n'existent  pas  dans  le  cas  du  courant  fermé  : 
la  force  est  une  fonction  continue  des  coordonnées  et  les 
lignes  de  force  sont  des  courbes  fermées  qui  ne  touclient  pas 
le  circuit  et  ne  rencontrent  aucune  masse  agissante.  On  con- 
çoit qu'il  puisse  en  être  ainsi  sans  contradiction  ;  car  le  feuillet 
équivalent  au  courant  est  assujetti  à  la  seule  condition  d'être 
limité  au  même  contour,  et  on  peut  supposer,  lorsqu'une 
masse  magnétique  se  déplace  dans  le  voisinage  d'un  courant, 
que  le  feuillet  équivalent  se  déforme  constamment  et  fuit  de- 
vant elle  sans  être  jamais  rencontré. 

L'.-inalogie  des  deux  systèmes  devient  plus  étroite  si  au  lieu 
de  considérer  la  force  magnétique  d  un  feuilleton  considère 
rinduction.  Nous  savons,  en  edel  (324.),  que  Tinduction  ma- 
gnétique est  une  fonction  continue  des  coordonnées,  que  le 
flux  d'induction  se  conserve  dans  toute  retendue  d*un  canal 
orthogonal,  et  que  la  force  et  l'induction  magnétiques  ont 
la  même  valeur  pour  tout  point  situé  en  dehors  des  milieux 
aimantés.  En  particulier,  l'induction  magnétique  dans  l'é- 
paisseur d'un  feuillet  est  identique  à  la  force  qui  s'y  produi- 
rait si  le  feuillet,  tout  en  conservant  le  même  contour  et  la 
même  puissance  magnétique,  était  déformé  de  manière  à  ne 
plus  comprendre  le  point  considéré,  et  cette  force  est  égale  à 
celle  d'un  courant  équivalent  qui  suivrait  le  contour.  11  en 
est  évidemment  de  même  pour  un  ensemble  quelconque  de 
courants;  d'où  l'on  déduit  cette  loi  générale  : 

Un  système  quelconque  de  courants  fermés  équivaut  à  un 
système  magnétique^  et  Faction  des  courants  en  un  poùU  est 
identique  à  rinduction  au  même  point  du  système  magnétique 
équivalent, 

452 .  Enerif le  relatiTe  il'an  système  ma|r*>^^lQU«  et  A^un  cou- 
rant. —  Le  potentiel  d'un  courant  en  un  point  Pest,  a  une 
constante  près,  égal  à  — lo),  si  l'on  désigne  par  ca  Tangle  solide 
sous  lequel  on  voit  la  face  négative  du  courant.  Le  produit 
—  mlwcst  le  travail  qu'on  dépenserait  pour  amener  depuis 
rinfuii  jusqu'en  ce  point  une  masse  magnétique  égale  à  m  sans 


COUBANTS  ET  FEUILLETS  MAGNÉTIQUES.  401 

traverser  une  surface  continue  limitée  au  courant.  L'énergie 
potentielle  de  la  masse  m  au  point  P  est  donc,  à  une  constante 
près,  égale  à  — mlo). 

Si,  pour  arriver  au  point  P^  cette  masse  a  traversé  n  fois  la 
surface  du  courant  en  entrant  par  la  face  positive,  il  a  fallu 
chaque  fois  dépenser  un  travail  ml^rr,  le  travail  total  est  alors 

mr(4'ïr«~«o). 

Inversement,  si  la  masse  est  abandonnée  à  elle-même,  elle 
tend  à  tourner  indéRniment  autour  du  courant  et  dépense  à 
chaque  tour  une  énergie  égale  à  m4irl. 

Cette  continuité  de  mouvement  n'est  pas  possible  avec  deux 
systèmes  magnétiques,  parce  que  le  potentiel  est  alors  une 
fonction  déterminée  des  coordonnées  ;  elle  serait  d'ailleurs 
incompatible  avec  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 
Dans  le  cas  des  courants  le  mouvement  peut  être  continu, 
parce  qu'il  intervient  nécessairement  dans  le  phénomène  une 
énergie  étrangère,  telle  que  celle  des  actions  chimiques  qui 
s'effectuent  dans  les  piles. 

Si  l'on  appelle  encore  Q  le  flux  de  force  du  système  magné- 
tique qui  traverse  la  surface  du  courant  en  entrant  par  la  face 
négative,  l'énergie  relative  des  deux  systèmes  a  pour  expres- 
sion, à  une  constante  près^ 

(.ï)  W=-1Q. 

Lorsque  le  système  magnétique  est  abandonné  à  lui- 
même,  le  travail  rfT  des  forces  magnétiques  pour  un  dépla- 
cement inflniment  petit  quelconque  est  égal  et  de  signe  con- 
traire à  la  variation  d'énergie  et  on  a 

rfT-^rfW=o, 
ou 

Le  mouvement  du  système  a  donc  lieu  de  telle  façon  que 
la  valeur  de  Q  tende  vers  un  maximum. 
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Pour  deux  positions  successives  caractérisées  par  les  indi- 
ces I  et  2,  le  travail  sera,  à  uoe  constante  près, 

tî:=i(q,-q,). 

Il  est  important,  en  effet,  de  remarquer  que  d'une  manière 
générale  la  différence  Q2--Q1  ne  dépend  pas  seulement  des 
positions  finale  et  initiale  du  système  magnétique,  mais  aussi 
du  chemin  suivi  par  chaque  masse;  car  il  faudrait  ajouter  le 
terme  m^id  au  travail  de  toutes  celles  qui  auraient  contourné 
Tune  des  branches  du  courant.  Si  un  aimant  uniforme  long  et 
flexible,  par  exemple,  était  placé  au  voisinage  d'un  courant, 
le  pôle  positif  tournerait  indéfiniment  autour  du  courant  dans 
un  sens,  le  pôle  négatif  en  sens  contraire. 

Toutefois,  si  le  contour  du  courant  est  rigide,  ainsi  que  le 
système  magnétique,  toutes  les  masses  qui  constituent  Tai- 
mant  exécutent  nécessairement  le  même  nombre  n  de  ré- 
volutions et  dans  le  même  sens,  et  le  travail  correspondant  est 
égal  à  n^id^m.  Comme  la  masse  totale  d'un  aimant  est  tou- 
jours nulle,  le  travail  relatif  à  un  déplacement  quelconque 
ne  dépend  que  des  positions  initiale  et  finale  et  non  du  che- 
min parcouru  ;  dans  ce  cas,  le  travail  est  nul  lorsque  Taimant 
revient  à  sa  position  primitive. 

Il  est  donc  impossible  d'obtenir  le  mouvement  continu  d'un 
aimant  par  un  courant  qui  traverse  un  circuit  rigide  ;  1  ac- 
tion réciproque  des  deux  systèmes  est  alors  identique  à  celle 
de  deux  aimants.  Les  valeurs  maximum  et  minimum  du  flux 
de  force  Q  correspondent  à  des  positions  d'équilibre  relatif, 
stables  dans  le  premier  cas  et  instables  dans  le  second.  Le 
mouvement  peut  être  continu,  au  contraire,  si  le  circuit  estdé- 
formable,  s'il  contient,  par  exemple,  des  parties  liquides,  des 
contacts  glissants,  ou  s'il  peut  être  brisé  en  certains  points 
pendant  que  l'aimant  se  déplace. 

453.  Action  réciproque  de  deax  coarants  fermés.  —  Un  COU- 

rant  fermé  et  un  feuillet,  équivalents  vis-à-vis  d'un  système 
magnétique  quelconque,  le  sont-ils  encore  vis-à-vis  d'un  au- 
tre courant?  Ainsi,  le  courant  C<  et  le  feuillet  S,  de  même  con- 
tour sont  équivalents  vis-à-vis  du  système  magnétique  Mj  ; 
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supposons  que  ce  système  magnétique  soit  un  feuillet  S^  ; 
Faction  réciproque  qui  s*exerce  entre  S|  et  S^  est  identique  à 
celle  qui  s'exerce  entre  S^  et  le  courant  G,  équivalent  à  S^  ; 
naais  cette  dernière  action  est-elle  la  même  que  celle  qui 
s'exercerait  entre  les  deux  courants  G^  et  G^  ?  L'affirmative 
parait  probable  ;  mais  ce  n'est  là  qu'une  induction  et  il  serait 
facile  de  trouver  des  exemples  pour  lesquels  le  même  mode 
de  raisonnement  conduirait  à  des  conséquences  manifeste- 
ment erronées.  Ainsi,  dans  des  conditions  convenablement 
choisies,  il  peut  se  faire  que  les  actions  exercées  sur  un  ai- 
mant par  un  aimant  et  par  un  morceau  de  fer  doux  soient  les 
mêmes;  on  n'en  saurait  conclure  que  le  fer  doux  et  l'ai- 
mant seraient  encore  équivalents  vis-à-vis  d'un  autre  mor- 
ceau de  fer  doux. 

C'est  donc  comme  un  résultat  expérimental,  et  non  comme 
une  déduction  nécessaire  delà  théorie,  que  nous  admettrons  le 
théorème  suivant  d'Ampère  : 

L action  réciproque  de  deux  coinçants  fermés  est  identique  à 
celle  des  deux  feuillets  magnétiques  respectivement  équivalents 
à  chacun  d'eux. 

464c.  Énergrle  relntire  de  devx  eouranta.  —  L  énergie  poten- 
tielle de  deux  feuillets  magnétiques  a  pour  valeur  (84 1) 

D'après  le  théorème  d'Ampère,  celle  de  deux  courants  fermés 
sera  exprimée,  à  une  constante  près,  par  la  formule 

(6)  W=-1I'M, 

dans  laquelle  1  et  V  sont  les  intensités  des  deux  courants,  et  M 
le  flux  de  force  qui,  émanant  de  l'un  des  circuits,  traverse 
l'autre  par  sa  face  négative,  lorsque  Tintensité  dans  chacun 
d'eux  est  égale  à  l'unité. 

Le  travail  dï  des  forces  magnétiques  correspondant  à  un 
déplacement  infiniment  petit  sera  donné  par  l'équation 
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455.  notations  éloctromairB^tliiues.  —  NoUS  avOOS  VU  (458 

que  l'action  réciproque  d'un  aimant  et  d'un  courant  rigide  ne 
peut  pas  produire  un  mouvement  continu.  11  en  serait  de 
même  pour  deui  courants  rigides,  mais  Timpossibilité  cesse 
si  Tun  des  systèmes  est  déformable,  et  les  considérations  qui 
précèdent  permettent  d'expliquer  simplement  la  plupart  des 
expériences  de  cette  nature. 

Considérons,  par  exemple,  un  courant  indéfini  rectiligne 
dont  la  trace  est  en  0  (fig.  99),  et  un  aimant  PP'  dont  l'un  des 
pôles  P'  est  assujetti  à  se  déplacer  dans  une  glissière  AB  per- 
pendiculaire au  courant,  tandis  que  l'autre  pôle  P  peut  dé- 
crire une  circonférence  autour  du  courant,  grâce  à  un  contact 
mobile  qui  lui  livre  le  passage  à  chaque  tour.  Le  pôle  P  tour- 


nera  indéfiniment  autour  du  courant  et,  abstraction  faite  des 
frottements,  sa  vitesse  ira  en  s'accélérant,  parce  que  l'action 
magnétique  du  courant  fournit  à  chaque  rotation  un  travail 
égal  au  produit  de  4^1  par  la  masse  du  pôle.  En  réalité  il  s'é- 
tablit un  régime  régulier;  à  partir  du  moment  où  les  résistances 
passives  font  équilibre  à  la  force  motrice.  Nous  verrons  plu- 
sieurs exemples  de  mouvements  continus  du  même  genre  dans 
un  des  chapitres  suivants. 

L'action  d'un  courant  sur  lui-même  peut  donner  lieu  aussi 
à  des  déformations  ou  à  des  mouvements  continus. 

Soit  ACB  (fig.  100)  une  portion  d'un  circuit  mobile  autour 
d'un  axe  passant  par  les  deux  points  A  et  B  par  lesquels  elle 
se  rattache  au  circuit  général.  On  peut  imaginer  que  la  ligne 
AB  est  parcourue  par  deux  courants  de  sens  contraires,  de 
même  intensité  que  le  courant  lui-même,  et  décomposer 
ainsi  le  système  en  deux  circuits  fermés  distincts  y  et  /. 
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S'il  n'exisle  pas  dans  le  champ  d'au  Ires  forces  que  celles 
(|ui  proviennent  de  ces  deux  circuits,  rénergic  relative  des 
deux  courants  est 

Comme  Ténergic  tend  vers  un  minimum,  la  partie  mobile 
se  déplacera  de  fa^^on  que  le  flux  de  force  M  soit  maximum. 

Si  les  deux  contours  .v  et  s  sont  plans,  il  est  clair  que  la 
partie  mobile  s  se  placera  dans  le  plan  /  de  manière  à  en 


Fig.    100 

former  le  prolongement  ;  on  le  voit  d'une  manière  évidente 
par  Taclion  qu'exerceraient  l'un  sur  l'autre  les  deux  feuillets 
magnétiques  équivalents. 

Si  le  circuit  général  est  formé  d'un  fil  flexible  d'une  lon- 
gueur déterminée,  l'action  du  courant  sur  lui-même  tendra 
à  lui  donner  une  surface  maximum,  c'est-à-dire  à  lui  faire 
prendre  la  forme  d'une  circonférence  de  cercle. 

Si  le  fil  est  élastique,  il  s'allongera  jusqu'à  ce  que  l'élasti- 
cité fasse  équilibre  aux  forces  électromagnétiques. 

4.56.  Expérienees  île  Faraiiay.  —  Dans  certains  cas  la  for- 
mule fondamentale 

W— IQ 

parait  en  défaut,  des  mouvements  continus  pouvant  être  pro- 
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duitSy  alors  que  le  flux  de  force  qui  traverse  le  circuit  mobile 
semble  nul  ou  invariable. 

Considérons,  par  exemple,  un  arc  ACB  de  courbe  plane 
(fig.  loi),  mobile  autour  d'une  droite  AB  passant  parTaxe  d*un 
aimant  PP\  Tune  des  extrémités  élant  placée  entre  les  deux 
pôles  et  l'autre  en  dehors,  et  supposons  qu'un  courant  aille  du 
point  A  au  point  B  par  l'arc  ACB.  Le  flux  de  force  magnétique 
émanantdu  pôle  P  qui  traverse  la  portion  ACBdu  circuit  parait 
nul  puisque  le  pôle  est  danslepland  u  circuit  et,  d'ailleurs,  Tare 
ACB  parait  dans  tous  les  azimuts  avoir  une  situation  identique 


Fig.  101 


par  rapport  au  pôle.  Cependant  l'arc  ACB  prend  un  mouve- 
ment de  rotation  continu  qui,  si  le  pôle  P  est  un  pôle  Nord,  le 
fait  tourner,  pour  un  observateur  placé  au-dessus  du  point  A, 
dans  le  sens  des  aiguilles  d'une  montre. 

Pour  analyser  le  phénomène,  substituons  au  courant  le 
feuillet  équivalent;  nous  pouvons  supposer  que  la  partie  mo- 
bile de  ce  feuillet  est  constituée  par  une  lame  élastique  indé- 
finiment extensible,  qui  forme  en  arrière  du  pôle  une  surface 
concave  et  présente  au  pôle  sa  face  négative.  Cette  surface  ten- 
dant a  embrasser  une  plus  grande  portion  du  flux  marchera 
dans  le  sens  indiqué  et  le  mouvement  sera  continu,  le  feuillet 
élastique  pouvant  s'enrouler  sur  lui-même  indéfiniment. 

La  variation  du  Uux  de  force  pour  une  rotation  0  du  plan 
du  courant  sera  égale  a  2mO;  le  travail  des  forces  électroma- 
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gnctiques  relativement  à  ce  pôle  sera  2mOl  pour  le  dépla- 
cement 6  et,  pour  un  tour  entier,  4^mL 

Le  moment  du  couple  de  rotation  par  rapport  à  l'axe  est 
donc  exprimé  par 

21: 


il  est  à  remarquer  que  ce  moment  est  indépendant  de  la 
grandeur  et  de  la  forme  de  Tare. 

Quanta  Taction  du  pôle  inférieur  P\  elle  est  évidemment 
nulle  ;  car  une  portion  quelconque  du  flux  de  force  émané  de 
ce  point  et  qui  rencontre  le  feuillet  le  traverse  nécessairement 
deux  fois,  en  entrant  d  abord  par  la  face  positive,  puis  par  la 
face  négative  ;  il  ne  peut  y  avoir,  de  ce  chef,  aucune  variation 
d'énergie  et,  par  suite,  aucune  cause  de  mouvement. 

Si  les  deux  pôles  étaient  en  dehors  de  la  ligne  AB  qui  joint 
les  extrémités  du  courant  mobile,  Taction  de  chacun  d'eux 
serait  nulle,  et  il  n  y  aurait  pas  de  rotation.  De  même,  si  les 
deux  pôles  étaient  dans  l'intervalle  AB,  la  variation  totale  du 
flux  de  force  relative  à  un  déplacement  quelconque  de  Tare 
serait  nulle,  puisque  les  deux  pôles  donneraient  des  variations 
égales  et  contraires.  L'arc  doit  encore  rester  immobile. 

Ces  différentes  expériences  sont  dues  à  Faraday. 

459.  Avtre  forme  de  TexpreMlom  du  trav«tl  éleclroiiui|f  M^tl^ve» 

—  Dans  l'exemple  précédent,  le  travail  amie  correspondant 
à  une  rotation  6  est  égal  au  produit  de  rintensiié  du  courant 
par  le  flux  de  force  coupé  par  Parc  ACB  dans  le  déplacemefit. 
Il  est  facile  de  généraliser  Texpression  du  travail  sous  celte 
nouvelle  forme. 

C!onsidérons,  en  effets  un  système  magnétique  fixe  dans  le 
champ  duquel  un  courant  éprouve  un  déplacement  ou  une 
déformation  quelconque.  Soient  s  et  s  les  deux  positions  suc- 
cessives du  courant  (fig.  loa),  et  Q  et  Q'  les  flux  de  force  du  sys- 
tème magnétique  qui  traversent  la  face  négative  dans  les 
deux  cas.  Le  travail  correspondant  des  forces  électroma- 
gnétiques est  I(U'— Q). 

Menons  deux  plans  P  et  F  tangents  aux  deux  positions  du 
circuit;  joignons  les  points  de  conlact  AA'  et  BB',  et  désignons 

Éieci.  ei  Magn.  I  —  3i 
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par  04  et  Q^  '^s  flux  correspondant  aux  surfaces  A'ACBB'Cel 
A'ADBB  D  .  On  a  évidemment 

Q      0  =  0,-0,. 

Mais  Oa  esl  le  flux  de  force  coupé  par  Tare  BDA,  Q<  le  flux 
coupé  par  Tare  ACB  pendant  le  déplacement  ;  on  peut  donc 
dire  que  le  travail  des  forces  électromagnétiques  est  égal  à 
Texcèsdu  flux  coupé  par  Tune  des  portions  de  circuit  sur  le 
flux  coupé  par  Tautre.  Si  les  forces  traversent  le  plan  de  fi- 
gure d'avant  en  arrière,  les  valeurs  des  flux  sont  positives 
pour  le  sens  du  courant  indique  par  la  flèche. 


Pour  les  éléments  de  la  courbe  ACB  le  mouvement  a  lieu  à 
la  droite  d'un  observateur  qui  serait  placé  dans  le  courant  et 
regarderait  dans  la  direction  de  la  force,  et  le  flux  de  force 
coupé  entre  avec  le  signe  —  dans  l'expression  du  travail. 
Pour  la  courbe  BDA  le  mouvement  a  lieu  vers  la  gauche 
et  le  flux  de  force  coupé  se  trouve  pris  avec  le  signe  +. 

Si  Ton  convient  de  donner  k  signe  -h  au  flux  de  force  coupé 
par  le  circuit  quand  le  mouvement  a  lieu  vers  la  gauche  de 
l'observateur  et  le  signe  —  quand  il  a  lieu  vers  la  droite,  on 
peut  dire  que  le  travail  total  est  égal  à  la  somme  algébrique 
des  flux  de  force  coupés  par  le  courant. 

458.  itctton  électroHnaipnétlqvé'  sur  un  élément  de  eevrant. 

—  Nous  sommes  ainsi  amenés  à  considérer  l'action  qui  s'exerce 
sur  un  courant  comme  résultant  des  actions  qui  s'exercent 
sur  chacun  des  éléments  dans  lequel  on  peut  le  supposer  dé* 
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composé  :  c'est  le  même  problème  que  pour  un  feuillet  ma- 
gnétique (an).  Pour  appliquer  le  résultat  obtenu  aux  courants, 
il  suffit  de  remplacer  la  puissance  magnétique  du  feuillet  par 
rintensité  du  courant,  et  la  force  qui  s'exerce  sur  chaque  élé- 
ment a  pour  expression 

(8)  IF^5sina:=I^A, 

f/A  étant  Taire  du  parallélogramme  construit  surF^.v.  Ainsi  : 
L'action  qui  s'exerce  sur  tm  élément  de  courant  placé 
dans  un  chamn  magnétique  est  égale  au  produit  de  l'intensité 
du  courant  par  Faire  du  parallélogramme  construit  sur  une 
droite  représentant  fintensité  du  champ  et  sur  l'élément  de 
courant.  Cette  force  est  normale  au  parallélogramme  et  diri- 
gée vers  la  gauche  de  P observateur  placé  dans  le  courant  et  qui 
regarde  dans  la  direction  de  la  force. 

ds 


\ 


Fig.  io3 

Si  le  champ  est  du  à  un  pôle  unique  de  masse  m  placé 

en  P  (fig.  io3)  à  une  distance  r  de  l'élément,  on  a  F^  -rj  ;  il 

en  résulte  que  Taction  réciproque  d'un  élément  de  courant 
et  d'un  pôle  a  pour  expression 

(9)  r/ç^^rf.vsina. 

L'action  est  donc  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance 
du  pôle  à  l'élément;  elle  est  appliquée  à  l'élément  et  perpen- 
diculaire au  plan  qui  passe  par  l'élément  et  par  le  pôle. 

459.  Action  réciproque  do  deux  élémenlo  de  courant.  —  NoUS 

avons  VU  (s'tl^)  que  l'action  de  deux  feuillets  peut  s'exprimer  eo 
fonction  des  deux  contours.  L'action  de  deux  courants  peut 
donc  être  considérée  comme  la  résultante  des  actions  exercées 
entre  les  éléments  de  courant  qui  les  constituent. 
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Cette  action  élémentaire  d^^  n'est  pas  déterminée,  mais,  si 
i*on  admet  qu'elle  a  lieu  suivant  la  droite  qui  joint  les  deux 
éléments,  elle  a  pour  expression 

(P^= ... TT^' 

En  appelant  6  et  0'  les  angles  des  deux  éléments  aYec  la 
droite  qui  les  joint  et  e  Tangle  que  font  entre  eux  les  deux 
éléments,  on  obtient 

(  1  o)  (P^=-\ — u"  j  cos  £  —  cose  cose'  I  dsds. 

Les  formules  (9)  et  (10)  représentent  les  lois  élémentaires 
découvertes  par  Ampère. 

La  méthode  suivie  par  Ampère  pour  arriver  à  ce  résultat 
était  toute  différente,  elle  fera  Tobjet  du  chapitre  suivant. 

460.     Intensité    électromai^néU^ne    du    eonrant.    —    NouS 

avons  défini  jusqu'ici  l'intensité  du  courant  parla  quantité 
d'électricité  qui  passe  par  une  section  de  circuit  dans  chaque 
unité  de  temps.  L'intensité  ainsi  définie  est  appelée  Yintensiié 
électrostatique;  elle  peut  être  déterminée  par  des  mesures  de 
capacités  et  de  potentiels  ou  par  les  phénomènes  électro- 
chimiques. L'intensité  électromagnétique,  introduite  plus 
haut  (450),  se  trouve  définie  par  la  condition  d'être  exprimée 
parle  même  nombre  que  la  puissance  magnétique  du  feuillet 
de  même  contour  q\\\  lui  est  équivalent.  On  en  déduit 

^     '  .2 

Nous  verrons  plus  loin  quelle  est  la  signification  de  ce 

facteur  -. 

Avec  la  nouvelle  expression  de  l'intensité,  l'action  d'un 
courant  recliligne  indéfini  à  la  distance  a  devient 

f    ^  ^' 
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Par  suite,  ïintensité  électromagnétique  égale  à  funité  est 
celle  du  courant  rectilignè  indéfini  qui  exerce  à  tunité  de  dis^ 
tance  une  force  magnétique  égale  à  2. 

461.  Unités  éiectromagMéiiqvM.  —  Ce  changement  dans 
Texpression  de  Tintensité  amène  nécessairement  des  modifi- 
cations correspondantes  dans  Tévaluation  des  autres  quantités 
électriques.  Si  l'on  veut  que  Tinfensité  représente  toujours  la 
quantité  d'électricité  qui  traverse  une  section  du  conducteur 
dans  Tunité  de  temps,  Téquation 

Q  =  lt 

déterminera  Q  et  par  suite  Tunité  d'électricité. 

Si  le  courant  ne  produit  pas  d'autre  travail  que  TécbauiTe- 
ment  du  circuit^  la  loi  de  Joule  déterminera  Tcxpressiou  de 
la  résistance,  et  par  suite  Tunilé  de  résistance,  par  la  rela- 
tion 

dans  laquelle  W  représente  Ténergie   calorifique  recueillie 
pendant  le  temps  t. 
Enfin,  la  force  électromotrice  sera  donnée  par  Téquation 

W=Ek. 

Les  unités  ainsi  définies  et  qu'on  appelle  unités  électroma- 
gnétiques sont  celles  que  nous  emploierons  dans  les  chapitres 
suivants.  Nous  établirons  plus  loin  les  relations  qui  existent 
entre  elles  et  les  unités  électrostatiques. 


CHAPITRE    DEUXIEME 

ACTIONS   ÉLÉMENTAIRES 


468.  Méthode  d'Ampère.  —  La  marche  que  nous  Tenons  de 
suivre  est,  pour  ainsi  dire,  Tinverse  de  celle  qui  a  conduit 
Ampère  à  la  loi  des  actions  élémentaires.  L'importance  du 
sujet  et  rinlérét  que  présentent  les  raisonnements  et  les  expé- 
riences d'Ampère  justiGeront  le  nouvel  expose  que  nous  allons 
faire  de  la  question  d'après  les  idées  de  l'illustre  physicien. 

Ampère  considère  les  actions  exercées  par  les  courants, 
sur  les  aimants  ou  sur  les  courants,  comme  la  résultante  des 
actions  dues  à  chacun  des  éléments  de  longueur  dans  lesquels 
on  peut  décomposer  le  courant,  et  il  cherche  à  déduire  de 
l'expérience  la  loi  de  ces  actions  élémentaires. 

Si  on  examine  jusqu'à  quel  point  une  loi  élémentaire,  ainsi 
définie,  est  directement  accessible  à  l'expérience,  on  voit  qu'à 
la  rigueur  il  est  possible  d'étudier  l'action  d'un  seul  pôle  sur 
un  élément  de  courant,  en  opérant  avec  un  aimant  solénoïdal 
assez  long  pour  qu'on  puisse  négliger  l'action  de  Tautre  pôle 
et  une  portion  du  courant  rendue  mobile  aussi  petite  qu'on  le 
voudra;  mais  il  n'en  est  plus  de  même  lorsqu'on  envisage 
l'action  d'un  élément  de  courant  sur  un  pôle  ou  l'action  réci- 
proque de  deux  éléments  de  courant.  Sur  un  élément  de 
courant  rendu  mobile,  comme  sur  un  pôle,  on  ne  peut  faire 
agir  que  le  circuit  entier  du  courant  ou,  dans  tous  les  cas, 
un  courant  fnmé, 

La  recherche  d'une  loi  élémentaire,  à  la  manière  dont 
Ampère  envisage  le  problème,  répond  donc,  au  moins  dans 
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le  second  cas,  à  une  conception  purement  mathématique  ; 
mais  la  méthode  n*en  est  pas  moins  légitime  tant  qu'on  se 
propose  seulement  de  déterminer  Faction  résultante  du  cir- 
cuit tout  entier,  la  loi  élémentaire  étant  alors  soumise  à  la 
seule  condition  que  l'intégrale  relative  à  un  circuit  fermé 
donne  un  résultat  conTorme  à  l'expérience.  Mais  il  est  évident 
aussi  que  le  problème  ainsi  posé  n*est  pas  complètement 
déterminé  et  qu'il  peut  y  avoir  plusieurs  lois  élémentaires 
satisfaisant  à  cette  condition  fondamentale. 

468.  AciioK  é^am  pète  avr  un  élément  de  courant.  —  Pris* 

eipee  fenéUmentanz.  —  Daos  Texposé  de  sa  méthode,  Ampère 
s'appuie  sur  les  principes  suivants  qui  peuvent  être  considérés, 
les  uns  comme  des  axiomes  évidents,  et  les  autres  comme 
des  faits  d'expérience. 

I.  Égalité  de  faction  et  de  la  réaction.  —  L'action  d'un  ai- 
mant sur  un  courant  est  égale  et  directement  opposée  à  l'ac- 
tion du  courant  sur  l'aimant.  Celte  loi  générale  de  la  nature 
se  vériGe  par  expérience  dans  le  cas  actuel,  car  si  on  lie  un 
aimant  et  un  courant,  le  système  rendu  libre  ne  prend  aucun 
mouvement. 

II.  L'action  change  de  signe  avec  le  signe  du  pôle  et  avec  le 
sens  du  courant.  —  Ce  fait  est  un  résultat  d'expérience.  L'ac- 
tion reste  la  même  quand  on  change  à  la  fois  le  signe  du 
pôle  et  le  sens  du  courant. 

III.  Principe  des  courants  sinueux.  —  L'action  d'un  courant 
sinueux  sur  un  aimant  est  identique  à  celle  du  courant  recti- 
ligne  qui  aurait  les  mêmes  extrémités. 

Pour  vérifier  ce  principe,  Ampère  a  montré  que  deux  fils 
conducteurs  aboutissant  aux  mêmes  extrémités,  l'un  recti- 
ligne  et  Tautre  sinueux,  ont  une  action  nulle  sur  un  aimant 
quelconque  quand  ils  sont  traversés  en  sens  contraires  par  le 
même  courant. 

Quelques  restrictions  sont  ici  nécessaires  :  le  courant 
sinueux  doit  être  de  même  ordre  de  grandeur  que  le  courant 
rectUigne,  et  s'en  écarter  très  peu;  il  ne  faut  pas  non  plus 
qu'il  tourne  autour  du  courant  rectiligne.  On  ne  se  servira 
d'ailleurs  de  ce  principe  que  pour  remplacer  un  élément  par 
ses  trois  projections. 
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IV.  V action  (Tun  aimant  qnelconque  et,  par  suite,  dun  pôle 
sur  U7i  élément  de  courant  est  normale  à  félémetit. 

Ampère  a  vérifié  ce  principe  de  la  manière  suivante.  Un 
arc  de  cercle  métallique  mobile  autour  d'un  axe  passant  par 
son  centre  et  perpendiculaire  à  son  plan  peut  glisser  sur  deux 
gouttes  de  mercure  par  lesquelles  entre  et  sort  le  courant  qui 
le  traverse.  Un  aimant  quelconque  placé  dans  le  voisinage 
laisse  Tare  immobile.  L'action  de  Taimant  est  donc  située 
dans  un  plan  qui  passe  par  Taxe  de  rotation  et,  par  suite, 
perpendiculaire  au  courant  mobile.  L*arc  se  met  d'ailleurs 
en  mouvement  sitôt  que  Taxe  cesse  de  passer  par  le  centre. 


Fig.  io/| 


Fig.  loj 


:.* 


Fig.  io6 

V.  L'action  d'un  aimant  sur  un  élément  de  courant  est  appli- 
quée à  rélément.  —  Cela  résulte  de  Texpérience  suivante  due 
à  M.  Liouville»  Une  portion  de  courant  rectiligne  est  rendue 
mobile  autour  de  son  axe  ;  à  cet  effet,  elle  plonge  par  ses  extré- 
mités dans  deux  petits  godets  remplis  de  mercure  et  qui 
amènent  le  courant.  L'élément  rectiligne  ne  prend  aucun 
mouvement  de  rotation,  de  quelque  manière  qu'on  lui  pré- 
sente un  aimant. 

VI.  Principe  de  symétrie.  -^  L*application  du  principe  de 
symétrie  achèvera  de  déterminer  la  direction  de  la  force. 

On  voit  d'abord  que  : 

1*"  L'action  d*un  pôle  sur  un  élément  de  courant,  perpendi- 
culaire à  la  droite  qui  le  joint  au  pôle,  est  normale  au  plan 


ACTIONS  ÉLÉMENTAIUES.  505 

qui  passe  par  le  pôle  et  par  rélément.  Joignons  le  pôle  P  au 
milieu  0  de  rélémeni  ds  (fljç.  io4).  Nous  savons  déjà  que  l'ac- 
tion est  perpendiculaire  a  l'élément.  Elle  est  également  perpen- 
diculaire à  la  droite  PO,  car  si  on  fait  tourner  la  figure  de  iSo"" 
autour  de  cette  droite,  la  force  doit  changer  de  signe  sans  chan- 
ger de  direction  (II)  ; 

2,**  L'action  d'un  pôle  sur  un  élément  de  courant  dont  la 
direction  prolongée  passe  par  le  pôle  est  nulle.  Cette  action 
doit  être  perpendiculaire  à  l'élément  ds  (fig.  io5);  d'autre 
part,  elle  ne  doit  pas  changer  de  direction  quand  on  fait 
tourner  Télément  d'une  quantité  quelconque  autour  de  la 
droite  PO;  elle  est  donc  nulle. 

Soit  maintenant  un  élément  ds  (Gg.  io6)  qui  fait  un  angle  a 
avec  la  droite  qui  le  joint  au  pôle;  on  peut  remplacer  l'élé- 
ment de  courant  ds  par  ses  deux  projections  dscosa  et  dssiùa, 
l'une  suivant  la  droite  PO,  l'autre  dans  une  direction  per- 
pendiculaire. 

L'action  du  pôle  sur  la  première  est  nulle  ;  il  ne  reste  donc 
que  l'action  du  pôle  sur  ^sina.  Cette  dernière  est  proportion- 
nelle, comme  on  l'a  vu,  à  la  masse  m  du  pôle,  à  l'intensité  i  du 
courant;  elle  est  aussi  proportionnelle  à  la  longueur  ^5sina 
de  l'élément,  et  enfln  à  une  certaine  fonction  de  la  distance 
f{r).  On  peut  donc  écrire*  en  appelant  d<f  cette  force  et  k  un 
coefGcient  qui  reste  à  déterminer  par  expérience, 

d(f=imkidss\n  otf(r). 

La  force  est  d'ailleurs  appliquée  à  l'élément  et  normale  au 
plan  Pds.  Quant  a  sa  direction,  elle  est  à  la  droite  du  cou- 
rant, c'est-à-dire  à  la  droite  d'un  observateur  couché  dans 
rélément  et  qui  regarde  le  pôle,  puisque  l'action  de  l'élément 
sur  le  pôle  s'exerce  dans  le  sens  opposé. 

VIL  Loi  de  Biot  et  Savart.  —  Les  expériences  de  Biot  et 
Savart  (444)  ont  établi  que  laction  magnétique  d'un  cou- 
rant rectiligne  sur  un  pôle  est  en  raison  inverse  de  la  distance 
du  courant  au  pôle. 

Suivant  une  remarque  de  Laplace^  on  satisfait  à  celte 
loi  si  l'on  admet  que  faction  d'un  pôle  sur  un  élément  de 
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courant  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance^  c'est- 
à-dire  si  l*on  a/(r)=-5.  On  peut  démontrer  réciproquemeot 

que  Ja  loi  du  carré  est  la  seule  qui  satisfasse  aux  expériences 
de  Bioi  et  Sa^art. 

Considérons,  en  effet,  deux  courants  rectilignes  parallèles, 
indéfinis  et  de  même  intensité  AS  et  A'S',  à  des  distances 
a  eia  dupôle  P(fig-  107).  Pour  deux  éléments  ds  et  ^5' corn- 


S 

S' 
ds' 

ds  ^^^^"^"^^ 

^-< 

A 

A' 

^ 

1 

S, 

8'l 

Fig.  107 

pris  entre  deux  mêmes  rayons  vecteurs  menés  par  le  point 
P,et  dont  les  distances  à  ce  point  sont  r  et  r,  on  a 


et,  par  suite, 


ds r a 

l~f — "^ —  "^' 
as     r      a 

rds'  =  rds. 


Le  rapport  des  actions  d^  et  df  du  pôle  sur  les  cléments 
ds  et  ds  devient  alors 


df r* r  .r  as r a 

do' 


^5' sine 


r,rds        r      a 


Les  actions  des  éléments  correspondants  étant  dans  le 
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rapport  inverse  des  distances  a  et  a\  il  en  sera  de  même  pour 
les  résultantes.  C'est  la  toi  donnée  par  l'expérience.  L'action 
d'un  pôle  sur  un  élément  de  courant  a  donc  pour  expression 

d<f  =  m/a — -5—. 

Comme  toutes  ces  forces  sont  parallèles  et  de  même  sens, 
Taction  du  pôle  sur  le  courant  rectiligne  indéfini  est 


kl  J  -—j-:=^mklj  —^ — 


En  comptant  la  longueur  du  circuit  à  partir  du  point  A, 
on  a 

.ç=atange,     ds=a — 77, 
°  cos-'O 


il  en  résulte 
et,  par  suite, 


a^=i^cos^^; 


r/.çcosô      I        ^  , 
;- — =-cosOrfe, 


Ai   r~^       ^  ,       2  m  A*/ 
cos6a6  = 


_  mAi    /*-^7 


Cette  force  est  appliquée  au  point  Â.,  par  raison  de  symétrie, 
et  l'action  du  courant  rectiligne  sur  le  pôle  est  appliquée  au 
même  point  et  en  sens  opposé. 

Ce  dernier  résultat  parait  d'abord  contraire  à  l'expérience, 
puisqu'en  réalité  l'action  du  courant  sur  le  pôle  est  appliquée 
au  pôle  lui-même.  La  contradiction  tient  à  ce  que  dans  la  pra- 
tique le  courant  est  nécessairement  fermé.  Si  Ton  suppose  pour 
simplifier  que  le  circuit  général  soit  dans  un  pian  passant  par 
le  point  P,  les  actions  d<^  et  r/9'  de  deux  éléments  correspondants 
<ls  et  ds  situés  dans  l'angle  d%  sont  de  sens  contraires  et  en 
raison  inverse  des  distances  r  et  /'.  La  portion  qui  ferme  le 
circuit  étant  supposée  très  éloignée,  la  différence  des  deux 
forces  est  sensiblement  égale  à  l'action  de  l'élément  ds;  mais, 
comme  on  a  rd<^~r'd<^',  le  point  d'application  de  la  résultante 
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partielle  est  le  pôle  P.  Il  en  est  de  même  pour  la  résultante 
générale.  Quant  à  l'action  du  circuit  entier,  elle  est  égale  sen- 
siblement à  celle  de  la  partie  rectiligne. 

Si  Ton  exprime  l'intensité  au  moyen  de  Tunité  électroma- 
gnétique (^i6o),  l'action  du  courant  indéGni  sur  le  pôle  m  placéà 

la  distance  a  a  pour  expression  m—,  et  la  formule  élémen- 
taire devient 

,  .  ,       mirf.vsina 

(0  ^?= — ^— > 


ou,  en  remarquant  que  -j  est  Faction  magnétique  F  de  la 
masse  m  au  point  occupé  par  l'élément  de  courant 

(2)  d(^:=:\¥ds  sin  a= IrfA, 

en  désignant  par  ^A  la  surface  du  parallélogramme  construit 
sur  l'élément  et  sur  la  force  F. 

L'action  qui  s'exerce  sur  le  courant  \ds  situé  dans  un  champ 
magnétique  ne  dépend  que  de  l'intensité  du  champ  en  ce  point, 
quel  que  soit  le  système  d'où  provient  la  force.  On  a  ainsi  le 
théorème  déjà  énoncé  plus  haut  («s»)  : 

V action  qui  s'exerce  sur  un  élément  de  courant  placé  dans 
un  champ  magnétique  est  égale  au  produit  de  Fintensité  du  cou- 
rant par  taire  du  parallélogramme  construit  sur  F  élément  de 
courant  et  sur  t intensité  du  champ.  Cette  force  est  normale  au 
plan  du  parallélogramme  et  dirigée  vers  la  gauche  de  Fobser- 
vateur  placé  dans  le  courant  qui  regarderait  dans  ta  direction  du 
champ. 

Le  plan  du  parallélogramme,  auquel  la  force  électromagné- 
tique est  perpendiculaire,  a  été  appelé  par  Ampère  le  plan 
directeur. 

Bien  que  nous  ayons  donné  le  nom  d'élémentaire  à  la  force 
/[ue  nous  venons  de  définir,  cette  force  ne  peut  être  considérée 
comme  telle  au  sens  strict  du  mot  :  ainsi  que  le  fait  remarque** 
Ampère,  (*  on  ne  peut  appeler  force  élémentaire,  ni  une  force 
qui  se  manifeste  entre  deux  éléments  qui  ne  sont  pas  de  même 
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nature,  ni  une  force  qui  n'agit  pas  suivant  la  droite  qui  joint 
les  deux  points  entre  lesquels  elle  s^exerce.  » 

46ft.  AetioK  récipr«k««  d'an  pèle  et  d'un  eourttnt.  —  En  par- 
lant de  cette  loi  élémentaire,  on  démontrera,  comme  plus 
haut  (346),  que  Faction  d'un  pôle  égal  à  Tunité  placé  à  Tori- 
ginc  des  coordonnées  sur  l'élément  ds  d'un  courant,  situé 
en  un  point  dont  les  coordonnées  sont  x^  y  et  z^  a  pour  com- 
posantes 

(3)  dr^  —  j^izdx-xdz), 

d^=Jl{^dy-ydx). 

On  peut  remarquer  que  le  moment  c/M,  de  eette  force  par 
rapport  à  Taxe  de  z  est 

dm.^=:xdTt-ydX= p\z{xdx-hydy)-{a^-hy)dz  1. 

L'équation 

x^-^y^-^z^=:r^ 
donne 

xda:-\-ydy-\-zdz=r'dr, 
11  en  résulte 


rfM 


;=^\^{rdr-zdz)--{f^-z^)dz^=^{zdr-rdz)  =  -ldj^^ 


z 


Or,  -  est  le  cosinus  de  l'angle  y  que  fait  la  droite  r  avec  l'axe 


r 


des  2  ;  on  a  donc 

rfM,=— WcosY, 

de  sorte  que  le  moment  M,  des  actions  exercées  par  le  pôle 
sur  un  arc  quelconque  AB  a  pour  valeur 

(4)  M,  =  I(C0SYa-C0SYA). 
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Si  le  circuit  est  fermé,  ce  monfient  est  nul  et,  comme  iti 
direction  de  Taxe  des  z  a  été  choisie  arbitrairement,  on  voit 
que  r action  dun  pôle  sur  tm  courant  fermé  passe  par  le  pôle. 
Inversement,  faction  (Tun  courant  fermé  sur  un  pôle  passe 
aussi  par  le  pôle. 

465.  — Au  lieu  de  suivre  la  marche  adoptée,  et  de  vérifier 
que  la  loi  de  Biot  et  Savart  est  satisfaite  par  une  action 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  on  aurait  pu,  ce  qui 
eût  été  plus  rigoureux,  laisser  indéterminée  la  fonction  J'(r) 
et  admettre  comme  un  fait  expérimental  que  Faction  d'un 
courant  fermé  sur  un  pôle  passe  par  le  pôle. 

Le  moment  par  rapport  à  Taxe  des  ::  de  Taction  du  pôle  sur 
rélément  ds  serait  alors 

rfM.  =  -l/y(r)(/cosY, 

et  le  moment  relatif  à  un  arc  AB 

M, = —  1   /     /-yCr)  rf  cos  Y = 1   /    9^f{r)d  cos v . 

En  intégrant  cette  expression  par  parties,  il  vient 

M.  =:  I  [/y{r)  cos  y]„^-  I  y^^OS  Y  d  [r^f(r]\ . 

Si  le  courant  est  fermé,  le  premier  terme  du  second  mem- 
bre est  nul.  Comme  le  moment  doit  être  nul  quel  que  soit  la 
forme  du  circuit  parcouru  par  le  courant,  il  faut  que  le  second 
terme  soit  identiquement  nul,  c'est-à-dire  que  le  produit 
/•y(/)  soit  une  constante  et,  par  suite,  que  la  force  soit  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance. 

Si  Tare,  sans  être  fermé,  aboutit  à  deux  points  A  et  B  d'une 
droite  autour  de  laquelle  il  puisse  tourner,  le  couple  de 
rotation  ne  sera  pas  nul  en  général. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  points  A  et  B  soient 
situés  sur  une  même  droite  passant  par  le  pôle  et  d'un 
même  côté  du  pôle;  le  moment  des  forces  par  rapport  à  cet 
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axe  est  nul,  et  le  courant  ne  prendra  aucun  mouvement  de 
rotation  autour  de  la  droite. 

Au  contraire,  si  les  points  A  et  B  sont  de  part  et  d'autre  du 
pôle,  les  angles  y^  et  y^  sont  égaux  l'un  à  zéro  et  l'autre  à?:; 
dans  ce  cas,  le  couple  de  rotation  sera  égal  à  2I  et  Tare  tour- 
nera indéfiniment  dans  le  même  sens. 

Nous  retrouvons  ainsi  Texplication  des  diverses  particula-^ 
rites  de  Texpérience  de  Faraday  (^se). 

4m.  —  Les  composantes  X,  Y  et  Z  de  Faction  d'un  cou- 
rant sur  un  pôle  placé  à  Torigine  des  coordonnées  sont^  d'a- 
près ce  qui  précède, 


X 


=-'/^ 


ydz  —  zdy 


zdx  —  xdz 


(5)  y  =  -Xp-^ 


z 


r=-i  TflL: 


*xdr  —  zdy 


Si  on  pose 


4        Cydz'-zdy 

A^  /• 2 ^GcosX, 

,,,.  jj        Pzdx  —  xdz      ^ 

(6)  B:=  j  pj =  GC0S|X, 

(*xdy-ydx      . 
C  =  J  —fj =  Ocosy, 

avec  la  condition 


on  aura 


et,  par  suite, 


A^-hB^+C^=G% 

X=— IA=--lGcosX, 
Y=-lB  =  -IGcos[x, 
Z=-IC=-IGcosv, 


(7)  •  F=:vX^-f-Y^-f-Z^^-lG. 

Le  facteur  G  est  l'action  au  point  P  du  circuit  considéré, 
quand  il  est  traversé  par  un  courant  d'intensité  égale  à  l'unité. 
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On  peut  représenter  cette  action  par  une  droite  FG  propor- 
tionnelle à  6  et  faisant  les  angles  X,  ia,  v  avec  les  axes. 

469.  ÉJqaiTalence  û^mm  eouMMt  et  4*an  feaillei  aiasB^^'^v®*  — 

L'action  d'un  champ  magnétique  sur  un  élément  de  cou- 
rant étant  identique  à  celle  du  même  champ  sur  Télé- 
ment  correspondant  du  contour  d'un  feuillet  limité  au 
courant,  il  en  résulte  que  l'action  du  courant  sur  un  pôle 
est  identique  à  celle  d*un  feuillet  de  puissance  I  dont  la 
face  positive  serait  à  gauche  du  courant. 

Le  potentiel  magnétique  d'un  courant  en  un  point  P  est  donc, 
à  une  constante  près^  égal  au  produit  de  l'intensité  I  par  Tangle 
lù  sous  lequel  on  voit  de  ce  point  le  côté  positif  d'une  surface 
limitée  au  circuit,  c'est-à-dire  la  face  située  à  gauche  d*un 
observateur  qui  suivrait  le  courant  et  regarderait  l'intérieur. 
L'angle  o)  représente  aussi  le  flux  de  force  qu'une  masse  égale 
à  Tunité  placée  au  point  P  émettrait  vers  cette  surface. 

Comme  les  composantes  de  la  force  sont  égales  et  de  signes 
contraires  aux  dérivées  partielles  du  potentiel,  on  voit  que 
Tangle  solide  correspondante  une  surface  dfà  vue  de  Torigine 
des  coordonnées,  est  donné  en  fonction  du  contour  par  les 
équations 

^x-  j''    ;^^~^' 


'dz~'J' 


'xdy—rdx 


468.  Action  de  deu  élémeato  de  coaraat.   —    L'actioU    de 

deux  éléments  de  courant  peut  être  établie,  d'après  Ampère, 
par  la  même  méthode,  à  l'aide  de  quelques  principes  et  de 
faits  empruntés  à  l'expérience. 

1.  Égalité  de  l'action  et  de  la  réaction.  —  Ce  principe  ne  com- 
porte pas  de  vérification  expérimentale  quand  il  s'agit  de  deux 
éléments  de  courants.  On  doit  le  considérer  comme  l'hypo- 
thèse fondamentale;  il  entraîne  comme  conséquence  que  l'ac- 
tion de  deux  éléments  est  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joiut. 
D'autre  part,  l'action  réciproque  de  deux  éléments  de  courant 
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csl  évidemment  proportionnelle  à  la  longueur  de  chaque  élé* 
ment,  à  Tiniensité  du  courant  dans  chacun  d*eux  et  à  une 
fonction,  qui  reste  à  connaître,  de  la  distance  des  éléments 
ainsi  que  de  leurs  directions  relatives. 

II.  L'action  change  de  sens  quand  on  change  le  sens  d'un 
seul  des  courants;  elle  reste  la  même  quand  on  change  simulta- 
nément le  sens  des  deux  courants.  C'est  là  une  propriété  géné- 
rale des  courants  électriques. 

III.  Principe  de  symétrie.  —  Il  résulte  du  principe  de  symé- 
trie queTaclion  mutuelle  de  deux  éiémenis  a  eib  (fig.  108), 
dont  Tun  a  est  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  a  Tautre 
en  son  milieu,  est  nulle. 

Considérons,  en  effet,  le  système  ab'  symétrique  du  premier 
par  rapporta  un  plan  P  parallèle  à  l'élément /i  et  à  la  droite  OC 
qui  joint  les  milieux  des  éléments. 


OL, 

/" 

h 

y 

y^ 

X 

0* 

y-- 

C 

/ 

L.* 

Fig.  io8 

Les  actions  de  a  sur  h  et  de  a  sur  V  sont  respectivement 
dirigées  suivant  OC  et  O'C  et  dans  le  même  sens  par  raison 
de  symétrie.  Or,  le  second  système  n'est  autre  que  le  premier 
où  Ton  aurait  changé  le  sens  du  courant  dans  l'élément  h; 
la  force  aurait  dû  changer  de  sens  par  l'effet  de  cette  inversion, 
elle  est  donc  nulle. 

La  force  est  nulle,  en  particulier,  si  l'élément  a  est  perpen- 
dicVihiire  à  la  droite  OC  qui  joint  le  milieu  des  deux  éléments, 
ou  dirigé  suivant  cette  droite.  Ce  sont  les  deux  cas  dont  on 
aura  à  faire  usage. 

IV.  Principe  des  courants  sinueux,  —  Le  principe  des  cou- 
rants sinueux  peut  être  appliqué,  comme  plus  haut  («ea)  et 
avec  les  mêmes  réserves;  nous  pourrons  toujours  remplacer 
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un  élément  de  courant  par  ses  projections  sur  trois  axes  rec- 
tangulaires. 

Considérons  deux  éléments  a  et  b  (Gg.  109)  dans  une  posi- 
tion quelconque;  soient  ds  et  ds'  leurs  longueurs,  i  et  l'ics 
intensités  des  deux  courants  rapportées  à  une  unité  quel- 
conque, 6  et  6'  les  angles  de  leurs  directions  avec  la  droite 
00'  qui  joint  leurs  milieux,  r  la  distance  00',  enfin  <«>  Tangle 
des  plans  menés  par  la  droite  00'  et  les  deux  éléments. 

Prenons  pour  plan  de  figure  le  plan  qui  passe  par  Télément 
ds  et  la  droite  00',  et  remplaçons  chacun  des  éléments  par 
ses  projections  sur  trois  axes  rectangulaires  ;  Tun  de  ces  axes 


7    — — T^V^ 


Fig.  109 

est  la  droite  00'  ;  Tauire  une  droite  dans  le  plan  de  figure,  et 
le  troisième  une  perpendiculaire  à  ce  plan.  L'élément  a  n'a 
que  deux  projections 

a'=rf5COs6, 

a''=:rf^sin6; 

les  trois  projections  de  Télément  b  sont 

b'=ids  cos^\ 
A*'=:^.ç'sin8'cos(i), 
A'"— rf/cosô'sino). 


L'action  totale  se  compose  des  actions  de  chacun  des 
éléments  a  et  a  sur  chacun  des  éléments  A',  b'  et  b". 

De  ces  six  actions,  quatre  sont  nulles  d'après  le  principe  de 
symétrie,  celles  de  a  sur  b"  et  b""  et  celles  de  a   sur  A'  et  b*. 

Il  ne  reste  donc  a  examiner  que  Taction  de  a  sur  b'  et 
celle  de  a  et  sur  b\ 
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La  première  s'exerce  entre  des  éléments  dirigés  suivant 
une  même  droite,  on  pourra  la  représenter  par 

ii'dsds  cos 6 COS 8' F (/) . 

La  seconde  s'exerce  entre  des  éléments  parallèles  entre 
eux  et  perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  leurs  milieux,  on 
pourra  la  représenter  par 

ii'dsds  sin  6  si  n  S' cos  o)/(r) , 

la  fonction  de  la  distance  étant  différente  puisque  les  condir 
tions  ne  sont  pas  les  mêmes. 

L'action  d^^  sera  donc  exprimée  par  la  formule 

(9)      d^6 = ii'dsds  [cos  S  cos  O'  F  (/)  +  si  n  ô  si  n  0'  cos  <*)/(')] . 

Si  on  désigne  par  e  l'angle  des  deux  éléments,  on  a 
cose=cosOcosO'-f-sinO  sin 0' cos  w, 

et  on  peut  écrire 

(  I  o)       (Pà  =  ii'dsds'  [cos  ô  COS  0'[F(/)  -/(/)]  +  cos  e/(r)] . 

4«9.  Déterminatton  4m  fonctions  F(7')  et  f{r).  —  Pour  dé- 
terminer les  fonctions  F(r)  et/(/),  il  est  nécessaire  de  recou- 
rir à  l'expérience,  et  on  peut  employer  des  méthodes  très  diffé- 
rentes suivant  le  phénomène  auquel  on  s'adresse.  Nous 
adopterons  la  marche  d'Ampère,  qui  n'est  peut-être  pas  la 
plus  rigoureuse  au  point  de  vue  mathématique,  mais  qui 
conduit  le  plus  rapidement  à  la  formule  finale. 

On  s'appuie  sur  les  deux  expériences  suivantes  imaginées 
par  Ampère. 

V.  Lorsque  trois  courants,  semblables  de  même  intensité  ont 
leurs  dimensions  homologues  en  progression  géométrique^  c'est- 
à-dire  comme  i,  m,  et  m^,  et  sont  en  outre  homothé tiques^  les 
actions  des  coinçants  extrêmes  sur  le  courant  intermédiaire 
sont  égales  et  de  signes  contraires.  Si  ce  dernier  est  mobile 
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sai^cmi  une  ligne  passant  par  le  centre  de  similitude  eLqii'on 
le  dérange  de  sa  position  d'équilibre,  il  y  revient  de 'lui-' 
même,  c'est-à-dire  que  l'équilibre  est  stable. 

Ampère  a  réalisé  l'expérience  avec  trois  courants  circulai- 
res situés  dans  le  même  plan,  le  circuit  intermédiaire  étant 
mobile  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  ce  plan. 

VT.  L'action  cTimcourani  fermé  sur  im  élément  de  cottraiU  est 
normale  à  l'élément.  —  La  disposition  de  cette  dernière  expé- 
rience est  la  même  que  pour  l'action  des  aimants  sur  les  cou- 
rants (4UI3,  IV). 

Conjsidérons  les  trois  courants  semblables  dé  la  première 
expérience  (V).  Pour  la  position  d'équilibre,  les  distances  au 


Fig.  110 


centre  de  similitude  0  de  trois  points  homologues  A,B  et  C 
(fig.  I  lo)  des  cercles  satisfont  à  la  relation 


on  en  déduit 


et,  par  suite, 


I         m        m^' 


OA-OB-^AB=rOA(i-m), 
OB-OCr=BC==OAm(i-m), 

ABj^ 
BC~m' 


Pour  trois  éléments  de  courant  homologues,  a,  h  etr,  les 
longueurs  seront  ds^  mds  et  m^ds;  la  distance  des  deux  pre- 
miers étant  r,  celle  du  second  au  troisième  sera  mr. 

Si  l'on  admet  que  chaque  clément  intermédiaire  tel  que  b 
est  en  équilibre  entre  les  deux  autres  «  et  c  qui  lui  corres- 
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poELdeaU  le  courant  tout  ealier  S'  sera  en  équilibre  enlre  les 
d%ù\  courants  homothétiques  S  et  S\  Il  ne  semble  pas  quB 
cette  condition  soit  toujours  nécessaire,  mais  elle  est  évidem- 
ment suffisante,  et  elle  permet  de  déterminer  la  forme  des 
deux  Jonctions  F  (r)  et/(r). 

.  11  en  résulte,  en  effet,  que  l*a<;tion  exercée  sur  réléineat  b 
ne  doit  pas  changer  quand  en  remplace  a  par  c,  c'est-à-dire 
^5  par  m^ds  et  r  par  mr;  l'équation  (9)  donnera  alors,  en  suppri- 
mant le  facteur  commun  iidsds  et  remarquant  que  les  angles 
0  et  6'  sont  égaux  et  1  angle  tù  nul, 

•      cosH'F(/-)^-sîn*e/(r)==m3[cos^ôP(mr)4-sin»e/(wr)]; 

Cette  condition  devant  être  satisfaite  quelles  que  soient  les 
valeurs  particulières  de  m,  de  6  et  de  r,  il  faut  qu'on  ait  sépa- 
rément 

m>F(m/-)=:F(r), 
m^f{mr)=f[r). 

Ea  faisant  r=i,el  m=r,  il  vient 


et,  par  suite, 


,JF{i-)=C"=/t, 

/('•)=*p- 


Ainsi  les  fonctions  F(/)  et/(r)  sont  toutes  deux  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance. 
L'expression  de  l'action  élémentaire  devient  alors  : 

(11)  d^'^^ — -3 —  Acosôcosô  +sjnGsjne  cosw  , 
ou 

(12)  rf3,]^=iii-^    (it— i)cosôcose'-t-cose)  j. 
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490.  DétermlBaiioM  du  rapport  des  4eax  coMstaMtes.  —  La 

dernière  expérience  (YI)  permet  de  déterminer  le  rapport  de  k 
deux  constantes. 

Plaçons  Torigine  des  coordonnées  au  milieu  de  TélémeDl 
mobile  ds\  et  Taxe  des  x  dans  la  direction  de  Télément  lui- 
même.  L'action  d'un  élément  ds  d'un  circuit  Terme  où  Tinten- 
silé  est  ia  pour  expression,  comme  on  vient  de  le  voir, 

j^,      hii'dsds'  r ,,        »        ^        ^/  1 

d^=i j  (Ar— i)cosecose  -t- COSe. 

Les  coordonnées  de  l'élément  ds  étant  or,  jk  ,  ^  et  sa  distance 
à  Torigine  r,  on  a 


cose' 

cose= 

dr 

cose= 

dx 

'  ds' 

L'action  élémentaire  peut  donc  s'écrire  sous  la  forme 

hiidsds  f/ 1       .xdr      dx"] 
^  r  ds       c 
X  ,        dxl 


„       hii  dsds  r,,       .xdr      rfxl 


et  la  projection  de  cette  force  sur  l'axe  desx  est 

d^^cosh'=zd^^^=  hii'dsUk-  1)^4-^1. 

La  composante  parallèle  à  Taxe  des  x  de  l'action  du  circuit 
fermé  sur  l'élément  ds  a  donc  pour  expression 
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LMniégration  par  parties  donne 

Pour  un  circuit  fermé,  le  premier  terme  du  second  membre 
est  nul  ;  il  vient  donc 

,^,      ,..'_! /r^/j        X       1    Cxdx     hii'ds'      .        .   rxdx 
r/5=/mrf.v|^^(A~i)+iJJ-^=-^(2A4-i)j-^. 

Comme  cette  composante  doit  être  nulle  d'après  Texpé- 
rience,  il  en  résulte 

2^-l-i=:o,    ou    A=  —  - 

2 

Avec  cette  valeur  de  A,  l'action  élémentaire  devient 
iidsds  r  3 


ou 


(i3)    fP?{*  =  A*-î— Ji — j  cose— -cosOcose'  h 

491.  Détermina tiOM  de  la  constante  h.  -^  LeS  composantes 

de  Faction  du  courant  parallèles  aux  autres  axes  sont  alors 


L'intégration  par  parties  donne  encore 

/xydr_^(     ixr\       i    rxdy-hrdx 

Le  premier  terme  du  second  membre  étant  nul  pour  un  circuit 
fermé,  on  a  enGn 

hiids    rydx^xdy 


,,     hiids    rydx^xdy 

~^' — ^"^ 

,  ,     hiids    Pzdx  — 


^     '  hii'ds    Czdx  —  xdz 


520  ËLËCTROMAGiNÉTlSME. 

L'action  F  du  courant  sur  une  niasse  magnétique  égale  à  IV 
nilé  placée  à  Torigine  et,  par  conséquent,  Tintensité  du  champ 
que  détermine  ce  courant  au  point  où  est  situé  rélcment,  a 
pour  valeur  IG  en  désignant  par  1  Tintensité  électromagné- 
iique  du  courant  (466),  et  ses  composantes  sont 

/•')  dz  —  zdy 


x^ 

-lA 

Y^ 

-IB 

Z=^ 

-IC^ 

zdx—xdz 


xdy —  rdx 


Les  trois  composantes  </;\  rfnj',  rfï'de  laction  do  du  circuit 
sur  l'élément  ^^'  peuvent  donc  s'écrire 

2 


On  en  déduit 


_^/juWg^ 


Xrf5'+YrfTî'+Zrfr=o, 


d'où  il  résulte  que  les  deux  forces  F  et  do  sont  perpendicu- 
laires Tune  sur  l'autre. 

Comme  l'axe  des.r  est  seul  déterminé,  nous  pouvons  choi- 
sir les  deux  autres  de  manière  que  l'action  magnétique  F 
du  courant  soit  dans  le  plan  des  xz  ;  on  aura  alors 

Y=ro,  B=Ô, 

X=rFcosa,        A=:Gcosa, 
Z=:Fsina,        C=Gsina, 

a  étant  l'angle  que  fait  la  force  Foula  droiteO  avec  l'axe  des  x. 
Il  en  résulte 

,  ,      hii'ds  g^   .           huds\^  .  ,  , 

nr.  — usinai s — r  sina  =  a5  . 

'2  2l 
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L'action  du  circuit  ferme  sur  rélcment  «st  donc  perpendi- 
culaire à  la  force  F  et  à  l'élément  ds\  c'est-à-dire  ^nplan  dir- 
recteur  d'Ampère,  et  proportionnelle  a  la  surface  du  paral- 
lélogramme construit  sur  la  force  F  et  Téiément  ds\ 

Si  la  force  du  champ  F=1G,  au  point  où  se  trouve  l'élément 
ds\  était  produite  par  un  système  magnétique,  l'action  serait 
de  même  dirigée  suivant  l'axe  des  j  et  aurait  pour  valeur 
ïdsFsina,  en  désignant  par  T  l'intensité  électromagnétique 
du  courant  qui  traverse  l'élément. 

Les  deux  actions  ont  la  même  direction  et  elles  sont  propor- 
tionnelles; si  nous  admettons  qu'elles  sont  identiques,  il  en 
résultera 

Il 

Comme  lexpression  numérique  d'une  grandeur  est  en  rai- 
son inverse  de  l'unité  avec  laquelle  on  la  mesure,  on  voit  que 
là  constante  h  est  égale  à  deux  fois  le  carré  du  rapport  de  l'uni- 
té choisie  arbitrairement  pour  mesurer  l'intensité  du  courant 
à  l'unité  électromagnétique. 

499.  —  Si  l'on  suppose  que  les  courants  ont  été  évalués 
d*abord  en  unités  électromagnétiques^  on  a  alors 

.  •  A=2; 

on  retrouve  ainsi  la  formule  d'Ampère,  que  nous  avons  obte- 
nue précédemment  (459)» 


/  i-x        fo.     :til  dsds  r .   ^   .     /  I  n 

(i5)      d^^= j — I  smOsine  cosw — cosO  cosO    > 

(16)  d^= 5 —    cose  —  cosôcosO    » 


éi  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme  plus  symétrique  (aAi) 

,,,     iirrf.yrf/rf-v7- 
Y  7*      dsds" 
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493.  Untié  éleetrodyn»ml«ae  d'intenstlf .  -^  Si,  avec  Am- 
père, on  faisait  immédiatement  /*=i  dans  la  formule  (i3), 
rintensité  du  courant  serait  exprimée  en  fonction  d'une  unité 
particulière  que  Ton  lii^i^eW^  unité  électrodynamique. 

Cette  unité  se  trouverait  déflnie  par  la  formule  même.  Eq 
y  faisant 

0=0'=:-, 
a 

e=o, 

i=zi=zi, 
il  vient 

d^à=i. 

Dans  ce  cas  les  courants  sont  parallèles  entre  eux,  de  loa- 
gueurs  égales  à  Tunité,  perpendiculaires  à  la  ligne  qui  joint 
leurs  milieux  et  à  une  distance  égale  à  l'unité  ;  Tintensité  du 
courant,  égale  pour  chacun  d*eux  et  prise  pour  unité,  est  telle 
que  l'action  réciproque  soit  égale  a  Tunité  de  force. 

L'équation  (i4)  donnerait  alors,  en  supposant  les  courants 
égaux, 

l^r=2l^      1=1  Vâ. 

L'intensité  électrodynamique  d'un  courant  est  d^nc  égale 
à  son  intensité  électromagnétique  multipliée  par  y^s. 

En  vertu  de  la  relation  qui  lie  l'expression  numérique 
d'une  grandeur  à  l'unité  qui  lui  serf  de  mesure,  on  voit  que 
l'unité  électrodynamique  de  courcait  est  égale  à  funité  électro- 
magnétique divisée  par  ^n. 

>X94.  —  L'identité  qui  existe  entre  Taclion  mutuelle  des 
courants  et  celle  des  systèmes  magnétiques  corrélatifs  a  été 
confirmée  dans  toutes  les  expériences,  autant  du  moins  qu'un 
régime  permanent  est  établi  dans  les  circuits. 

Nous  citerons,  par  exemple,  les  expériences  deWeber  sur 
l'action  réciproque  de  deux  bobines  cylindriques  à  bases  cir- 
culaires. Cette  action  est  proportionnelle  au  produit  des  inten- 
sités des  deux  courants;  elle  varie  avec  la  distance  et  la  di- 
rection relative  des  bobines  suivant  les  mêmes  lois  que  celle 
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de  deux  aimants  dont  les  axes  magnétiques  seraient  respecli- 
Yement  parallèles  aux  axes  des  bobines. 

496.  Formules  éqaiTaleMtea  à  eelle  «'Ampère.  —  NouS  avons 

VU  (349)  que  Faction  de  deux  éléments  de  contour  de  deux 
feuillets  magnétiques,  laquelle  est  équivalente  à  l'action  élé- 
mentaire électrodynamique,  peut  être  exprimée  d'une  infi- 
nité de  manières  différentes,  soumises  a  cette  condition  que 
la  résultante  des  actions  d'un  circuit  fermé  sur  un  élément 
ait  une  valeur  déterminée. 

49e. —  x""  Formule  de  M.  Reynard. — Lapremière  forme  que 
nous  avons  rencontrée  (a^s)  pour  l'action  de  ds  sur  ds  est,  en 
supposant  l'élément  ds  à  l'origine  des  coordonnées  et  dirigé 
suivant  Taxe  des  x^  une  force  dont  les  composantes  sont 

^  a^  jZ         z^  jX 

/«  =  ^  « Ti^-Z^  «  7S  « T- 
r*    X         1^     z 


Le  facteur  a  dans  ces  équations  représente  le  produit  \Vds\ 
et  Xyy,  z  sont  les  coordonnées  de  l'élément  ds. 
La  force  elle-même  est  exprimée  par  la  formule 


,.    Wds'ds  .   , 
y= — ;5 —  smOcosp^, 


dans  laquelle  6  est  l'angle  de  l'élément  ds  avec  la  droite  r  et 
^  l'angle  de  Télément  ds  avec  le  plan  rds. 
En  appelant  d^  l'angle  sous  lequel  de  l'élément  ds  on  voit 

l'élément  ds^  angle  qui  est  égal  à  -^— ; — ,  cette  formule  peut 

encore  s'écrirç 


y  = ;— COSlAdp. 

C'est  la  formule  de  M.  Reynard. 
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Pour  déterminer  la  direction  de  cette  force  élémentaire, 
nous  remarquerons  d'abord  qu*elle  est  normale  à  1  élément 
ds  puisqaeyi==:o. 

Elle  est  située  dans  le  plan  rds.  Ce  plan  a,  en  effet,  pour 
équation,  en  désignant  parX,  Y,Z  les  coordonnées  courantes, 

X  [jdz  —  zdj  )  +  Y  {zdx  —jdz)  -f-  Z  {xdj  ^jdjc)  =  o. 

Son  intersection  avec  le  plan  des  yz  est 

.      \[zdx—xdz)-{'Z{xdy—ydx)=^o, 

d^oà  il  résulte 

Y      Z 

On  a  d'ailleurs 

i^d^  si  n^  0  =  (j'dz — zdjf  -+-  [zdx — xdzf  +  {xdjr  — j  dx)^ 
^  ^Lfl-^P^  ^j,j^  -^zdjf=z  I^  -f-  iydz  -  zdyf, 

ce  qui  donne 

^_ oWsin^e  r  _  {ydz--zdrf'\ 

Ydz  ~"~"  zd  V 

Or,  Texpression  '^—^ — :— j-  est  le  cosinus  de  Tangle  que  fait 

avec  Taxe  des  j:  la  normale  au  plan  rds  :  la  parenthèse  est 
donc  le  carré  du  sinus  de  cet  angle  ou  le  carré  du  eosinUsde 
rangleix'que  fait  le  plan  avec  l'axe  des  or,  c'est-à-dire  avec 
l'élément  ds, et  on  a 

..     a^/.vsinOcosu.'      U'dsds   , 
J= ^ ^  =  — p|— sinôcosii.. 

Ainsi  Taction  de  ds  sur  ds  est  située  dans  le  plan  rds,  nor- 
male à  Télément  ds\  proportionnelle  au  sinus  de  l'anglef  que 
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{ait  l'élément  ds  aTâc  ia  distance  r  et  au  cosinus  de  Tangle 
que  fait  rèlétnent  rf/  avec  lé  plan  rds^  et  enfin  en  raison^in- 
verse  du  carré  dé  la  dislance. 

Prenons  comme  plan  des  xz  le  \\îixïrds  et,  dans  ce  plan,  la 
ligne  00'  qui  joint  les  deux  éléments  comme  axe  des  x,  La 
force  qui  agit  sur  Télément  ds  placé  à  Torigine  des  coordon- 
nées est  située  dans  le  plan  des  xz  et  perpendiculaire  à  ds': 
Pour  avoir  sa  direction,  il  suffit  <le  projeter  l'élément  ds  sur  le 
plan  des  xz;  une  droite  située  dans  ce  plan  et  normale  à  la 
projection  sera  ladirection  demandée;  elle  est  perpendiculaire 
au  plan  projetant  et,  par  suite,  à  l'élément  £^5' qui  passe  par 
son  pied  dans  ce  plan. 

Les  composantes  de  cette  force  parallèles  aux  axes  sont 

^      ^      ,     HV.vsine  .,        ,       ,      Wdxdz' 
/,=/cos3=— p — ds  cosix  cosp= — pr— , 

^     r-    ^     irrf,vsine  ,,         ,  .    ^     Wdzdx' 
/.=/sinp== — p — ds  cosH.  smp= — pp— . 

Désignant  encore  par  6'  Tangle  de  la  droite  r  avec  l'élément 
ds  et  par  «•>  l'angle  des  deux  pl^ns  rds  et  rds  y  on  a 

dz=dssin^'cosiù, 
dx'=ds' cosiù, 
ce  qui  donne 

/c  =  -y  sin  6  sin  6'  cos  u>  dsds\ 

II' 

/,  =:  -j  sin  0  cos  6'  dsds. 


L'action  de  deux  éléments  de  courants  consécutifs  est  évi- 
demment nulle. 

En  résumé,  nous'n'avons  plus  ici  une  action  et  une  réac- 
tion égales  et  opposées,  mais  sur  chacun  des  deux  éléments 
une  action  différente,  dirigée  normalement  à  cet  élément  et 
dans  le  plan  déterminé  par  l'autre  élément. 

L'existence  d'une  force  normale  à  l'élément  est  incompa- 
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tible  avec  Tidée  d^une  action  à  distance  ;  mais  si  Ton  envisage, 
au  contraire,  les  forces  électrodynamiques  comme  le  résultat 
d'une  modification  dans  les  propriétés  élastiques  du  milieu, 
on  conçoit  aisément  que  la  réaction  de  ce  milieu  sur  un  élé- 
ment de  courant  puisse  être  normale. 

4f».  —  2**  Formule  générale.  — On  peut  ajouter  à  chacune 
des  composantes  yi,  fy,  et  /,  une  différentielle  exacte  des 
coordonnées,  sans  que  l'action  du  circuit  fermé  sur  l'élément  <// 
soit  modifiée*  On  peut  donc  prendre  comme  composantes  de 
l'action  élémentaire  les  expressions  générales  suivantes,  dans 
lesquelles  X^  Y  et  Z  désignent  des  fonctions  quelconques  de 
coordonnées  : 

4t»8.  —  3*  Formule  d'Ampère,  —  Si  Ton  impose  à  la  force 
élémentaire  la  condition  d'être  dirigée  suivant  la  droite  qui 
joint  les  deux  éléments,  on  obtient  la  formule  d'Ampère;  cette 
formule  est  la  seule  qui  satisfasse  au  principe  général  de  Té- 
galité  de  l'action  et  de  la  réaction  et,  par  conséquent,  aux 
conditions  essentielles  d'une  force  véritablement  élémentaire. 
Pour  toute  autre  solution,  l'action  de  l'élément  ds  sur  l'élé- 
ment ds  ne  sera  pas  égale  et  directement  opposée  à  celle  de 
l'élément  ds  sur  l'élément  ds. 

*»•.  —  4*  Formule  de  Grassmann.  —  Remplaçons  les  fonc- 
tions arbitraires  X,  Y  et  Z  respectivement  par  xf,  jfei  zf, 
en  désignant  par/ une  fonction  de  la  distance  r.  Les  compo- 
santes de  la  force  élémentaire  seront  alors 

d^X=ad{xf\ 
rfV-a[rf(x/)-^rfj], 

Cetlc  opération  revient  à  ajouter  à  la  force  donnée  par  la 


ACTIONS  ÉLÉMENTAIRES.  527 

formule  de  M.  Reynard  une  autre  force  d\  dont  les  compo- 
santes sont 

d%=ad{zf)=a[fdz+zdf]. 
La  force  elle-même  est  donnée  par  Téquation 

[d^^,Y=a^[f^ds^+f^{df)^+2frdfdrl 
ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  dr=ds  cos  0^ 

-i  (rf^t};,)2=r:  [/rfr+ rd/f-^fds^sinH=[d{rf)y'-hPds^sinH. 

Cette  force  fait  avec  la  droite  /*  un  angle  dont  le  cosinus  est 

^xd{xf)+ydiYf)  +  rd{zf)     Jrdv^r^df       d{rf) 
rd:\  "^  rd%  rf>,  • 

Enûn  l'angle  S  qu'elle  fait  avec  l'élément  ds  est 

"^^^^"^d^  [d^d{a:f)  +  djrd{j/)+dzd{z/)], 

ou 

adr    ,,    „      afds  .    „ 

Si  Ton  imposée  cette  force  la  condition  d*être  perpendicu- 
laire à  la  droite  qui  joint  les  deux  éléments^  on  a  alors 

rf(r/)  =  o, 
d*où  Ton  déduit 

par  suite  la  force  ajoutée  a  pour  valeur 

(P^^  =z  afds  sin  0  =  — ;-  rfj  sin  0. 
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On  verrait  d'ailleurs  que  cette  force  lP^^  fait  avec  l'élément 
ds  un  angle  égal  à  6-^-. 

Lorsque  les  deux  éléments  sont  dirigés  suivant  la  même 
droite,  comme  la  force  €Pf^^  est  nulle  et  que  la  force  donnée 
parla  formule  de  M.  Reynard  est  aussi  nulle,  Tactioa  des 
deux  éléments  est  nulle. 

Dans  cette  hypothèse,  qui  est  celle  de  Grassmann,  là  force 
réelle  cPf^  serait  la  résultante  d'une  force  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance,  définie  par  la  formule  de  M.  Reynard, 
et  d'une  force  (P^^  en  raison  inverse  de  la  simple  distance, 
normale  à  la  droite  qui  joint  les  éléments  et  dont  la  direction 

fait  avec  l'élément  ds  un  angle  égal  à  -+8. 

On  pourrait  encore  imaginer  plusieurs  autres  conditions 
également  compatibles  avec  l'expérience;  mais  ces  quelques 
exemples  suffiront  pour  montrer  Tindétermination  du  pro- 
blème, et  en  indiquer  les  principales  solutions. 
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480.  Action  de  deux  courante  parallèles.  —  D'après  la  for- 
mule d'Ampère,  deux  éléments  de  courants  parallèles  entre 
eux  et  perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  leurs  milieux 
s'attirent  ou  se  repoussent  suivant  que  les  courants  sont  de 
même  sens  ou  de  sens  contraires. 

On  vérifie  habituellement  ce  résultat  en  approchant  un 
courant  rectiligne,  que  Ton  peut  considérer  comme  indéfini, 
d^une  portion  de  courant  rectiligne  mobile  parallèlement  à 
elle-même.  En  réalité  Texpérience  est  plus  complexe,  car  cha- 
cun des  courants  considérés  fait  partie  d'un  circuit  fermé. 
De  quelque  manière  qu'on  suppose  placés  Tun  par  rapport  à 
Tautre  les  plans  des  deux  courants,  un  rapprochement  des 
deux  parties  rectilignes  augmentera  pour  chacun  d'eux  le  flux 
de  force  qu'il  recevra  de  l'autre  par  sa  surface  négative  et  di- 
minuera l'énergie  relative,  si  les  courants  sont  de  même  sens; 
l'inverse  a  lieu  quand  les  courants  sont  de  sens  contraires. 

Soient  I  Tintensité  du  courant  indéfini,  V  celle  du  courant 
fini  qui  lui  est  parallèle  et  b  sa  longueur.  Si  on  fait  varier  de 
^a  la  distance  a  des  deux  courants  supposés  de  même  sens, 
la  variation  du  flux  de  force  qui  entre  dans  le  circuit  du 
courant  mobile  est 

dQ  =  ^bda—  =  -^2lb—; 
a  a 

la  force  qui  s'exerce  sur  la  partie  mobile  du  circuit  a  pour 

expression  —  I'-j^  =  ail'-,  elle  est  donc  en   raison  inverse 

de  la  distance  a. 

Étcctr.  et  Magn.  3  4 
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481.  Couranu  anfraïaires.  —  Deux  couranls  rectiligoes  pla- 
cés dans  le  voisinage  l'un  de  Taulre  tendent  à  se  mettre  pa- 
rallèlement entre  eux.  On  énonce  habituellement  ce  résultat 
en  disant  que  deux  courants  qui  font  un  angle  s'attirent,  si 
tous  deux  s'approchent  ou  s'éloignent  en  même  temps  du 
sommet  de  l'angle  ou  de  la  perpendiculaire  commune,  et 
qu'ils  se  repoussent  dans  le  cas  contraire. 

L'expérience  se  fait  en  approchant  un  courant  rectiligne 
indéfini  de  la  partie  inférieure  d^un  cadre  rectangulaire 
mobile  traversé  par  un  courant.  Le  cadre  mobile  tourne  de 
manière  à  recevoir  sur  sa  face  négative  le  maximum  du  flux 
de  force  émané  du  courant  rectiligne.  Le  travail  relatif  à  un 
déplacement  quelconque  n'a  pas  d'expression  simple;  mais 
le  travail  total  qui  correspond  au  déplacement  du  cadre  de- 
puis la  position  où  son  plan  est  perpendiculaire  au  courant 
rectiligne  jusqu'à  celle  où  il  lui  devient  parallèle,  est  propor- 
tionnel au  flux  de  force  qui  traverse  le  cadre  dans  le  second 
cas.  En  appelant  a^et  a^  les  distances  au  courant  indéfini  des 
deux  côtés  du  cadre  qui  lui  sont  parallèles  et  b  la  longueur 
d'un  de  ces  côtés,  on  a 


Ja       ^  a 

«/   «•(1  o 


«I 


et  le  travail  électromagnétique  est  égal  à  aU'i/. 

On  rendrait  facilement  compte  de  ces  mouvements  en  rem- 
plaçant les  courants  parles  feuillets  magnétiques  équivalents, 
et  considérant  les  actions  réciproques  de  ces  feuillets. 

On  peut  encore  arriver  au  même  but  à  la  manière  de  Fara- 
day, par  la  considération  des  lignes  de  force  et  de  leur  dis- 
tribution dans  le  champ.  Les  lignes  de  forces  figuratives  du 
champ  résultant  des  divers  systèmes  en  présence  sont  plus  ser- 
rées dans  certaines  régions  que  dans  d'autres.  En  se  représen- 
tant ces  lignes  de  force  (105)  comme  des  fils  élastiques  soumis  à 
une  tension  dans  le  sens  de  leur  longueur  et  une  répulsion 
dans  le  sens  perpendiculaire,  on  aura  une  idée  très  nette  du 
mouvement  relatif  qui  tend  à  se  produire. 
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489.  BépuIsloM  apparente  de  deux  élémeate  de  eouraat  eoa- 

•éeaiiftf.  —  Cette  expérience  importante  d'Ampère  consiste  à 
mettre  les  deux  pôles  d'une  pile  en  communication  avec  deux 
auges  rectangulaires  séparées  par  une  cloison  isolante  et 
remplies  de  mercure.  Un  fil  de  fer  est  contourné  de  manière 
à  former  deux  branches  horizontales  parallèles  reposant  sur 
le  mercure  des  auges  et  une  partie  transversale  en  forme  de 
pont  qui  relie  les  deux  premières.  Au  moment  où  Ton  ferme  le 
circuit  de  la  pile,  on  voit  le  fil  glisser  a  la  surface  du  mercure 
et  s'éloigner  des  points  par  lesquels  arrive  le  courant. 

Ampère  pensait  vérifier  ainsi  que  deux  éléments  de  cou- 
rant dirigés  suivant  la  même  droite  et  dans  le  même  sens  se 
repoussent,  comme  Tindique  la  formule  élémentaire;  mais  il 


Fig.  III. 


est  facile  de  voir  que  l'interprétation  des  phénomènes  ne 
comporte  point  cette  conséquence. 

Dans  cette  expérience,  le  courant  parcourt  en  effet  un  cir- 
cuit dont  une  des  portions  est  mobile,  et  dont  la  surface  tend 
à  devenir  maximum  (455).  On  peut  du  reste  retrouver  ce  ré- 
sultat directement  en  remplaçant  le  courant  par  un  feuillet 
flexible  replié  sur  lui-même,  comme  l'indique  la  figure  m. 
Les  trois  feuillets  superposés  dans  l'espace  ABB'A'  ne  donnent 
lieu  entre  eux  à  aucune  force  parallèle  au  plan  du  courant, 
mais  leur  action  extérieure  est  équivalente  à  celle  d'un  feuillet 
simple.  La  portion  aDCb  tend  à  s'éloigner  et  le  feuillet  se 
développe  pour  occuper  la  plus  grande  surface. 

483.  Roiatloas  éleetroma^aétiquee.  —  i""  Roue  de  Barlow.  — 

Une  roue  métallique  dentée,  mobile  autour  d'un  axe  horizon- 
tal, est  disposée  de  manière  qu'une  ou  plusieurs  dents  plon- 
genttî  la  partie  intérieure  dans  une  auge  renfermant  du  mer- 
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cure.  Si  Ton  fait  traverser  ce  système  par  un  courant  qui  entre 
par  Taxe  et  sorte  par  le  mercure,  la  seule  action  du  courant 
sur  lui-même  tendra  à  faire  marcher  les  dents  inférieures 
dans  le  sens  qui  les  éloigne  du  reste  du  circuit,  de  manière 
à  en  augmenter  la  surface  totale  ;  mais  cette  action  est  géné- 
ralement trop  faible  pour  vaincre  les  frottements.  On  obtient 
un  effet  plus  énergique  en  disposant  Tauge  entre  les  branches 
d'un  aimant  en  fer  à  cheval  placé  horizontalement.  Les  lignes 
de  force  du  champ  magnétique  traversent  alors  le  plan  de 
la  roue;  si  on  les  suppose  dirigées  d'avant  en  arrière,  c'est-à- 
dire  le  pôle  nord  en  avant,  la  rotation  se  fera  en  sens  inverse 
du  mouvement  des  aiguilles  d*une  montre. 

Pour  avoir  un  phénomène  facile  à  calculer,  remplaçons 
Taimant  par  un  champ  magnétique  uniforme  d'intensité  F, 
parallèle  à  Taxe  de  rotation.  Appelons  a  le  rayon  de  la  roue, 
eTangle  de  deux  dents  consécutives,  et  supposons  la  surface 
du  mercure  tellement  placée  que  Tune  des  dents  touche  le 
liquide  au  moment  même  où  la  précédente  le  quitte.  Le  flux 
de  force  Q  qui  traverse  le  triangle  formé  par  les  rayons  qui 

correspondent  à  ces  deux  dents  est  égal  à  F ,  ou  sensible- 

ment  F — ,  c'est-à-dire  au  produit  de  la  force  par  la  surface  du 

secteur,  et  le  travail  qui  correspond  est  IF  — .  Pour  un  tour 

entier,  le  travail  est  égal  à  IFS,  c'est-à-dire  proportionnel  à 
la  surface  totale  S  de  la  roue. 

484.  2°  Expérience  d'Ampère,  —  Cette  expérience,  dans 
laquelle  on  produit  la  rotation  d'un  aimant  par  un  courant, 
est  la  réciproque  de  celle  de  Faraday  dont  la  théorie  a  été 
donnée  plus  haut  («se).  L'appareil  est  disposé  de  telle 
sorte  que  l'un  seulement  des  pôles  de  l'aimant  puisse  tra- 
verser le  courant;  on  obtient  alors  une  rotation  continue. 
L'aimant  (fig.  112),  lesté  par  un  contre- poids  de  platine.  Hotte 
sur  le  mercure  et  peut  tourner  sur  lui-même  autour  de  son 
axe;  le  courant  est  amené  à  la  surface  du  liquide,  traverse 
la  partie  émergeante  de  l'aimant  et  en  sort  par  un  conducteur 
fixe  qui  plonge  à  la  partie  supérieure  N  dans  une  goutte  de 
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mercure.  Si  on  suppose  que  le  courant  suive  rigoureusement 
l'axe  de  Taimant,  le  travail  à  chaque  tour  pour  une  masse 
magnétique  m  située  en  dehors  de  Taxe  est  ^r^ml  et  donne 
lieu  à  un  couple  dont  le  moment  est  ami.  En  réalité,  le  phé- 
nomène est  plus  complexe  parce  que  le  courant  traverse  la 
section  entière  de  Taimant. 

Faraday  a  répété  Texpérience  en  plaçant  Taimanl  en  dehors 
du  circuit.  Le  courant  est  amené  au  centre  du  vase  par  une  tige 


Fig.  113. 


métallique  et  Taimant  flotte  dans  une  position  excentrique. 

Dans  les  deux  cas,  si  le  courant  monte  par  Taxe  et  que 
l'extrémité  supérieure  de  l'aimant  soit  un  pôle  nord,  la  rota- 
tion se  fait  en  sens  contraire  du  mouvement  d.es  aiguilles 
d'une  montre.  La  disposition  de  Faraday  donne  un  frottement 
beaucoup  plus  grand  et  la  rotation  est  moins  rapide. 

485.  Rotation  des  linaides.  —  Lorsque  le  courant  traverse 
un  liquide,  les  filets  liquides  qui  coïncident  avec  les  lignes 
de  flux  électrique  peuvent  être  considérées  comme  des  circuits 
mobiles,  capables  d'obéir  aux  actions  électromagnétiques,  et 
l'expérience  montre  que  le  liquide  est  entraîné  avec  le  cou- 
rant qu'il  transporte. 

ï"*  Expérience  de  Davy.  —  Deux  électrodes  de  platine  vien- 
nent affleurer  dans  le  mercure  un  peu  au-dessous  de  sa  sur- 
face. En  plaçant  au-dessus  de  Tune  d'elles,  réleclrode  négative 
par  exemple,  le  pôle  N  d'un  aimant,  on  constate  une  dépres- 
sion du  mercure  et  en  même  temps  une  rotation  dans  le 
sens  des  aiguilles  d'une  montre. 
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2®  Expérience  de  M,  Jamin.  —  Les  deux  électrodes  d'an  vol- 
tamètre sont  placées  dans  la  même  verticale  et  sur  Taxe  des 
pôles  d^un  aimant  en  fer  à  cheval.  Si  les  molécules  liquides 
situées  sur  un  filet  de  courant  formaient  un  fil  rigide^  on  se 
trouverait  dans  l'un  des  cas  de  l'expérience  de  Faraday  (4A6) 
où  la  rotation  n'est  pas  possible.  En  réalité  les  forces  élec- 
tromagnétiques agissent  d'une  façon  indépendante,  et  de  la 
même  manière  que  dans  l'expérience  de  Davy,  sur  les  por- 
tions des  filets  qui  partent  en  divergeant  de  chacune  des 
électrodes.  Le  liquide  se  divise  alors  en  deux  couches  super- 
posées qui  tournent  en  sens  contraires,  et  la  rotation  est 
rendue  visible  par  l'entraînement  des  bulles  gazeuses  qui 
proviennent  de  la  décomposition  de  l'eau. 

3**  Expériences  de  M.  Bertin,  —  Dans  les  expériences  de 
M.  Bertin,  le  mouvement  du  liquide  est  rendu  visible  par  de 
petits  morceaux  de  liège  qui  flottent  à  la  surface.  Le  liquide 
est  placé  dans  une  couronne  annulaire  qui  renferme  deux 
cercles  métalliques,  l'un  intérieur  et  l'autre  extérieur.  En 
prenant  ces  cercles  comme  électrodes,  on  obtient  dans  le 
liquide  une  série  de  courants  radiants,  centripètes  ou  centri- 
fuges. Quand  on  place  un  aimant  dans  l'axe  de  la  couronne, 
le  liquide  prend  une  rotation  dans  un  sens  déterminé  con- 
forme à  la  théorie.  Le  sens  de  la  rotation  ne  change  pas  si  on 
remplace  l'aimant  central  par  un  tube  aimanté  situé  autour 
de  la  couronne.  En  effet,  si  le  pôle  nord  est  à  la  partie  supé- 
rieure dans  les  deux  cas,  le  flux  de  force  magnétique  est  dirigé 
de  haut  en  bas,  aussi  bien  à  l'intérieur  qu'à  l'extérieur  de 
l'aimant  creux.  Il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  remplace 
l'aimant  par  une  bobine  :  la  rotation  du  liquide  change  de 
sens  suivant  que  la  bobine  est  intérieure  ou  extérieure  à  la 
couronne  annulaire.  En  effet,  le  flux  de  force  n'a  pas  le  même 
sens  à  l'intérieur  et  à  l'extérieur  de  la  bobine,  et  chacune  des 
lignes  de  force  constitue  un  circuit  fermé. 

486.  Rotations  éiectrodynamiquefl.  —  Considérons  un  Cou- 
rant rectiligne  indéfini  X'X  d'intensité  I(fig.  i  i3)et  un  courant 
rectiligne  fini  AB  de  longueur  a  et  d'intensité  1',  perpendi- 
culaire au  premier  et  situé  dans  le  même  plan.  Si  l'on  donne 
au  courant  a  un  déplacement  dx  parallèle  au  courant  I,  le 


CAS  PARTICULIERS.  535 

travail  correspondant  sera,  en  appelant /-^  la  distance  BC, 

La  force  qui  agit  sur  le  courant  mobile  est  perpendiculaire 
à  sa  direction,  parallèle  au  courant  indéfini  et  a  pour  valeur 

9JI7.  (  I  H j.  Ce  courant  sera  entraîné  parallèlement  à  lui- 
même  par  une  force  constante  et  remontera  ou  descendra  le 
courant  indéfini  suivant  qu'il  sera  descendant  ou  ascendant  par 
rapport  à  ce  dernier. 

On  réalise  ordinairement  cette  expérience  en  faisant  agir 
un  courant  circulaire  sur  une  portion  de  courant  mobile  au- 
tourd'un  axe  perpendiculaire  àson  plan  et  passantparson  cen- 
tre. Le  courant  mobile  prend  alors  un  mouvement  de  rotation. 


yr c     =:  x 

Fig.  II 3. 

Si  le  courant  mobile  est  fermé  ou  a  ses  extrémités  sur  Taxe, 
il  n'y  a  évidemment  aucun  mouvement,  car  alors  chaque  ligne 
de  force  rencontre  deux  fois  le  contour. 

489.  Aciion  d'un  champ  uMiforme.  —  Considérons  d'abord 
deux  conducteurs  rectilignes  indéfinis  ÂA\BB'  (fig.  ii4) 
parallèles  à  la  distance  b,  et  supposons  que  les  deux  extré- 
mités A  et  B  étaiit  en  communication  avec  les  pôles  d'une 
pile,  le  circuit  soit  fermé  par  une  barre  transversale  CC, 
mobile  parallèlement  à  elle-même  le  long  des  conduc- 
teurs AA'  et  BB . 

Soit  Z  la  composante  de  l'intensité  du  champ  normale  au 
plan  des  conducteurs;  pour  un  déplacement  dx  de  la  barre 
mobile,  la  variation  du  flux  de  force  magnétique  dans  le 
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circuit  est  ULdx,  S'il  s'agît  du  champ  terrestre  et  que  les 
rails  soient  horizontaux,  la  composante  Z  est  dirigée  de  haut 
en  bas  dans  notre  hémisphère  et,  avec  le  sens  du  courant 
indiqué  par  Jes  flèches,  le  pont  mobile  CC  s'éloignera  de  AB 
sous  rinfluence  des  forces  électromagnétiques;  il  s'en  rap- 
procherait pour  un  courant  de  sens  contraire. 


A 

C 

A' 

.^ 

-- 

/^ 

1 

B' 

Fig.   ni. 

Dans  l'expérience  d'Ampère  (482)  l'action  du  courant  sur 
lui-même  tend  à  augmenter  la  surface  et  à  éloigner  le  pont 
mobile.  Cette  action  et  celle  de  la  Terre  s'ajouteront  ou  se  re- 
trancheront suivant  le  sens  du  courant;  le  mouvement  du  fil 
est,  en  effet,  plus  ou  moins  facile  suivant  le  cas. 

488.  —  Supposons  maintenant  que  le  conducteur  mobile 
forme  un  circuit  fermé  ;  soit  S  la  surface  de  ce  circuit,  s'il  est 
plan,  ou  la  projection  maximum  de  sa  surface  sur  un  plan  que 
nous  appellerons  le  plan  du  courant.  Lorsqu'un  pareil  circuit 
est  mobile  dans  un  champ  magnétique  uniforme,  comme  celui 
de  la  terre,  l'équilibre  stable  correspond  au  cas  où  le  flux  de 
force  qui  traverse  la  face  négative  du  circuit  est  maximum  ;  le 
plan  du  circuit  tend  donc  à  se  mettre  perpendiculaire  à  la  force. 
Sous  l'influence  de  la  terre,  ce  plan  serait  perpendiculaire  à 
l'aiguille  d'inclinaison,  le  courant  marchant  de  l'est  à  Touest 
dans  la  partie  inférieure.  Si  F  est  l'intensité  du  champ,  I  celle 
du  courant,  l'énergie  potentielle  du  courant  dans  la  position 
d'équilibre  est 

W,  =  -1SF; 

quand  on  retourne  le  courant  face  pour  face,  elle  devient 

W,=ISF. 


CAS  PARTICULIERS.  537 

Le  travail  dépensé  contre  les  forces  électromagnétiques  dans 
cette  opération  est  donc 

W,-W.  =  2lSF. 

Si  le  courant  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  verti- 
cal, on  a  seulement  à  considérer  la  composante  horizontale  H 
du  champ.  Le  travail  relatif  aune  rotation  de  i8o*»  autour  de 
Taxe  à  partir  de  la  position  d'équilibre  est  alors 

Si  le  courant  tourne  autour  d'un  axe  horizontal  parallèle 
au  méridien  magnétique,  la  composante  verticale  Z  du  champ 
intervient  seule.  Pour  une  rotation  de  i8o*  à  partir  de  la  posi- 
tion équilibre,  le  travail  est  encore 

W''=2lSZ. 

Le  rapport  des  travaux  dans  les  deux  derniers  cas, 

W^    Z 

est  égal  à  la  tangente  de  rinclinaison.  La  mesure  de  ces  tra- 
vaux permettrait  donc  de  déterminer  les  éléments  du  magné- 
tisme terrestre  sans  avoir  recours  à  des  aimants. 

Si  Taxe  de  rotation  est  dans  le  méridien  magnétique,  le 
travail  total  est  nul  lorsque  le  courant,  situé  d'abord  dans 
ce  plan,  y  revient  après  une  rotation  de  180''  :  les  travaux  qui 
correspondent  aux  deux  moitiés  de  la  rotation  sont  alors  égaux 
et  de  signes  contraires. 

Enfin,  le  travail  serait  nul  pour  une  rotation  quelconque  si 
Taxe  de  rotation  était  parallèle  à  la  direction  du  champ. 

489.  Circuiu  astaU^uM.  —  Le  travail  relatif  à  un  déplace- 
ment quelconque  est  encore  nul  lorsque  le  circuit  comprend 
deux  courbes  fermées  telles  que  leurs  projections  sur  un 
plan  quelconque  donnent  deux  surfaces  égales  S  et  S'  entou- 
rées par  des  courants  marchant  en  sens  contraires.  C'est  à 
celte  condition  que  doivent  satisfaire  les  courants  mobiles, 
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dits  asiatiques^  construits  de  manière  à  n*étre  pas  soumis  à 
l'action  de  la  terre.  Les  figures  1 15,  1 16,  1 17  Tournissent  des 
exemples  de  conducteurs  qui  réalisent  ces  conditions. 

Si  les  deux  surfaces  S  et  S'  n'étaient  pas  égales,  Faction  du 
champ  serait  proportionnelle  à  leur  différence  S  —  S'. 


A 

1 

■ 
S 

1  S' 

—  ;S 

ÎHfl 3 

-hisr 



B 

Fig.   116. 

F!g.  117. 

Fig.  ii5. 
400.  Rotation  d'un  courant  sons  l'action  de  la  terre.  —  Une 

portion  de  courant  non  fermée  et  mobile  autour  d'uu  axe 
prend,  en  général,  un  mouvement  continu  de  rotation  sous 
rinfluence  du  magnétisme  terrestre. 

Remarquons,  d'abord,  que  dans  un  champ  magnétique  uni- 
forme comme  le  champ  terrestre,  on  peut  toujours  remplacer 
un  courant  par  ses  projections  sur  trois  plans  rectangulaires; 
cela  revient,  en  effet,  à  remplacer  l'intensité  du  champ  par 
ses  trois  composantes  rectangulaires. 

Considérons  un  courant  quelconque  mobile  autour  d'un 
axe  et  déterminons  ses  projections  sur  trois  plans,  l'un  per- 
pendiculaire à  l'axe  de  rotation,  les  deux  autres  passant  par 
cet  axe  et  tels  que  l'un  d'eux  soit  parallèle  à  la  direction  du 
champ  ;  soient  S,  S' et  S"  ces  trois  projections.  La  projection  S' 
perpendiculaire  au  champ  ne  donnera  lieu  à  aucune  action. 
Sur  la  projection  S' l'action  sera  purement  directrice  :  le  cir- 
cuit du  courant  sera  entraîné  de  manière  que  la  surface  S"  soit 
maximum  et  présente  à  la  force  sa  face  négative;  dans  notre 
hémisphère  le  courant  doit  être  descendant  dans  la  partie  tour- 
née vers  l'Est.  Reste  à  considérer  la  projection  S  sur  le  plan 
perpendiculaire  à  l'axe.  Si  elle  est  fermée  et  de  forme  fixe,  elle 
ne  subit  aucune  action  ;  si  elle  a  une  partie  mobile^  la  conipo- 
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sanle  du  champ  parallèle  à  Taxe  aura  un  moment  constant 
par  rapport  à  cet  axe  et  produira  une  rotation  continue. 

491.  —  Soit,  par  exemple,  le  système  formé  par  un  cou- 
rant OP  de  longueur  a  (fig.  1 18)  mobile  autour  d'un  axe  verti- 
cal, dont  Tune  des  extrémités  0  est  sur  Taxe  de  rotation  et  dont 
l'autre  P  plonge  dans  une  rigole  pleine  de  mercure.  Le  cou- 
rant arrive  au  mercure  en  A,  parcourt  en  sens  opposés  les  deux 


Fig.iiS. 

parties  ABP  et  ACP,  et  regagne  Taxe  parla  partie  mobile  PO. 
Soit  I  rintensité  totale  du  courant,  x  l'intensité  dans  l'arc  B, 
j  dans  l'arc  C;  le  courant  sera  évidemment  égal  à  I  dans  la 
portion  mobile  PO. 

La  surface  comprise  par  la  projection  horizontale  S  se  com- 
pose de  deux  parties^  l'une  ABPO  présentant  à  la  composante  Z 
de  l'action  terrestre  sa  face  négative,  l'autre  ACPO  sa  face 
positive.  La  première  tend  donc  à  augmenter,  la  seconde  à 
diminuer,  et  pour  un  déplacement  angulaire  0  du  rayon  PO, 
le  travail  total  est 

Ce  travail  est  indépendant  de  la  position  du  conducteur  OP  ;  la 
force  est  donc  constante.  Le  travail  correspondant  à  un  tour 
entier  sera 

-a«airIZ=:SIZ. 
Si  le  courant  donne  une  projection  \erticale  S',  le  mouvement 


540  ÉLECTROMAGNÉTISME. 

de  rotation  sera  modifié  par  l'action  directrice  correspondant 
à  cette  projection.  11  est  facile  de  voir  que,  suivant  le  rapport 
des  deux  surfaces  S  et  S\  la  vitesse  initiale  et  la  valeur  des 
frottements,  le  moment  de  Taction  directrice  pourra  rem- 
porter sur  le  moment  de  rotation  et  maintenir  Tappareil 
en  équilibre  dans  une  position  perpendiculaire  au  méri- 
dien magnétique.  Dans  les  appareils  utilisés  pour  cette  expé- 
rience, on  prend  un  courant  mobile  symétrique  par  rapport 
à  Taxe  de  rotation.  La  projection  S'  est  alors  nulle,  et  le 
couple  de  rotation,  qui  donnerait  au  système  un  mouvement 
uniformément  accéléré  s'il  n\  avait  pas  de  frottement,  finit 
par  lui  imprimer  un  mouvement  uniforme. 

402.  Action  de  deuv  clreulto  rectangulaires.  —  On   peut  en- 
core calculer  Faction  de  deux  cadres  rectangulaires  AC  et  A'C, 


M 

* 

Tf/ 

\ 

\ 

•  y^ 

A'- 

«\ 

A         / 

H^^ /h* 

B' 


Fig.  119. 

dont  les  côtés  sont  parallèles.  Supposons,  pour  simplifier,  les 
cadres  égaux  (fig.  1 19)  et  leurs  sommets  correspondants  A  et  A 
sur  une  perpendiculaire  à  leur  plan.  L'énergie  réciproque 
des  deux  circuits  avec  des  courants  égaux  à  Tunité  a  pour 
expression,  d'après  la  formule  de  Neumann  (a5a). 


'=ff^ 


La  valeur  de  cose  est  égale  à  l'unité  pour  deux  côtés  paral- 
lèles, et  nulle  pour  deux  côtés  perpendiculaires  tels  que  AB 
et  B'C.  L'énergie  devient  alors 

\\T     rrdsds     c  »  r^-*' 
w  -- 


■ff^-H'i- 
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Celle  expression  ne  contient  que  des  termes  relatifs  aux  fils 
parallèles.  Considérons  d*abord  les  deux  côlés  AB  et  A'B',  de 
longueur /z  et  à  la  distance  h.  Soient  ds  et  ds  deux  éléments 
situés  respectivement  en  M  et  M' et  rieur  distance  ;  enfin,  sup- 
posons que  Ton  compte  les  longueurs  s  ei  s  k  partir  des 
points  A  et  A'.  Par  suite  de  la  relation 

i^=h^-^{s'-s)\ 

on  obtient  pour  la  première  intégration,  dans  laquelle  la  dis- 
tance s  est  considérée  comme  constante, 


OU 


/ 


La  seconde  intégration  relative  à  ds  s'effectue  facilement, 
car  on  a,  en  général^ 


/'■ 


il  vient  alors 


J  -^+v/^+A3  L  A  ^  J 

En  changeant  le  signe  de  cette  expression  et  remplaçant  h 
par  la  distance  h'  des  côtés  AB  et  CD',  on  obtiendra  de  même 
le  terme  relatif  à  ce  dernier  côté.  Si  le  rectangle  est  un  carré, 
on  a  h  =  v^a^+ A=*,  et  les  deux  termes  de  l'énergie  correspon- 
dant au  côté  AB  donnent 

al. 1 — ; -t-Vaa^-i-A^— 2SY/a-*4-A*  +  ^'    • 
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L'énergie  totale  est  alors 

W  :=8a/. ,      ,,- — = H-VM*-hA*  — 2v/a*H-A^  +  /i  . 

L     aH-Vaa^H-/*^        A  ^  J 

Quand  on  fait  \arier  de  dh  la  distance  des  cadres,  la  varia- 
tion d'énergie  rfW  est  égale  au  travail  —  ¥dh  de  la  force  F, 
considérée  comme  attractive,  qui  s'exerce  entre  les  deux  cir- 
cuits et  Ton  a 

On  obtient  ainsi,  toutes  réductions  faites, 

r     g^ a^h  %h h  1 

Si  les  intensités  des  courants  dans  les  deux  cadres  sont  res- 
pectivement I  et  r,  l'action  réciproque  a  pour  expression,  en 
désignant  par  P  la  somme  des  termes  compris  dans  la  paren- 
thèse, 

F^SIl'P. 

493.  Propriétés  de«  courants  drcttUlros.  —  Le  potentiel  d  un 

courant  circulaire  est  égal,  à  une  constante  près,  à  celui  d'un 
feuillet  de  même  puissance  et  de  même  contour.  Nous  avons 
donné  plus  haut  (ses)  l'expression  de  ce  potentiel  pour  un 
point  quelconque.  Si  le  point  est  situé  sur  Taxe  à  une  dis- 
tance X  du  centre,  il  sufflt  dans  Téquation  (i6)  de  faire  p=o: 
il  vient,  en  remplaçant  ^  par  I, 

On  en  déduit 
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en  désignant  par  S  la  surface  du  cercle.  Pour  un  point  de 
Taxe,  la  force  est  donc  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dis- 
tance au  contour. 

Cette  force  est  maximum  au  centre  du  cercle  :  on  a  alors 

L  étant  la  longueur  de  la  circonférence. 

Ce  dernier  résultat  se  déduirait  immédiatement  de  la  con- 
sidération du  feuillet  équivalent.  SoitriA  répaisseur  du  feuillet 
supposé  plan,  on  a,  en  désignant  par  I^  l'intensité  d'aiman- 
tation, 

L'action  des  deux  couches  terminales  sur  un  point  situé  au 
centre  a  pour  valeur  (322) 


F=4...(.-,*). 
ei  Tinduction  magnétique  est 


F,  =  F„=-F4-4^Ia  =  4rl«^  =  2,ui. 


On  peut  maintenant  rejeter  le  feuillet  en  dehors  du  point 
considéré,  sans  changer  la  valeur  de  la  force  (4Lai). 

494.  Soiénovdc  éiectromairnéti«tte.  —  Ampère  a  donné  le 
nom  de  solénoide  à  un  système  de  courants  circulaires  égaux, 
infiniment  petits  et  infiniment  rapprochés,  équidistants  et 
normaux  à  une  courbe  quelconque,  passant  par  leur  centre, 
qu'on  appelle  directrice. 

Soit  ^S  la  surface  commune  des  courants  élémentaires, 
h  leur  distance  et  I  l'intensité  du  courant.  Chaque  courant 
élémentaire  peut  être  remplacé  par  un  feuillet  magnétique 
de  même  grandeur,  d'épaisseur  h  et  de  densité  superficielle  a 
telles  que  l'on  ait 

*  =  /iff=l. 
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Les  surfaces  en  contact  de  tous  ces  feuillets  ayant  des  charges 
égales  et  de  signes  contraires  s'annulent  réci(iroquement, 
saufles  deux  extrêmes,  et  le  système  est  identique  à  un  filet 
solénoïdal.  L'action  extérieure  se  réduit  donc  à  celle  de  deux 
masses  magnétiques  ±M  placées  aux  extrémités.  Si  on  désigne 
par  /  la  longueur  du  soléuoïde,  par  n  le  nombre  total  des 
courants  élémentaires  et  par  n^  le  nombre  de  ces  courants  con- 
tenus dans  Tunité  de  longueur,  on  a 

495.  Bobine  eyiindrique.  -—  Supposons  qu'uii  cylindre  soit 
recouvert  de  courants  normaux  à  Taxe  et  équidistants.  Le 
système  de  ces  courants  constitue  une  espèce  de  solénoîde  de 
forme  cylindrique  et  de  dimensions  transversales  finies  ;  on 
le  réalise  approximativement  en  enroulant  un  fil  en  hélice  sur 
la  surface  du  cylindre.  Chacun  des  éléments  de  spire  peut  être 
remplacé  par  ses  projections  sur  Taxe  et  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à  Taxe.  Si  la  section  du  cylindre  est  petite,  on 
détruit  sensiblement  l'effet  des  premières  en  faisant  revenir 
le  fil  en  sens  contraire  parallèlement  à  Taxe. 

Quel  que  soit  d'ailleurs  le  diamètre  du  cylindre,  si  les  spires 
sont  suffisamment  rapprochées  et  que  la  bobine  se  compose 
d'un  nombre  pair  de  couches  dans  lesquelles  l'inclinaison  des 
spires  soit  alternativement  de  sens  contraires,  l'effet  des  pro- 
jections sur  l'axe  est  encore  sensiblement  nul,  et  l'action  exté- 
rieure diffère  très  peu  de  celle  des  projections  normales. 

L'ensemble  des  courants  normaux  à  Taxç  équivaut  à  un  ai- 
mant solénoïdal  de  même  forme;  on  peut,  en  effet,  remplacer 
chacun  d'eux  par  un  feuillet,  et  décomposer  le  système  en 
une  infinité  de  solénoïdes  parallèles  dont  chacun  équivaut  à 
un  filet  solénoïdal. 

L'action  du  système  sur  les  points  extérieurs  au  cylindre 
se  réduit  donc  (392)  à  celle  de  deux  couches  égales  et  de  signes 
contraires  répandues  uniformément  sur  les  bases,  et  dont  la 
densité  a  a  pour  valeur  /i^l. 

Pour  les  points  intérieurs,  la  force  est  égale  à  Tinduction 
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du  système  magnétique  équivalent.  Si  le  cylindre  est  assez 
long  pour  que  dans  une  partie  de  son  étendue  l'action  des 
bases  soit  négligeable,  les  lignes  de  force  sont  parallèles  à 
Taxe  du  cylindre  ;  le  champ  est  uniforme  et  a  pour  intensité 

Le  tlui  d'induction  qui  traverse  la  section  du  cylindre  est 

Q  =  F^S=4^nJS; 

ce  flux  est  de  sens  contraire  au  flux  de  force  intérieur  qui  pro- 
vient des  bases  de  l'aimant  équivalent. 

11  est  évident  d'ailleurs  qu'une  bobine  n'est  pas  équivalente 
à  un  aimant  creux  :  dans  Taimant  creux  toutes  les  lignes  de 
force  tant  intérieures  qu'extérieures  parlent  de  la  surface  po- 
sitive pour  s'absorber  à  la  surface  négative;  dans  les  bobines, 
au  contraire,  les  lignes  de  force  intérieures  sont  la  continua- 
tion des  lignes  de  force  extérieures,  et  constituent  des  courbes 
fermées  sur  elles-mêmes  qui  n'aboutissent  jamais  à  des  masses 
magnétiques. 

496.  BobiM  annulaire.  —  Supposons  qu'uu  anneau  de  révo- 
lution soit  recouvert  de  courants  égaux,  équidistants  et  situés 
chacun  dans  un  plan  passant  par  Taxe;  le  système  peut  encore 
être  décomposé  en  une  série  de  solénoïdes  et  il  est  équivalent 
à  un  aimant  solénoïdal  de  même  forme  (411). 

Tous  les  solénoïdes  élémentaires  comprennent  alors  un 
même  nombre  de  courants  ayant  la  même  intensité  I,  mais 
de  longueurs  différentes.  En  désignant  par  n^  le  nombre  des 
courants  compris  entre  deux  plans  méridiens  qui  font  entre 
eux  un  angle  égal  à  l'unité,  et  par  x  le  rayon  d'un  solénoïde 

élémentaire,  la  dislance  des  spires  successives  sera  —  ;  l'in- 

tensité    d'aimantation  du   filet  magnétique   équivalent   est 

alors  — et  l'induction  ou  la  force  magnétique    "  *  .  Le  flux 

d'induction  qui  traverse  une  surface  S,  prise  dans  la  section 

/dS 
— 

Électr,  et  Magn,  ^  —  35 
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Dans  le  cas  où  Tanneau  est  un  tore  circulaire  (a7s),  on  a 

Le  flux  total  qui  traverse  la  section  est  alors 

499.  Cas  d*ane  Barfaee  «aeieonqne.  —  Considérons  mainte- 
nant le  cas  général  où  une  surface  quelconque  S  serait  re- 
couverte de  courants  plans  de  même  intensité,  parallèles  entre 
eux  et  à  une  distance  telle  qu'il  y  en  ait  n^  par  unité  de  lon- 
gueur. On  peut  encore  remplacer  Tensemble  des  courants  par 
une  série  de  solénoïdes  parallèles  aboutissant  à  la  surface,  et 
ces  solénoïdes  eux-mêmes  par  les  filets  magnétiques  équiva- 
lents ;  on  constituera  ainsi  un  aimant  uniforme,  dont  Tintensité 
d'aimantation  est  nj,  et  dont  la  densité  en  chaque  point  de  la 
surface  a  pour  valeur  ^i^lcosO,  en  appelante  Tangle  de  la 
normale  à  la  surface  au  point  considéré  avec  une  perpen- 
diculaire au  plan  des  courants. 

L'action  intérieure  de  ces  courants  est  égale  à  l'induction  du 
système  magnétique  équivalent.  Dans  le  cas  de  la  sphère  {bss), 

Q 

elle  est  constante  et  égale  à  -qx/ij  ;  le  flux  d'induction  qui  tra- 
verse le  grand  cercle  perpendiculaire  à  la  ligne  des  pôles,  ou 
à  l'axe  commun  des  courants,  a  pour  valeur 

Q=5X^R'/^I=|L^/iJ, 

en  désignant  par  L  la  circonférence  du  grand  cercle. 

Le  champ  intérieur  serait  également  constant  dans  le  cas 
de  Tellipsoïde  (35e). 

Il  résulte  de  là  une  manière  nouvelle  d'envisager  le  magné- 
tisme terrestre  :  l'action  magnétique  de  la  terre  est  équivalente 
à  celle  d'une  série  de  courants  circulaires  situés  dans  des  plans 
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équidislaafs  perpendiculaires  à  Taxe  magnétique,  ces  cou- 
rants circulant  de  Test  à  Touest. 

498.   Théorie   4ii   ma^nétUme  4*Ampère.  —   On  YOit   qu'il 

est  possible,  au  moyen  de  courants  situés  dans  des  plans  pa- 
rallèles, de  réaliser  un  système  équivalent  à  un  aimant  uni- 
forme qui  aurait  la  même  surface  extérieure  :  les  deux  systèmes 
sont  équivalents  pour  tous  les  points  extérieurs,  et  produisent 
à  rintérieur  la  même  induction. 

On  peut,  de  même,  remplacer  un  aimant  quelconque  par 
un  système  de  courants  superficiels,  en  tant  du  moins  qu'on 
envisage  seulement  son  action  extérieure. 

Cette  action,  en  effet  (ais),  équivaut  à  celle  d'une  couche 
de  masse  totale  nulle  distribuée  sur  la  surface.  Si  on  appelle  a 
la  densité  de  la  couche  en  un  point,  F,»  et  F^  les  composantes 
normales,  comptées  à  partir  de  la  surface,  des  actions  qu'elle 
exerce  à  l'extérieur  et  à  Tintérieur,  on  a  (as) 

47:.=f„+f:. 

Considérons  le  potentiel  intérieur  Y  de  la  couche  et  les  sur- 
faces de  niveau  2  auxquelles  la  force  F'  est  normale,  et  sup- 
posons que  sur  chacune  de  ces  surfaces  on  place  des  couches 
magnétiques  égales  et  de  signes  contraires  dont  la  densité  g' 
en  chaque  point  soit  déterminée  par  la  condition 

I  „,  I  (]\' 

4'ïr  4'ïî  ûf// 

L'action  extérieure  de  cet  ensemble  de  surfaces  est  nulle. 

Remarquons  maintenant  que  le  produit  fs'dn  =  —  -^  dV  est 

constant  entre  deux  surfaces  de  niveau.  Si  donc  on  associe  la 
couche  négative  de  la  surface  2,  où  le  potentiel  est  V,  avec  la 
couche  positive  de  la  surface  suivante  S' au  potentiel  V'  +  rfV, 
on  constitue  un  feuillet  dont  la  puissance  magnétique  <j'dn 
est  constante.  Un  courant  de  même  intensité  qui  suivrait  sur 
la  surface  la  courbe  déterminée  par  l'intersection  du  feuillet 
aurait  donc  la  même  action  à  l'extérieur;  on  ferait  de  même 
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pour  tous  les  autres  feuillets.  Mais,  en  constituant  ce  feuillet, 
on  a  laissé  une  couronne  négative  correspondant  à  la  diffé- 
rence S— 2'  des  deux  surfaces,  et  la  sommje  des  actions  exté- 
rieures de  ces  couronnes  est  égale  et  de  signe  contraire  à  celle 
des  courants  superficiels.  Si  on  appelle  d^  et  ^S  deux  éléments 
correspondants  de  cette  couronne  et  de  la  surface  de  Taimant 
déterminés  par  un  tube  de  force,  on  a 


ce  qui  donne 


F;rfS=FrfS=Wc/S, 


(i'rf2=prfS. 

4x 


La  quantité  âe  magnétisme  renfermée  dans  Félément  </E 
est  donc  la  même  que  celle  que  contiendrait  Télément  dS  avec 

F' 

une  densité  égale  à  —  -p. 
4'ïv 

Il  en  résulte  que  Taction  extérieure  de  tous  les  courants 

superficiels,  définis  par  les  feuillets  qui  précèdent,  équivaut  à 

celle  d'une  couche  de  masse  totale  nulle  dont  la  densité  en 

F' 
chaque  point  serait  -h  -7^. 

En  prolongeant  dans  Tintérieur  de  Taimant,  par  des  surfaces 
continues,  les  surfaces  de  niveau  qui  correspondent  au  poten- 
tiel extérieur  V,  on  verrait,  de  même,  que  Ton  peut  remplacer 
par  un  système  de  courants  superficiels  une  couche  dont  la 

F 

densité  en  chaque  point  serait  7^ 

41:' 

L'ensemble  des  deux  systèmes  de  courants  est  un  nouveau 
système  de  courants  superficiels,  ayant  la  même  action  exté- 
rieure qu'une  couche  dont  la  densité  serait  —  (Fn  +  F^),  c'est- 

4^ 

à-dire  la  densité  ç  de  la  couche  magnétique  qui  équivaut  à 
l'aimant  proposé. 

On  peut  donc  remplacer  l'action  extérieure  d'un  aimant  quel- 
conque par  celle  d'un  système  de  courants  superficiels  ;  mais 
l'équivalence  n'existerait  plus  pour  les  points  intérieurs. 


CA.S  PAHTIGULIERS.  549 

Il  est  possible,  au  contraire,  d'obtenir  une  représentation 
exacte  de  tous  les  effets  magnétiques,  tant  intérieurs  qu'exté- 
rieurs, en  remplaçant  les  filets  magnétiques,  dans  lesquels 
un  aimant  quelconque  peut  être  décomposé  (aia),  par  les 
solénoïdes  électromagnétiques  correspondants. 

Ampère  admet  que  ces  solénoïdes  élémentaires  sont  formés 
par  des  courants  réels  qui  circulent  à  Tintérieur  des  molé- 
cules; ces  courants  ne  passent  jamais  d'une  molécule  à  une 
autre,  et  ils  préexistent  à  l'aimantation  (425)  qui  a  seulement 
pour  effet  de  les  orienter. 

Dans  cette  hypothèse,  un  aimant  n'est  plus  une  substance 
continue,  mais  un  ensemble  de  molécules  distinctes,  donnant 
lieu  à  une  distribution  très  complexe  de  la  force  magnétique 
et  du  potentiel.  Mais  il  en  résulte  une  simplification  notable, 
car  la  force  et  Tinduction  magnétique  sont  alors  définis  de  la 
même  manière,  et  la  force  satisfait  à  l'équation  de  Laplace, 
aussi  bien  à  l'intérieur  qu'à  Textérieur  des  aimants. 

L'hypothèse  d'Ampère  soulève  cependant  une  difficulté 
capitale,  car  on  ne  conçoit  pas  que  des  courants  puissent 
exister  d'une  manière  permanente  sans  dégagement  de  cha- 
leur et,  par  suite,  sans  une  dépense  continue  d'énergie.  Mais, 
si  on  localise  les  courants  dans  les  molécules  elles-mêmes, 
dont  la  constitution  est  inconnue,  il  n'est  pas  impossible 
d'admettre  que  la  résistance  soit  nulle  et  que  les  courants 
persistent  sous  une  forme  qui  n'est  pas  abordable  par  l'expé- 
rience. Cette  conception  n'implique  donc  par  elle-même  au- 
cune contradiction. 

499.  Aimantation  par  les  courants.  —  L'aimantation  par  leS 

courants  a  été  découverte  par  Arago  en  1820.  Arago  avait 
constaté  qu'un  fil  de  cuivre  parcouru  par  un  courant  attire  la 
limaille  de  fer  ;  chaque  parcelle  de  limaille  devenant  un  petit 
aimant  se  place  perpendiculairement  au  fil,  le  pôle  nord  à 
gauche  du  courant,  comme  dans  l'expérience  d'QËrsted.  Am- 
père fit  remarquer  qu'on  peut  augmenter  beaucoup  l'action 
du  courant  sur  un  barreau  de  fer  doux  ou  d'acier  en  enrou- 
lant le  fil  en  hélice  aatour  du  barreau;  on  obtient  ainsi,  avec 
le  fer  doux  en  particulier,  des  aimants  temporaires  auxquels 
on  a  donné  le  nom  à' électro-aimants. 
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Les  électro-aimants  peuvent  acquérir  une  puissance  beau- 
coup plus  grande  que  celle  des  meilleurs  barreaux  d'acier; 
mais  leur  caractère  principal  est  de  pouvoir,  lorsque  le  fer 
qui  les  constitue  est  très  doux,  gagner  ou  perdre  presque  ins- 
tantanément leurs  propriétés  magnétiques.  Enfin  ils  présen- 
tent cette  propriété  curieuse  qu'en  modifiant  d'une  manière 
convenable  l'enroulement  du  fil  sur  le  noyau  de  fer  doux,  on 
peut  y  distribuer  le  magnétisme  à  volonté  et  obtenir  dans  la 
longueur  du  barreau  un  nombre  quelconque  de  pôles  ou  de 
points  coméquents. 

Le  calcul  des  effets  des  électro-aimants  est  en  général  très 
difficile,  lors  même  que  les  courants  qui  entourent  le  morceau 
de  fer  doux  sont  équidistants  et  parallèles  entre  eux.  Dans  ce 
cas,  le  système  de  courants  développe  un  champ  intérieur 
dont  l'intensité  est  définie  par  l'induction  d'un  aimant  uni- 
forme terminé  à  la  même  surface  ;  le  noyau  de  fer  doux  placé 
dans  ce  champ  prend  en  chaque  point  une  aimantation  qui 
dépend  de  l'intensité  du  champ  et  aussi  du  magnétisme  déve- 
loppé par  rinduction  sur  le  corps  lui-même.  L'aimantation  ne 
peut  donc  être  uniforme  que  dans  les  cas  particuliers  que  nous 
avons  examinés  (ass).  Quant  à  l'action  extérieure,  elle  est  la 
résultante  de  celle  du  système  de  courants,  ou  de  l'aimant  uni- 
forme équivalent^  et  de  celle  du  noyau  de  fer  doux. 

ftoo.  Exemples.  —  Pour  une  sphère  entourée  de  courants 
parallèles  et  équidistants,  l'intensité  du  champ  o  produit  par 

Q 

les  courants  (49»)  a  pour  valeur -^^/ij. 
L'intensité  d'aimantation  est  alors  (asftj 

3   |JL — I  u. —  I      , 


et  l'induction 


4/lll.-f-2  II.-I-2 


T,         3ii.  8::uL      , 


Si  la  sphère  est  placée  dans  une  bobine  cylindrique  assez 
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longue  pour  que  l'effet  des  extrémités  puisse  être  considéré 
comme  négligeable,  elle  prendra  aussi  une  aimantation  uni- 
forme. 

II  en  serait  de  même  pour  un  ellipsoïde  et  aussi  très  appro* 
ximativement  pour  un  cylindre  dont  Taxe  coïnciderait  avec 
celui  de  la  bobine. 

501.  —  Dans  le  cas  d'une  bobine  cylindrique  de  grande 
longueur  (495)  l'intensité  du  champ  intérieur  est  4^/1^1  ;  l'in- 
tensité d'aimantation  d'un  long  cylindre  parallèle  au  champ 
aurait  pour  valeur  k(f  (202)  ou  4^A/ïJ,  et  l'induction  inté- 
rieure F^  serait  4ic*<p,  ou  lôit^kn^l. 

Si  S  est  la  section  du  barreau,  le  flux  d'induction  magnétique 
qui  le  traverse  est 

F^S  =  i6Tt'kn,\S, 

et  le  flux  total,  en  y  comprenant  l'induction  4tc'2JS  du  cou- 
rant, a  pour  valeur 

U  =  41:^^(1+4^^)18. 

Cette  quantité  est  accessible  à  l'expérience  et  on  pourra  en 
déduire  le  coefficient  d'aimantation  k. 

50S.  —  La  détermination  de  ce  coefficient  est  encore  plus 
exacte  avec  un  morceau  de  fer  doux,  ayant  la  forme  d'un  tore 
qu'on  entoure  de  courants  équidistants  (496].  Dans  ce  cas, 
l'intensité  du  champ  produit  par  les  courants  est  en  chaque 

point  ^^^  .  Cette  force  étant  la  seule  efficace,  l'intensité  d'ai- 
mantation au  point  considéré  a  pour  valeur 


Aç  = 


^^:n^l 


X 


L'induction  est  égale  à  4ic/r(p,  de  sorte  que  le  flux  total 
d'induction  à  travers  la  section  S  du  fer  doux,  en  comprenant 
encore  celui  qui  provient  des  courants,  est 

rfS 


0=4W(i+4i:*)J^ 
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Si  le  fer  doux  ne  remplit  pas  la  totalité  de  l'espace  limité  par 
les  courants,  mais  seulement  une  partie  S'  de  la  section  S,  le 
flux  total  d'induction  qui  traverse  la  surface  des  courants  est 

Q=4.»,.[/f.«/f]. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  section  du  fer  soit  un 
cercle  de  rayon  à  concentrique  à  la  section  circulaire  d'un 
tore  ;  le  flux  total  d'induction  dans  le  tore  sera 

Si  la  section  de  la  bobine  était  un  rectangle  de  hauteur  b 
parallèlement  à  l'axe  de  révolution  et  d'épaisseur  2a,  le  rayon 
moyen  étant  R,  on  aurait 

J     X  J^^a      ^  R  — û 

L'anneau  de  fer  pourrait,  de  même,  avoir  une  section  rec- 
tangulaire de  hauteur  h\  d'épaisseur  2a'  et  de  rayon  moyen  R'  ; 
le  flux  total  d'induction  serait  alors 

Nous  verrons  plus  loin  (559)  l'usage  que  Ton  peut  faire  de 
ces  difi'érentes  formules. 

503.  —  Mesare  des  courants.  —  CialTanomètres.  —  On  éva- 
lue habituellement  Tintensité  des  courants  par  les  actions 
électromagnétiques  ou  électrodynamiques  qu^ils  exercent,  et 
on  appelle  l'instrument  qui  sert  à  cette  mesure  galvanomètre 
ou  électrodt/namûmètre,  suivant  qu'il  repose  sur  Tune  ou  sur 
l'autre  des  deux  actions. 

Un  galvanomètre  se  compose  d'une  aiguille  aimantée,  ou 
d'un  système  magnétique  quelconque,  sur  lequel  on  fait  agir 


CAS  PARTICULIERS.  533 

un  conducteur  traversé  par  le  courant;  on  évalue  l'effet  pro- 
duit à  Taide  d'une  force  antagoniste,  telle  que  la  torsion  d'un 
fil  métallique  ou  d'une  suspension  bifilaire^  ou  par  l'action 
d'un  champ  magnétique  extérieur. 

Considérons  seulement  le  cas  d'une  aiguille  horizontale 
suspendue  à  un  fil  sans  torsion  appréciable,  et  placée  au 
centre  d'un  cadre  sur  lequel  on  a  enroulé  un  fil  conducteur 
qui  forme  une  série  de  spires  parallèles. 

Si  les  spires  sont  parallèles  au  méridien  magnétique,  et 
qu'on  les  fasse  traverser  par  un  courant,  elles  produiront  un 
champ  magnétique  dont  l'intensité  au  milieu  sera  propor- 
tionnelle à  l'intensité  du  courant  et  pourra  être  représentée 
par  gl.  Iji  composante  horizontale  du  champ  terrestre  en  ce 
point  étant  H,  la  composante  horizontale  du  champ  est 
^gH^  ■+-  H'^  et  sa  direction  fait  avec  le  méridien  magnétique 

un  angle  8  dont  la  tangente  est  égale  à  ^  ' 

Une  aiguille  aimantée  infiniment  petite  placée  en  ce  point, 
et  qui  était  d'abord  en  équilibre  dans  le  plan  du  cadre,  sera 
donc  déviée  de  l'angle  5,  et  on  pourra  en  déduire  l'intensité 
du  courant  par  l'expression 


l=z--langS. 


La  formule  n'est  rigoureuse  que  si  le  champ  magnétique 
du  courant  est  uniforme  dans  tout  l'espace  qu'occupe  l'ai- 
guille. Lorsque  l'aiguille  a  une  longueur  notable  par  rapport 
aux  dimensions  du  cadre,  l'intensité  du  champ  n'est  généra- 
lement pas  constante,  et  la  déviation  est  donnée  par  une  for- 
mule moins  simple.  On  pourra  alors,  par  une  graduation 
empirique,  déterminer  la  relation  qui  existe  entre  l'intensité 
du  courant  et  la  déviation  produite. 

Le  moment  magnétique  de  l'aiguille  n'a  aucune  influence 
sur  la  position  d'équilibre;  il  n'a  d'autre  effet  que  de  mo- 
difier l'intensité  des  forces  et,  par  suite,  la  durée  des  oscilla- 
tions de  l'aiguille 
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Si  Ton  veut  augmenter  la  sensibilité  du  galvanomètre, 
c'est-à-dire  la  déviation  §  pour  un  courant  donné,  il  faut 
augmenter  la  valeur  deg^  et  diminuer,  s'il  est  possible,  celle 
de  H.  On  augmente  la  valeur  de  g  en  multipliant  les  spires 
du  cadre^  suivant  la  méthode  de  Schv^eigger,  et  en  les  plaçant 
aussi  près  que  possible  de  Taiguille.  Pour  diminuer  II,  on 
peut  placer  à  une  certaine  distance  un  aimant  qui  produise  au 
centre  du  cadre  un  champ  magnétique  parallèle  et  de  sens 
contraire  à  celui  de  la  terre. 

Souvent  aussi  on  a  recours  à  un  système  de  deux  aiguilles 
quasi-astatique  (299),  dont  Tune  est  située  au  centre  du  cadre 
et  Tautre  a  Texlérieur  ;  Taction  de  la  terre  sur  le  système  mo- 
bile est  beaucoup  plus  faible,  sans  que  Faction  du  courant, 
qui  s'exerce  surtout  sur  l'aiguille  intérieure,  soit  sensiblement 
modiGée.  On  peut  encore  employer  deux  cadres,  chacun 
d'eux  ayant  une  des  aiguilles  en  son  centre,  et  y  faire  passer 
le  courant  en  sens  contraires,  de  manière  que  les  actions 
exercées  sur  les  deux  aiguilles  soient  concordantes. 

504.  BouMoie  «es  tangentes.  —  Si  l'on  veut  déterminer 
l'intensité  d'un  courant  en  valeur  absolue,  il  faut,  outre 
la  composante  H  du  champ  terrestre,  connaître  aussi  la 
constante  g  du  galvanomètre.  On  donne  en  particulier  le  nom 
de  boussole  des  tangentes  à  un  galvanomètre  dont  le  fil  a  été 
enroulé  de  manière  que  ce  coefficient  puisse  être  calculé 
d'après  les  dimensions  du  fil  et  la  forme  du  cadre. 

Si  le  cadre  porte  un  fil  de  longueur  L  enroulé  sur  un  cercle 
de  rayon  a  de  manière  à  faire  n  tours,  et  que  l'aiguille  sup- 
posée infiniment  petite  soit  placée  en  un  point  de  l'axe  à  une 
distance  u  de  la  circonférence,  on  aura  (4193) 

2ica*      La     ^T?n^  (a\^ 
ce  qui  donne 

La  distance  u  devient  égale  a  a  lorsque  l'aiguille  est  située 
au  centre  du  cercle. 


CAS  PARTICULIERS.  ^55 

Si  l'on  veut  tenir  compte  de  la  longueur  de  l'aiguille,  il 
faut  évaluer,  par  les  formules  du  n""  ses,  Tintensilé  du  champ 
en  dehors  de  Taxe  des  courants. 

La  formule  de  la  boussole  des  tangentes  serait  rigoureuse 
et  indépendante  de  la  longueur  de  l'aiguille,  si  le  champ  du 
courant  était  uniforme.  C'est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple, 
ayec  une  bobine  cylindrique  (495)  ou  une  bobine  sphérique 
(407)  à  courants  équidistants.  En  appelant  n^  le  nombre  des 
spires  par  unité  de  longueur,  on  a  g  =  i'j:n^  dans  le  premier 

cas,  et  dans  le  second g^=:r  zn^. 

fto«.  JÊiectrodynamomj^trcB.  —  Dans  un  électrodynamo- 
mètre  on  évalue  directement  l'action  exercée  entre  deux  cir- 
cuits, l'un  fixe  et  l'autre  mobile,  traversés  par  le  même  cou- 
rant ou  par  deux  courants  différents.  Supposons,  par  exemple, 
que  l'aimant  d'une  boussole  des  tangentes  soit  remplacé  par 
une  petite  bobine,  où  un  courant  pourra  être  amené  par  une 
suspension  bifilaire,  et  qui  est  en  équilibre  quand  Taxe  de  la 
bobine  est  dans  le  méridien  magnétique.  Si  l'on  fait  passer 
un  courant  1  dans  le  cadre  de  la  boussole  et  un  courant  i  dans 
la  bobine,  celle-ci  est  déviée  et  par  une  torsion  convenable  a 
de  la  suspension  on  la  ramène  dans  sa  position  primitive. 

Le  moment  magnétique  de  la  bobine  mobile  est  propor- 
tionnel à  i  et  peut  être  représenté  par  li;  le  couple  produit 
par  l'action  du  cadre  est  alors  glil.  Comme  le  couple  de  tor- 
sion du  bifilaire  est  proportionnel  au  sinus  de  l'angle,  on 
aura,  en  désignant  par  T  le  moment  du  couple  qui  correspond 

à  un  angle  dç  torsion  égale  à  -» 

^/iI  =  Tsina. 

Si  les  deux  fils  sont  parcourus  par  le  même  courant  1,  cette 
expression  devient 

,2_Tsina 

On  pourra  donc  évaluer  la  valeur  absolue  de  l'intensité  du 
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courant  si  Ton  coonait  les  constantes  T,  /  et  g  y  ou  bien  laisser 
ces  constantes  indéterminées  et  se  servir  de  Tappareil  comme 
d'un  instrument  de  comparaison.  Tel  est  le  principe  des  expé- 
riences de  Weber. 

Si  Ton  suppose  que  le  courant  parcourt  deux  cadres  rec- 
tangulaires parallèles  (492),  comme  dans  les  expériences  de 
Cazin,  Tintensité  pourra  se  déduire  de  Taction,  attractive  ou 
répulsive,  qui  s'exerce  entre  les  deux  circuits. 

«oe.  Mesure  des  «éekarrea.  —  Lorsque  la  durée  du  courant 
est  assez  courte  pour  que  l'aiguille  n'ait  pas  eu  le  temps  de 
subir  un  déplacement  appréciable  avant  la  cessation  du  cou- 
rant, elle  a  reçu  cependant  une  impulsion  et  acquis  une  cer- 
taine vitesse  ;  elle  est  projetée  hors  de  sa  position  d'équilibre 
et  y  revient  ensuite  par  une  série  d'oscillations.  C'est  le  cas, 
par  exemple,  de  la  décharge  d'un  condensateur  par  un  fil  con- 
ducteur qui  renferme  un  galvanomètre;  la  quantité  totale 
d'électricité  qui  s'écoule  peut  se  déduire  de  l'angle  d'impul- 
sion imprimé  à  l'aiguille. 

L'intensité  d'un  courant  permanent  dans  le  galvanomètre 
considéré  serait  donnée  par  une  expression  de  la  forme 

dans  laquelle  /(8)  se  réduit  à  Tangle  8  quand  les  déviations 
sont  très  petites.  Si  l'on  appelle  ^  le  moment  magnétique  de 
l'aiguille,  l'action  du  courant  sur  l'aiguille  produit  un  couple 
dont  le  moment  est  }^g\. 

On  sait,  d'autre  part,  que  lorsqu'un  corps  est  mobile  autour 
d'un  axe,  le  produit  du  moment  d'inertie  K  par  l'accélération 

angulaire  -y-  est  égal  au  moment  du  couple  résultant  par  rap- 
port à  l'axe  de  rotation.  On  a  donc  pour  Faiguille  considérée, 
puisque  la  déviation  pendant  la  décharge  est  assez  petite  pour 
que  l'action  de  la  terre  soit  négligeable, 
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Si  Ton  appelle  dm  la  quantité  d'électricité  qui  s'écoule  pen- 
dant le  temps  dtj  cette  équation  devient 


,  d{ù  dm 


On  en  déduit,  en  appelant  o)^  la  \itesse  angulaire  initiale  et  m  la 
décharge  totale, 

L'aiguille,  une  fois  lancée  avec  cette  vitesse  w^  possède  une 
force  vive  égale  à  — -  et  elle  s'arrête  sous  un  angle  0,  lors- 
qu'elle a  effectué  contre  l'action  du  champ  terrestre  un  tra- 
vail ayant  la  même  valeur.  On  a  donc 

=  H[x  (  I  —  cos  6)  =  aHixsin^  -, 

ou 

li.g'm^=4llKsm^^^, 

I ,  /M    .  e 

m=-\/ asm  — 

Si  les  déviations  0  sont  assez  petites,  on  peut  prendre  sim- 
plement 


m 


g\    \^         «^   V  Hix 


On  voit  que  Tangle  d'impulsion  0  est  proportionnel  à  la  quan- 
tité d'électricité  qui  s'écoule  pepdant  la  décharge,  et  celte  loi 
de  proportionnalité  suffira  pour  toutes  les  expériences  de 
comparaison. 

Si  l'on  veut  déterminer  m  en  valeur  absolue,  il  faut  con- 
naître la  constante  g  du  galvanomètre  et  les  quantités  qui  en- 
trent sous  le  radical. 
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Remarquons  que  si  Taiguille  est  abandonnée  à  elle-même 
sous  rinQuence  du  magnétisme  terrestre,  la  durée  t  des  oscil- 
lations infiniment  petites  est 


==v^* 


Il  en  résulte 

m=: e. 

^^ 

En  réalité,  Tangle  réel  d'impulsion  6  est  diminué  par  la 
résistance  du  milieu  et  par  les  courants  d'induction  que  le 
mouvement  de  Tai^j^uille  produit  dans  le  fil;  mais,  si  les  oscil- 
lations ne  diminuent  pas  très  rapidement,  on  tiendra  compte 
de  cet  effet  en  ajoutant  à  Tangle  6  le  quart  de  l'excès  de 
cette  déviation  sur  la  déviation  6'  produite  du  même  côté  par 
loscillation  suivante.  On  aura  finalement 


H 

m 


=Si[,,:„_..,]. 


CHAPITRE  QUATRIEME 


INDUCTION 


507.  DécouTerte  de  Faraday.  —  Les  actions  électromagné- 
tiques étudiées  dans  les  chapitres  précédents  sont  purement 
mécaniques;  elles  s'exercent  sur  les  conducteurs  traversés 
par  des  courants  et  correspondent  à  un  état  permanent  des 
courants  et  des  aimants  en  présence.  Dans  tous  les  cas  où  les 
systèmes  éprouvaient  des  déplacements  relatifs,  nous  avons 
admis  d'une  manière  implicite  que  ces  déplacements  étaient 
sans  influence  sur  l'état  électrique  des  conducteurs.  Faraday 
a  découvert  en  1831  une  classe  de  phénomènes  d'une  nature 
toute  différente,  qui  correspondent  à  l'état  variable  des  sys- 
tèmes; ces  phénomènes,  qu'il  a  compris  sous  le  nom  d'm- 
duction^  sont  de  nature  électrique  et  se  manifestent  par  la  pro- 
duction dans  les  conducteurs  de  courants  temporaires. 

On  appelle  courants  induits  les  courants  qui  en  résultent  et 
circuit  induit  le  circuit  qui  est  soumis  à  Vinduction;  enfin,  on 
donne  le  nom  d'inducteur  au  système  dont  la  variation  a  été 
la  cause  du  courant  induit. 

508.  —  Les  phénomènes  découverts  par  Faraday  peuvent 
être  classés  en  plusieurs  catégories  : 

1**  Un  circuit  fermé  devient  le  siège  d'un  courant  tempo- 
raire toutes  les  fois  qu'on  déplace  un  aimant  dans  le  voisinage, 
ou  qu'on  en  fait  varier  l'aimantation,  ou,  d'une  manière  plus 
générale,  qu'on  modifie  le  champ  magnétique  dans  lequel  est 
placé  le  circuit.  C'est  Viiiduction  magnéto-électrique. 

2"*  On  obtient  des  effets  analogues  en  substituant  un  système 
de  courants  au  système  magnétique.  Le  circuit  considéré  est 
parcouru  par  un  courant  induit  toutes  les  fois  qu'on  fait  varier 
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la  distance,  Tintensité  ou  la  forme  d'un  courant  extérieur. 
L^eiïet  est  le  même  que  celui  que  produirait  la  modification 
correspondante  du  système  magnétique  équivalent  au  cou- 
rant. C'est  Vinduction  électrodynamique  ou  volta-électrique. 

3**  Le  changement  de  forme  ou  de  position  relative  d'un 
circuit  fermé,  par  rapport  au  champ  magnétique  d'un  système 
d'aimants  ou  de  courants,  suffit  aussi  ordinairement  pour  don- 
ner naissance  dans  ce  circuit  à  un  courant  induit  qui  rentre 
dans  une  des  catégories  qui  précèdent. 

4''  Enfin,  le  fait  seul  de  modifier  par  un  procédé  quelconque 
l'intensité  du  courant  dans  un  circuit,  même  quand  il  est  sous- 
trait à  toute  action  extérieure,  provoque  dans  ce  circuit  un 
courant  d'induction  qui  se  superpose  au  courant  principal  et 
tend  toujours  à  contrarier  la  variation  d'intensité  qu'il  subit; 
on  lui  donne  le  nom  A' extra-courant. 

ftoe.  —  L'expérience  fournit  sur  ces  courants  d'induction 
les  faits  généraux  suivants  : 

i*"  Quel  que  soit  le  mode  de  variation  qui  donne  lieu  à  un 
courant  induit,  deux  variations  égales  en  sens  contraires  don- 
nent toujours  des  courants  égaux  et  de  sens  contraires; 

2""  La  durée  du  courant  induit  est  égale  à  celle  de  la  varia- 
tion du  système  inducteur; 

3''  La  quantité  d'électricité  mise  en  mouvement  dans  le 
courant  induit  par  une  opération  quelconque  est  indépen- 
dante de  la  durée  de  la  variation  et,  par  suite,  de  celle  du 
courant  induit  lui-même; 

4''  Enfin,  la  nature  du  conducteur  dans  lequel  se  propagent 
les  courants  d'induction  n  intervient  que  par  la  résistance 
qu'il  apporte  dans  ce  circuit. 

510.  —  En  examinant  les  diverses  circonstances  dans  les- 
quelles se  produisent  les  courants  d'induction,  il  est  facile  de 
reconnaître  qu'elles  ont  pour  caractère  commun  de  corres- 
pondre à  une  variation  du  Qux  de  force  magnétique  qui  tra- 
verse le  circuit  induit.  Cela  est  évident  pour  tous  les  phéno- 
mènes de  déplacement  relatif  des  courants  ou  des  aimants  ; 
l'expérience  montre,  d'ailleurs,  que  tout  déplacement  ou  toute 
déformation  du  circuit  induit  qui  ne  modifie  pas  la  valeur  du 
flux  qui  le  traverse  ne  produit  jamais  de  courants  induits. 
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Il  en  est  encore  de  même  pour  Textra-courant.  En  effet,  un 
courant  donne  lieu  à  un  champ  magnétique  et,  par  suite,  à 
un  flux  de  force  dans  la  surface  du  circuit  qu'il  parcourt.  On 
conçoit  que  lout  changement  d'intensité  ou  de  forme  modifiant 
ce  flux  puisse  provoquer  un  effet  analogue  à  celui  que  produi- 
rait le  déplacement  d'un  aimant  extérieur  donnant  lieu  à  la 
même  variation. 

On  est  donc  conduit  à  caractériser  les  phénomènes  d'induc- 
tion de  la  manière  suivante  : 

Quand  on  modifie  d*une  manière  quelconque  le  /lux  de  force 
magnétique  qui  traverse  un  circuit  fermée  ce  circuit  devient  le 
siège  d'un  courant  temporaire  dont  la  durée  est  égale  à  celle  de 
la  variation  du  flux. 

Cet  énoDcé  définit  les  conditions  dans  lesquelles  se  pro- 
duisent les  courants  induits.  Il  reste  à  établir  les  lois  qui  en 
déterminent  le  sens  et  la  grandeur. 

ftii.  Maoï  deiienz.  — Peu  de  temps  après  la  découverte  de 
Faraday,  Lenz  a  énoncé  la  loi  suivante,  qui  établit  un  lien  entre 
l'induction  produite  par  le  déplacement  du  système  inducteur 
et  le  travail  électromagnétique  tel  que  le  définit  la  formule 
d'Ampère  : 

Tout  déplacement  relatif  d'un  circuit  fermé  et  d'un  courant 
ou  d^un  aimant  développe  un  courant  induit  dirigé  de  façon 
quil  tende  à  s'opposer  au  mouvement. 

512.  Théorème  de  iVeumann.  —  La  loi  de  Lenz,  d'une  grande 
utilité  pratique,  donne  seulement  le  sens  du  courant  induit, 
sans  en  faire  connaître  l'intensité.  En  admettant,  comme  un 
fait  expérimental,  que  finduction  qui  se  produit  pendant  un 
temps  très  court  est  proportionnelle  à  la  vitesse  avec  laquelle  se 
meut  le  conducteur,  Neumann  a 'pu  donner  une  théorie  com- 
plète des  courants  d'induction  qui  se  produisent  dans  un  con- 
ducteur linéaire  mobile  en  présence  d'un  système  magnétique 
quelconque.  Il  a  démontré  ainsi  ce  théorème,  que  nous  retrou- 
verons plus  loin  sous  une  forme  plus  générale  : 

La  force  électromotrice  d'induction  est  égale  au  travail  qui 
serait  accompli  dans,  funité  de  temps  par  le  système  magrié- 
tique,  si  Pintensité  du  courant  dans  le  circuit  induit  était  égale 
à  tunité. 

Électr,  et  Magn.  I.  —  36 
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518.  Théorie  d'Helmholix  et  de  ThomsoB.  —  L'existence  deS 

pbéDOtnèaes  d'induction  peut  être  considérée  comme  une 
conséquence  nécessaire  du  principe  de  la  conseryation  de  l'é- 
nergie, combiné  avec  la  loi  électromagnétique  d*Âmpère  et  la 
loi  de  Joule.  Cette  proposition  a  été  mise  pour  la  première 
fois  en  lumière  en  1847  par  M.  Helmholtz  dans  son  célèbre 
mémoire  sur  la  Conservation  de  la  force.  Sir  W.  Thomson 
est  arrivé  de  son  côté  et  d'une  manière  indépendante  aux 
mêmes  conclusions. 

Considérons  un  système  magnétique  invariable  dans  le  voi- 
sinage d'un  conducteur  fixe  S,  en  communication  avec  une 
pile.  Si  l'aimant  est  immobile»  l'intensité  lo  du  courant  per- 
manent est  déterminée  par  la  loi  d'Ohm  et  l'on  a,  en  appe- 
lant E  la  force  électromotrice  de  la  pile  et  R  la  résistance  du 
circuit, 

(i)  E  =  I,R. 

En  multipliant  les  deux  membres  par  1//^,  on  obtient 

(2)  E\Jt=llRdt. 

Cette  équation  exprime  que,  pendant  le  temps  dty  l'énergie 
produite  par  les  actions  chimiques  est  égale  à  l'énergie  calori- 
fique dépensée  dans  le  circuit  en  vertu  de  la  loi  de  Joule. 

Supposons  maintenant  qu'au  lieu  de  rester  immobile,  le  sys- 
tème  magnétique  se  déplace  en  obéissant  aux  actions  électro- 
magnétiques. Le  travail  extérieur  résultant  de  ce  déplacement 
ne  peut  être  emprunté  qu'à  la  seule  source  d'énergie  qui  existe 
dans  le  système,  c'est-à-dire  aux  actions  chimiques,  et  l'équa- 
tion précédente  doit  être  en  défaut.  D'autre  part,  aucune  rai- 
son ne  permet  de  supposer  que  les  lois  de  Faraday  et  de  Joule 
cessent  d'être  applicables;  autrement  dit,  les  poids  des  corps 
combinés  dans  les  différents  couples  doivent  encore  être  pro- 
portionnels à  l'intensité  du  courant,  et  l'énergie  caloriGque 
dégagée  dans  le  circuit  égale  au  produit  de  la  résistance  par 
le  carré  de  l'intensité.  L'intensité  du  courant  n'a  donc  pu  con- 
server sa  valeur  primitive. 
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«1*.  —  Supposons  que  Taimant  soit  déplacé  de  telle  manière 
que  la  nouvelle  valeur  de  l'intensité  reste  constante.  Tant  que 
cette  condition  est  remplie,  Texcès  du  travail  chimique  sur 
rénergie  calorifique  dépensée  dans  le  circuit,  pendant  chaque 
intervalle  de  temps  dt^  sert  à  effectuer  le  travail  extérieur  dï 
correspondant  aux  forces  électromagnétiques.  On  a  donc,  en 
appelant  I  l'intensité  du  courant, 

(3)  EIrff=PRrft+rfT. 

Si  on  appelle  Q  le  flux  de  force  provenant  du  système  ma- 
gnétique qui  traverse  le  circuit  en  entrant  par  sa  face  néga 
tive,  on  a 

rfT=WQ. 

En  remplaçant  dT  par  cette  valeur  dans  Téqualion  (3),  et 
divisant  par  \dt^  il  vient 

(4)  E=m4-f. 

PourqueTintensité  du courantreste constante,  il  faut,  d'après 
cette  équation,  que  le  déplacement  s'effectue  de  manière  que 

la  dérivée  -7-  soit  elle-même  constante. 
at 

Les  équations  (i)  et  (4)  donnent,  en  posant  L— 1=1, 

On  voit  que  la  dérivée  -tt  joue  le  rôle  d*une  force  électro- 
motrice,  agissant  en  sens  inverse  deE,  et  capable  de  produire 
un  courant  i  de  sens  contraire  au  courant  principal,  de  telle 
sorte  que  le  courant  résultant  I  satisfait  encore  à  la  loi  de 
Ohm,  écrite  sous  la  forme 
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La  quantité  -t-  s*appelle  la  force  électromoirice  (t induction: 

elle  est  egale^  à  chaque  instant,  à  la  dérivée  par  rapport  au 
temps  du  flux  de  force  magnétique  qui  traverse  le  circuit. 

Si  la  valeur  de  dQ  est  positive,  c'est-à-dire  si  le  flux  de  force 
augmente,  la  force  électromotrice  d'induclion  diminue  l'in- 
tensité du  courant  et  le  trayail  des  forces  électromagnétiques 
est  positif.  Au  contraire,  si  la  valeur  de  dQ  est  négative,  l'ai- 
mant se  déplace  en  résistant  aux  forces  électromagnétiques, 
et  cette  opération  introduit  une  énergie  nouvelle  dans  le  sys- 
tème ;  rintensité  I  du  courant  est  alors  plus  grande  qu'à  Tétat 
de  repos. 

515.  —  A  chaque  instant,  la  quantité  dm  ou  idt  d'électricité 
induite  dans  le  fil  est  donnée  par  l'équation 

(7)  ir^dt  =  Rdm=zdQ. 

La  quantité  totale  d'électricité  m  correspondant  à  un  dé- 
placement fini,  pour  lequel  le  flux  de  force  passe  de  la  valeur 
Q^  à  la  valeur  Q^,  est  donc 

(8) 

5ie.  —  L'établissement  du  courant  dans  un  circuit  exige  lui- 
même  un  travail  dont  nous  n'avons  pas  tenu  compte,  et  ce  tra- 
vail, sur  lequel  nous  reviendrons  plus  loin,  est  une  fonction  V 
de  l'intensité  du  courant.  Pendant  la  période  variable,  l'éner- 
gie des  actions  chimiques  doit  fournir  aussi  le  travail  d^  qui 
correspond  à  un  accroissement  dl  de  l'intensité.  Les  équa- 
tions (3)  et  (5)  deviennent  alors 

EWf=PRrfr-hWQ-hrf¥, 

On  en  déduit,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a 
donné  l'équation  (8), 


(8)'  mR  =  Q,-0,-l-J'jrfY, 
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Quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  se  déplace  le  système 
magnétique,  si  l'intensité  du  courant  es!  la  même  aux  deux 
limites,  le  dernier  terme  de  l'équation  (8)'  est  nul.  C'est  ce 
qui  aura  lieu,  en  particulier,  si  les  limites  sont  choisies  ayant  et 
après  le  mouvement,  auquel  cas  les  deux  Taleurs  limites  du 
courant  sont  égales  à  L. 

Avec  ces  restrictions,  on  peut  donc  énoncer  comme  général 
le  théorème  exprimé  par  l'équation  (8)  : 

La  quantité  totale  délectricité  mise  en  mouvement  par  le 
déplacement  quelconque  d'un  système  magnétique  est  égale  au 
quotient  de  la  variation  du  flux  de  force  qui  correspond  à  ce 
déplacement  par  la  résistance  du  circuit. 

51».  —  Les  résultats  qui  précèdent  donnent  lieu  à  quel 
ques  remarques  importantes. 

!•  On  voit  d'abord  que  la  force  électromolrice  d'induction 
est  de  nature  à  s'opposer  au  mouTemént,  puisque  l'intensité 
primitive  de  courant  est  diminuée  ou  augmentée  suivant  que 
le  système  magnétique  obéit  ou  résiste  aux  actions  électro- 
magnétiques: c'est  la  loi  de  Lenz. 

i""  Si  l'intensité  du  courant  était  égale  à  l'unité,  le  travail 

extérieur  accompli  dT  correspondrait  à  un  travail  -tt  pen- 
dant l'unité  du  temps.  La  force  électromotrice  d'induction 
est  égale  à  ce  travail  :  c'est  le  théorème  de  Neumann. 

3''  La  force  électromotrice  d'induction  est  indépendante  de 
la  force  électromotrice  E  de  la  pile;  l'induction  est  donc  la 
même,  quelle  que  faible  que  soit  l'intensité  du  courant  pri- 
mitif. On  peut  en  conclure  que  l'induction  doit  se  produire 
également  quand  le  conducteur  est  à  l'état  neutre,  pourvu 
qu'il  forme  un  circuit  fermé.  C'est  sous  cette  forme  que  les 
courants  d'induction  ont  été  découverts  par  Faraday. 

Toutefois,  on  doit  remarquer  que,  si  le  courant  était  réelle- 
ment nul  dans  toute  l'étendue  du  conducteur,  l'action  réci- 
proque de  l'aimant  et  du  circuit  serait  aussi  nulle,  et  les  con- 
sidérations précédentes  ne  permettraient  pas  de  prévoir  la 
production  de  courants  induits.  Mais  on  peut  dire  que  cette 
neutralité  parfaite  n'est  qu'un  état  d'équilibre  instable,  im- 
possible à  réaliser  pratiquement,  et  qu'il  suffirait  d'une  cause 
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inQniment  petite,  une  variation  de  température  en  quelque 
point  du  circuit,  ou  le  déplacement  d'un  corps  électrisé  exté- 
rieur, même  très  éloigné,  pour  faire  naître  un  courant  si  faible 
qu'il  fût  dans  le  conducteur  et,  par  suite,  permettre  a  Tinduc- 
tion  de  se  produire. 

518.  lioi  gén^-raie  de  rinductioii.  —  Les  raisonnements  qui 
précèdent  s'appliqueraient  de  la  même  manière,  et  presque 
identiquement  dans  les  mêmes  termes,  aux  autres  cas  deTia- 
duction. 

On  le  voit  d'une  manière  évidente  pour  l'induction  électro* 
dynamique,  c'est-à-dire  celle  qui  serait  produite  parle  déplace- 
ment d'un  système  de  courants  constants,  substitué  au  système 
magnétique,  puisque  nous  avons  démontré  l'équivalence  abso- 
lue des  champs  magnétiques  produits  par  les  courants  et  par 
les  aimants. 

Dans  le  cas  des  courants  induits  par  variation  d'intensité 
d'un  aimant  ou  d'un  courant  voisin,  le  résultat  peut  être  consi- 
déré comme  équivalente  celui  qu'on  obtiendrait  en  amenant 
de  l'infini  dans  la  position  actuelle,  pour  le  superposer  au 
premier,  un  aimant  ou  un  courant  identique  à  la  variation 
considérée. 

Quant  aux  extra-courants,  produits  par  les  déformations  du 
circuit  lui-même  ou  par  les  changements  d'intensité  du  cou- 
rant principal,  l'expérience  montre  qu'ils  sont  liés  également, 
et  de  la  même  manière,  aux  variations  correspondantes  du 
flux  de  force  magnétique. 

On  peut  donc  considérer  comme  une  règle  générale  que 
toute  variation  du  flux  de  force  dans  un  circuit,  quelle  qu'en 
soit  l'origine,  correspond  à  une  variation  de  l'énergie  poten- 
tielle et  donne  lieu  à  la  même  force  électromotrice  d'induc- 
tion que  si  elle  était  produite  par  le  déplacement  d'un  système 
magnétique  extérieur. 

Cette  conséquence  apparaît  surtout  comme  nécessaire,  si, 
abandonnant  l'idée  des  actions  à  distance,  on  considère  la 
transmission  des  forces  électriques  et  magnétiques  comme  due 
a  une  modification  des  propriétés  élastiques  du  milieu  inter- 
médiaire; on  comprend  alors  que  la  seule  cause  prochaine 
des  courants  induits  dans  un  conducteur  puisse  être  Tétat  du 
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milieu  où  il  est  plongé,  quelle  que  soit  Torigine  des  forces  qui 
agisseat  dans  ce  milieu.  On  peut  donc  formuler  de  la  manière 
suivante  la  loi  générale  des  phénomènes  d'induction  : 

La  force  électromoirice  totale  développée  dans  un  circuit^ 
à  un  instant  donnée  est  égale  à  la  dérivée^  par  rapport  au 
temps,  du  flux  de  force  magnétique  qui  le  traverse. 

Ou  encore  : 

La  quantité  totale  d'électricité  induite  dans  un  circuit  est 
égale  au  produit  de  l'inverse  de  sa  résistance  par  la  variation 
totale  du  flux  de  force  qui  le  traverse. 

Le  fluK  de  force  qui  traverse  le  circuit  à  un  instant  donné 
se  compose  du  flux  Q  qui  provient  des  corps  extérieurs,  ai- 
mants ou  courants^  et  du  flux  produit  par  le  courant  qui  par- 
court le  circuit  lui-même.  Soit  L  la  valeur  de  ce  dernier  flux 
quand  l'intensité  du  courant  est  égale  à  l'unité;  il  sera  égal 
à  LI  pour  une  intensité  I,  et  Téqualion  générale  de  l'induc- 
tion s'écrira,  en  désignant  par  E  les  forces  électromotrices 
ordinaires  qui  agissent  dans  le  circuit^ 

(lo)  (E-RI)rff=^(Q  +  LI), 

ou 

dt 

519.  CoefiieieBto  A'inductioB.  —  Si  le  système  inducteur 
est  un  feuillet  magnétique  ou  un  courant,  le  flux  Q  est  égal  au 
produit  d'une  constante  M  par  la  puissance  magnétique  du 
feuillet  ou  l'intensité  du  courant.  Cette  constante  est  une  fonc- 
tion seulement  de  la  forme  et  de  la  position  relative  des  deux 
circuits  ;  nous  savons  qu'elle  est  la  même  pour  les  deux  con- 
tours en  présence  (a^i),  et  que  sa  valeur  est  déterminée  (asa) 
par  l'intégrale 


(,„  M=-//£^ 


cos  e  j   , , 
dsas . 


On  appelle  ce  facteur  M  le  coefficiefit  d'induction  réciproque 
ou  d^induction  mutuelle  des  deux  circuits. 
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La  constante  L  est  une  intégrale  de  même  forme,  mais  avec 
cette  différence  que  les  deux  éléments  ds  et  ds  appartiennent 
au  même  circuit.  On  Tappelle  le  coefficient  d induction  propre 
ou  de  self-induction. 

La  valeur  du  coefficient  de  self-induction  L  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  celle  de  M  quand  deux  circuits  égaux^  tra- 
versés par  des  courants  de  même  sens  et  de  même  intensité  1, 
s'approchent  de  la  coïncidence.  Eu  effet,  le  flux  total  qui  tra- 
verse à  ce  moment  le  système  des  deux  circuits  est  égal  a  la 
somme  des  flux  produits  par  chacun  d'eux,  c'est-à-dire  à  2LI  ; 
on  peut  le  considérer  aussi  comme  la  somme  2MI  de  deui 
flux  égaux  entre  eux,  dont  chacun  émane  de  Tun  des  circuits 
et  traverse  l'autre  par  sa  face  négative. 

ft20.  Induction  éieetromairné tique.  —  La  formule  générale 
(10)  appliquée  au  cas  où  le  système  inducteur  est  un  feuillet 
de  puissance  $  donne 

(12)  (E-Rl)t/f=rf(M*-hLI). 

Supposons  que,  la  puissance  magnétique  ^  étant  constante, 
le  feuillet  soit  amené  de  Tinfîni  dans  une  position  déterminée 
en  présence  du  circuit  induit  supposé  fixe  ;  on  a  alors 

{E-RI)^^^*rfM-hLrfI. 

Si  on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  1 
et  qu'on  l'intègre  depuis  t  =  o  jusqu'à  l'instant  t  où  le  feuillet 
prend  sa  position  définitive,  on  obtient 

Le  premier  membre  de  cette  équation  représente  l'excès  de 
rénergic  chimique,  fournie  par  la  pile  pendant  le  temps  t,  sur 
l'énergie  qui  apparaît  sous  forme  de  chaleur  dans  le  circuit 
•pendant  le  même  temps. 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  le  travail  total  des 
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actions  électromagaétiques;  ce  travail  dépend  de  la  loi  du 
mouvement.  On  peut  concevoir,  par  exemple,  que  le  feuillet 
ait  été  approché  très  lentement,  de  manière  que  Tinduction 
soit  très  faible  et  que  le  courant  principal  diffère  toujours  très 
peu  de  sa  valeur  initiale  I»;  dans  ce  cas,  en  désignant  par  M 
le  flux  de  force  qui  correspond  à  la  position  finale  du  feuillet, 
ie  travail  électromagnétique  serait  égal  à  ^MI». 

Le  dernier  terme  représente  la  variation  de  ï  énergie  poten- 
tielle du  courant;  il  est  nul  si  les  deux  valeurs  limites  du  cou- 
rant sont  les  mêmes,  c'est-à-dire  si  le  feuillet  magnétique  est 
à  l'état  de  repos  dans  sa  position  finale. 

521.  —  Si  le  feuillet  magnétique,  étant  immobile,  avait  une 
puissance  variable,  on  aurait  des  équations  tout  à  fait  ana- 
logues 

qui  conduiraient  aux  mêmes  conséquences. 

522.  —  Le  cas  le  plus  général  est  celui  où  les  trois  fonctions 
M,  $  et  L  varient  en  même  temps,  c'est-à-dire  que  le  feuillet 
magnétique  change  de  puissance,  de  forme  et  de  position 
relative,  et  que  le  circuit  du  courant  lui-même  est  déformé. 
L'équation  (12)  donne  alors  pour  la  force  électromotrice  d'in- 
duction 

rf(M*-hLI)     „rf*     ^rfM     jdl     ,rfL 

Si  le  circuit  induit  ne  contient  pas  de  force  électromotrice 
indépendante  de  l'induction,  il  suffira  de  faire  £=0  dans  les 
équations  précédentes. 

528.  Induetlon  éleetrodynamlque.  —  Si  le  Système  induc- 
teur était  un  courant  constant,  on  pourrait  le  remplacer  par  le 
feuillet  équivalent  et  rentrer  ainsi  dans  le  cas  qui  précède  ;  mais 
il  faut  remarquer  que,  par  suite  des  réactions,  le  circuit  in- 
ducteur lui-même  sera  soumis  à  l'induction  et  que  l'intensité 
du  courant  ne  restera  pas  constante.  Si  nous  représentons 
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par  R'  et  L' la  résistance  et  le  coefficient  de  self-induction  du 
circuit  inducteur,  et  par  E'  la  force  éiectromotrice  qu'il  ren- 
ferme, rintensité  du  courant  dans  les  deux  circuits  sera  déter- 
minée à  chaque  instant  par  les  deux  équations  simultanées 

^'^'      .  (E'~RT)rff=rf(MI  +  LT), 

La  solution  complète  de  ces  équations  présente  en  général 
de  grandes  difficultés,  et  nous  examinerons  dans  le  chapitre 
suivant  les  cas  les  plus  simples  où  elle  peut  être  obtenue; 
mais  les  équations  différentielles  permettent  déjà  d'établir 
quelques  remarques  importantes. 

Si  Ton  ajoute  ces  équations  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière par  I  et  la  seconde  par  T,  on  obtient 

(i6)   (EI-hET-RF-R'P)^f=Irf(MrH-LI)  +  rrf(MI+LT). 

Le  premier  membre  représente  l'excès  de  l'énergie  fournie 
par  les  sources  dans  les  deux  circuits  sur  l'énergie  calorifique 
dépensée  dans  les  conducteurs. 

Le  second  membre  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante 

(17)    irf(LP+2Mir+L'P}4--PrfLH-irrfM+^rVL'; 

il  représente  la  variation  totale  de  l'énergie  potentielle  des  deux 
circuits  et  le  travail  extérieur. 

524.  Énergie  intrinflèque  du  eonrant.  —  Si  Ics  circuitsSOOl 

fixes  de  forme  et  de  position,  les  facteurs  L,  M  et  L'  sont  des 
constantes  ;  la  portion  de  l'énergie  non  convertie  en  chaleur 
a  alors  pour  expression 


,[y!+Mii+î^. 


Le  terme  Mil'  est  l'énergie  relative  des  deux  courants  :  c'est 
le  travail  qu'il  aurait  fallu  dépenser  pour  amener  les  circuits 
traversés  par  les  courants  I  et  V  de  l'infini  à  leur  position 
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actuelle.  Chacun  des  autres  termes  compris  dans  la  parenthèse 
peut  être  appelé  Vénergie  intrinsèque  du  courant  correspondant  ; 
il  est  égal  à  la  moitié  du  produit  du  coefficient  de  selF-induc- 
tien  par  le  carré  de  l'intensité,  et  représente  le  travail  que 
coûterait  la  création  du  courant  actuel  dans  chaque  circuit, 
celui-ci  étant  soustrait  à  toute  action  étrangère,  ou  le  travail 
extérieur  que  pourrait  développer  ce  courant  s*il  était  aban- 
donné à  lui-même  et  s'annulait  dans  les  mêmes  conditioDs. 
Remarquons  enfin  que  Ton  peut  écrire 

— -i-Mir-h— =i(Li-hMni4-i(LT-hMi)r. 

Chacun  des  deux  termes  du  second  membre  représente  l'é- 
nergie potentielle  du  circuit  correspondant  :  c'est  le  travail  qu'il 
faut  dépenser,  pour  chacun  des  circuits,  quand  on  amène  le 
champ  de  zéro  à  son  état  actuel,  et  par  conséquent  le  travail 
qu'il  rendrait  si  on  annulait  en  même  temps  tous  les  cou- 
rants. Cette  énergie  est  égale,  pour  chacun  des  circuits,  a  la 
moitié  du  produit  de  l'intensité  par  le  flux  de  force  magné- 
tique qui  le  traverse. 

La  portion  de  l'énergie  considérée  ici  est  sous  une  forme 
qu'il  ne  semble  pas  possible  de  préciser  dans  l'état  actuel  de 
la  science.  On  ne  peut  dire,  par  exemple,  si  elle  existe  à  l'état 
d'énergie  potentielle  ordinaire,  comme  serait  la  tension  d'un 
corps  élastique,  ou  d'une  énergie  actuelle,  consistant  dans  le 
mouvement  d'un  fluide  particulier,  ou  bien  encore  sous  les 
deux  formes  à  la  fois;  ni  si  elle  est  localisée  dans  le  circuit 
traversé  par  le  courant  ou,  suivant  les  idées  de  Faraday  et  de 
Maxwell,  répandue  dans  le  milieu  tout  entier. 

525.  —  Dans  le  cas  général  ou  les  fadeurs  L,  M  et  U  sont 
variables,  le  premier  terme  de  l'expression  (17)  représente  tou- 
jours la  variation  de  l'énergie  potentielle  des  deux  circuits; 
l'ensemble  des  autres  termes 

iPr/L+irrfM-h-P^L' 

2  2 

représente  le  travail  effectué  par  les  actions  électrodynami- 
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ques  des  conducteurs,  par  suite  de  leurs  ?ariations  de  forme 
ou  de  position  relative. 

Supposons  que  les  deux  circuits  aient  une  forme  invariable 
et  qu'on  les  déplace  de  telle  manière  que  les  deux  intensités 
1  et  r  gardent  des  valeurs  constantes,  différentes  naturellement 
des  valeurs  initiales  ou  finales;  le  coefficient  M  étant  alors  seul 
variable,  le  terme  de  Ténergie  potentielle  et  celui  du  travail 
extérieur  se  réduisent  tous  deux  à  la  même  valeur  IV dM.  On 
a  donc,  à  chaque  instant, 

(El4-  ET-  RP-  R'r^)rf^=2ll'rfM. 

On  voit  que  Texcès  de  Ténergie  chimique  fournie  par  les 
piles,  sur  Ténergie  dépensée  en  chaleur,  est  égale  au  double 
du  travail  extérieur  dépensé  pour  opérer  le  déplacement  :  une 
moitié  de  cette  énergie  est  employée  à  produire  le  travail  exté- 
rieur^ Taufre  à  accroître  Ténergie  potentielle  du  système. 

Cette  remarque,  due  à  sir  W.  Thomson,  doit  être  rappro- 
chée de  la  proposition  analogue  relative  au  déplacement  des 
conducteurs  à  potentiels  constants  (97). 
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526.  Ija  réAlitanee  électrom«|rB^^i4ne  eatune  TiteMe.  — Con- 
sidérons le  cas  (fig.  1 14)  d^une  barre  CC  glissant  parallèlement 
à  elle-même  sur  deux  rails  parallèles  AA',  BB',  à  la  distance  b^ 
situés  dans  un  plan  perpendiculaire  au  méridien  magnétique, 
et  dont  les  extrémités  A  et  B  sont  réunies  par  un  conduc- 
teur métallique.  Supposons  que  la  composante  horizontale  du 
champ  terrestre  soit  dirigée  d'avant  en  arrière.  Quand  on  donne 
au  pont  CG  un  déplacement  qui  Téloigne  de  AB^  parallèlement 
à  lui-même,  on  Tentraine  dans  le  sens  où  le  pousserait  Faclioa 
de  la  terre  si  le  circuit  était  trayersé  par  un  courant  allant 
de  A  en  B  par  le  pont.  Ce  mouvement  produit  un  courant  d^in- 
duction  qui  parcourt  le  circuit  en  sens  contraire,  c'est-à-dire 
qui  va  de  B  en  A  par  le  pont. 

Si  on  considère  la  résistance  des  rails  comme  négligeable 
devant  celle  du  conducteur  extérieur  qui  réunit  les  points 
A  et  B,  et  qu'on  appelle  R  la  résistance  du  circuit  supposée 
invariable,  x^  et  x^  les  valeurs  de  la  distance  AC  dans  deux 
positions  successives  du  pont,  et  H  la  composante  horizontale 
du  champ  magnétique  terrestre,  la  quantité  M  correspondante 
d'électricité  induite  sera  donnée  par  l'équation 

RM  =  Q^-Qa=iH(x,-Xj). 
Comme  le  produit  b  [x^  —  Xj)  représente  la  surface  S  décrite 
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par  le  pont,  il  en  résulte 

SH 

Dans  celte  expression,  le  facteur  H  est  Tintensité  d*un  champ 
magnétique,  c'est-à-dire  une  force  qui  s'exerce  sur  Tunité  de 
masse;  on  peut  donc  poser,  en  désignant  par  r  et  par  /  deux 
longueurs,  et  m  une  masse  magnétique. 


SH=5/«. 


D'autre  part^  la  masse  électrique  M  est  le  produit  par  un 
temps  d'une  intensité  de  courant,  ou  de  la  puissance  magné- 
tique d'un  feuillet,  et  l'on  peut  écrire  aussi 

m  désignant  une  masse  magnétique  de  grandeur  convenable 
et  h  et  /'  des  longueurs.  On  aura  donc 

mlWl' 

Les  trois  premières  fractions  étant  des  nombres  abstrails, 
on  voit  que  la  résistance  exprimée  en  unités  éleclromagné- 
tiques  est  égale  au  quotient  d'une  longueur  par  un  temps. 
c*est-à-dire  une  quantité  de  même  nature  qu'une  vitesse. 

11  est  facile  de  trouver  dans  l'expérience  même  la  repré- 
sentation physique  de  cette  vitesse.  Supposons,  en  effet,  qu'on 
déplace  la  barre  transversale  d'un  mouvement  uniforme  avec 
une  vitesse  li,  et  que  l'intensité  1  du  courant  produit  soit 
mesurée  par  l'action  qu'il  exerce  sur  une  aiguille  placée  au 
centre  d'une  boussole  des  tangentes  (so^);  on  aura 

tang8=^,p 
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On  a,  d'autre  part,  MR=HS,  ou 

Rlt=mut; 


il  en  résulte 


.        ^      Lia 
tangS  =  ^-g.. 


Si  la  vitesse  u  est  assez  grande  pour  que  l'action  du  courant 
soit  égale  à  celle  de  la  terre,  c'esf-à-dire  que  la  déviation  de 
Taiguille  dans  la  boussole  soit  de  4^%  on  aura 

et,  si  Ton  prend  a*  =Li,  il  reste  R  =  u. 

Ainsi,  la  résistance  du  circuit  considéré  est  égale  à  la  vitesse 
avec  laquelle  il  faudrait  déplacer  le  pont  d'un  mouvement 
uniforme,  dans  les  conditions  indiquées,  pour  que  Faction  du 
courant  induit  sur  une  boussole  de  dimensions  convenables 
produise  une  déviation  de  45"". 

527.  —  L'expérience  suivante,  indiquée  par  Faraday,  peut 
être  considérée  comme  une  application  du  même  problème. 

Supposons  que  deux  électrodes  A  et  B  soient  plongées  dans 
l'eau,  aux  bords  opposés  d'une  rivière,  d*un  canal  ou  d'un 
courant  marin,  et  reliées  entre  elles  par  un  conducteur  métal- 
lique. Si  u  est  la  vitesse  du  courant  et  a  la  distance  des  élec- 
trodes, il  s'établira  entre  elles,  sous  Tinfluence  du  magnétisme 
terrestre,  une  force  électromotrice  égale  à  wZa,  qui  donnerait 

dans  un  circuit  de  résistance  R  un  courant  d'intensité  -rr-. 

K 

L'expérience  n'est  pas  irréalisable  ;  mais,  à  moins  de  pouvoir 
opérer  avec  des  valeurs  très  grandes  de  u  et  de  a,  la  polarisa- 
tion des  électrodes  rendrait,  sans  doute,  difficile  la  vérification 
de  cette  conséquence. 

588*  Circnit  fermé  dam  un  chanp  nnlforme.  —  Considérons 

un  circuit  fermé  que  nous  pouvons  supposer  plan  (489),  et 
soit  S  sa  surface.  Supposons  qu'il  soit  placé  dans  un  champ 
uniforme  d'intensité  F,  le  champ  terrestre  par  exemple,  et 
perpendiculaire  à  la  direction  du  champ.  Si  on  fait  tourner  le 
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cadre  d*ua  angle  a,  la  Tariation  du  flux  de  force  magnétique 

est  égale  à  FS(i  — cosa),  et  la  quantité  M  d'électricité  mise  ea 

mouvement  dans  le  circuit,  supposé  de  résistance  R,  est  donnée 

par  la  relation 

„      FS(i— cosa) 
M- g 

Si  le  cadre  tourne  de  iSo*",  face  pour  face,  on  a 

M— ^. 

Cette  quantité  d'électricité  peut  être  mesurée  en  valeur 
absolue  (soe)  par  l'impulsion  qu'elle  imprime  à  l'aiguille  d'ua 
galvanomètre,  ce  qui  permettrait  de  déterminer  l'intensité  du 
champ  magnétique. 

Le  sens  du  courant,  d'après  la  loi  de  Lenz,  est  celui  qui 
devrait  parcourir  le  circuit  dans  la  position  primitive  pour 
que  ce  circuit  soit  en  équilibre  stable. 

520.   Détermination   de  rinclinaiion   par  les   eonranta  Im- 

duit0.  —  Nous  avons  vu  {^S7)  que  la  tangente  de  l'inclinaison 
magnétique  est  égale  au  rapport  des  travaux  qui  correspon- 
dent, pour  une  même  intensité  de  courant,  à  une  rotation 
de  iSo*"  du  circuit  à  partir  d'une  position  perpendiculaire  au 
méridien  magnétique  :  1*"  autour  d  un  axe  horizontal  per- 
pendiculaire au  méridien;  2''  autour  d'un  axe  vertical.  Ce 
rapport  est  celui  des  forces  électromotrices  d'induction  pour 
les  mêmes  déplacements^  et,  par  suite,  celui  des  quantités 
correspondantes  d'électricité  induite  (soe)  ;  la  mesure  de  ce 
dernier  rapport  donnera  donc  l'inclinaison. 

530.  Disque  de  Faraday.  —  Un  disque  de  métal,  mobile  dans 
un  champ  uniforme  autour  d'un  axe  parallèle  à  la  direction 
du  champ,  fait  partie  d'un  circuit  formé  par  un  conducteur 
qui  communique,  d'une  part  à  l'axe  de  rotation,  et  d'autre  part 
à  une  lame  de  ressort  qui  appuie  sur  un  point  de  la  circonfé- 
rence. Lorsqu'on  imprime  au  disque  un  mouvement  de  rota- 
tion uniforme,  il  se  produit  également  dans  le  circuit  un  cou- 
rant uniforme.  On  voit  que  la  disposition  de  cette  expérience 


CAS  PARTICULIERS  D'INDUCTION.  577 

est  pour  ainsi  dire  l*inyerse  de  celle  de  Barlow  (493].  Si,  le 
plan  du  disque  étant  vertical,  la  force  du  champ  F  le  traverse 
d'avant  en  arrière  et  que  le  sens  de  la  rotation  soit  celui  des 
aiguilles  d'une  montre,  le  courant  induit  parcourt  le  disque 
du  centre  à  la  circonférence. 

La  force  électromotrice  a  pour  expression,  en  désignant  par 
a  le  rayon  du  disque  et  u)  la  vitesse  angulaire, 

dt        2 

On  obtiendrait  un  résultat  analogue,  mais  avec  un  calcul 
moins  simple,  en  plaçant  le  disque  entre  les  pôles  d'un 
aimant  en  fer  à  cheval  ou  entre  les  armatures  de  deux  élec- 
tro-aimants. Sous  cette  dernière  forme,  M.  Le  Roux  a  obtenu 
des  courants  assez  intenses  pour  produire  de  vives  étincelles 
entre  le  disque  et  le  ressort. 

D'ailleurs  toutes  les  expériences,  en  particulier  celles  qui 
ont  été  examinées  dans  le  chapitre  111,  où  le  mouvement  d'un 
conducteur  est  provoqué  par  des  actions  électromagnétiques 
ou  électrodynamiques,  donneraient  lieu  à  un  courant  inverse 
d'induction  si  le  mouvement  était  entretenu  par  une  cause 
étrangère. 

531.  Couranti  terreiirei.  —  Considérons,  par  exemple, 
une  sphère  aimantée  uniformément.  Supposons  qu'un  arc  con- 
ducteur, s'appuyant  par  l'une  de  ses  extrémités  sur  le  pôle 
et  par  l'autre  sur  l'équateur,  tourne  autour  de  l'axe  d'un 
mouvement  uniforme  ;  cet  arc  coupera  le  même  flux  de  force 
que  s'il  était  appliqué  sur  la  surface  le  long  d'un  méridien. 
Un  élément  ds^  dont  la  vitesse  est  v^  coupe  dans  chaque  unité 
de  temps  un  flux  de  force  égal  kZvdsy  Z  étant  la  composante 
normale  de  la  force  magnétique  sur  le  parallèle  correspondant. 
Si  on  appelle  Via  vitesse  à  l'équateur,  F^la  force, magnétique 
au  pôle,  a  le  rayon  de  la  sphère  et  X  la  latitude  de  Télément  dsy 
on  a 

^=VcosA,       Z  =  F^sînX,       ds=adK. 

Le  flux  de  force  coupé  dans  chaque  unité  de  temps  par  l'arc 

Electr.  €t  Magn,  1.    —   37 
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entier  est  égal  à  la  force  électromotrice  d'induction  e,  ce  qui 
donne 


?=  r^VF^asi 


sinXcosXrfX=-F„Vrt. 


Si  Tare  est  isolé,  cette  valeur  de  e  représente  la  différence 
de  potentiel  qui  s'établit  entre  ses  deux  extrémités.  Si  les 
extrémités  de  Tare  étaient  reliées  à  deux  corps  de  même  capa- 
cité G,  ces  corps  prendraient,  au  bout  d'un  temps  plusou  moins 
long,  des  charges  statiques  égales  et  de  signes  contraires  dont 

la  valeur  absolue  serait  -  C<?. 

2 

Enfin,  si  Tare  était  fermé  par  un  conducteur  immobile  situé 
à  rintérieur  ou  à  Textérieur  de  la  sphère,  le  circuit  serait 
parcouru  par  un  courant  continu  et  uniforme,  de  Téquateur 
au  pôle  ou  inversement,  suivant  le  sens  de  la  rotation. 

Gomme  la  terre  peut  être  assimilée  à  une  sphère  aiman- 
tée uniformément,  on  voit  qu'un  arc  extérieur,  qui  ue  par- 
ticiperait pas  au  mouvement  de  rotation,  devrait  être  par- 
couru par  un  courant  d'induction  dirigé  de  l'équateur  vers  le 
pôle,  puisque  le  sens  et  la  grandeur  des  courants  induits  ne 
dépendent  que  du  mouvement  relatif  de  l'arc  et  du  système 
magnétique.  11  est  probable  que  cette  induction  joue  un  rôle 
important  dans  certains  phénomènes  naturels,  comme  les 
aurores  polaires,  qui  semblent  être  des  décharges  électriques 
dans  les  régions  supérieures  de  l'atmosphère,  les  courants 
observés  à  la  surface  de  la  terre  dans  les  ûls  télégraphiques  et 
les  perturbations  des  éléments  magnétiques. 

532.  lÊtot  Tariobie  du  courant.  —  L'établissement  d'un  cou- 
rant dans  un  circuit  correspond  à  un  certain  travail,  qui  re- 
présente l'énergie  potentielle  du  courant;  cette  énergie  est 
absorbée  au  début  du  courant,  probablement  par  le  milieu 
(524),  et  restituée  au  moment  où  les  forces  électromotrices 
disparaissent.  Dans  tous  les  cas,  les  effets  de  self- induction 
qui  en  sont  la  conséquence  déterminent  la  loi  de  l'intensité 
pendant  la  période  variable,  soit  au  moment  de  la  fermeture, 
soit  au  moment  de  la  rupture  du  circuit. 
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Considérons  un  circuit  unique.  Soit  R  sa  résistance  totale^ 
L  son  coefficient  de  selMnduction  et  E  la  force  électromolrice 
(fu'il  renferme.  On  a  l'équation 

Si  on  suppose  L  constant,  ainsi  que  E,  i*intensilé  à  chaque 
ÎQstant  est  donnée  par  la  formule 


In  étant  la  valeur  initiale  et  I^  la  valeur  finale  qui  correspond 
à  Tétat  permanent. 

La  quantité  totale  d'électricité  qui  passe  pendant  le  temps  «. 
a  pour  expression 

jjdt  =  l,t  +  {l-l,)^{i-e-T). 

Si  le  temps  t  est  assez  grand,  il  reste  simplement 

(3)  J\dt=l,t+(l     I,)B. 

On  a  également,  pour  un  temps  suffisamment  long, 

(4)  £iV.=lî.+(I.-I,)(i^)^; 

cette  expression  est  proportionnelle  à  Ténergie  calorifique 
dépensée  dans  le  circuit. 

On  peut  remarquer  que  les  valeurs  de  ces  deux  intégrales 
sont  les  mêmes  que  si  Ton  avait  eu  dans  le  circuit  un  cou- 
rant d'intensité    °"^  ^  pendant  le  temps  ^,  auquel  aurait 
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succédé  un  courant  d'intensité  normale  I^  pendant  le  reste  du 

temps  t rr-. 

Supposons  que  la  force  électromotrice  soit  constante  et 
qu'on  compte  le  temps  à  partir  de  la  fermeture  du  circuit;  on 
a  alors 

î  ï      E 

et,  par  suite, 

w     E/         _L'\ 

E    _L' 
533.  —  L'expression  ^^   ^  représente  Tintensité  de  l'ex- 

tra-courant  à  Tinstant  t.  On  voit  qu'en  toute  rigueur  le  cou- 
rant n'atteindra  son  intensité  normale  qu'au  bout  d'un  temps 

infini;  mais,  si  le  rapport  y  est  très  grand,  ce  qui  a  lieu  dans 

la  plupart  des  cas,  l'exponentielle  tend  rapidement  vers  zéro 
et,  au  bout  d'un  temps  très  court,  l'intensité  réelle  ne  diffère 
que  d'une  quantité  négligeable  de  l'intensité  finale.  Pour  cal- 
culer au  bout  de  quel  temps  cette  différence  serait  au-dessous 

d'une  quantité  donnée,-  par  exemple,  il  suffit  de  poser 


d'où  Ton  déduit 


n 


La  quantité  totale  d'électricité  qui  correspond  à   l'extra- 
courant  est 

E  r  -£f  ^      EL 


(">        if. 


R» 


elle  est  la  même  que  si  le  courant  avait  eu  une  intensité  moitié 
moindre  que  la  valeur  normale,  -  -^ ,  pendant  le  temps  -^. 
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534.  Extra-courant  4e  rapture.  —  SuppoSOnsque,  le  régime 

permanent  étant  établi,  on  introduise  subitement  une  résis- 
tance /'  dans  le  circuit;  on  aura,  aux  deux  limites, 

,-.  E 


et  rintensité  sera  donnée  à  chaque  instant  par  Téquâtion 

E     /        r    .ILtZi'N 


E      /  ^        (R-hr)<\ 


La  quantité  totale  d'électricité  qui  correspond  à  l'extra- 
courant  a  pour  valeur 

,o,  E/-      r''Jl±il,        EL    r 

Ce  cas  présente  une  certaine  analogie  avec  celui  où  Ton 
rompt  le  circuit  dans  Tair,  la  résistance  r  étant  celle  de  la 
couche  de  gaz  traversée  par  rétincelle  de  rupture  ;  mais,  en 
réalité,  cette  résistance  est  loin  de  rester  constante  pendant 
la  durée  du  phénomène. 

Supposons  qu'au  lieu  de  rompre  le  circuit,  on  Tait  séparé 
de  la  pile  en  remplaçant  celle-ci  par  un  fil  de  même  résis- 
tance, de  manière  que  la  résistance  totale  du  circuit  soit 
toujours  représentée  par  R^  ce  qui  revient  simplement  à 
supprimer  la  force  électroniotrice.  L'équation  (i)  se  réduit  à 

(9)  L^+RI  =  o. 

En  déterminant  la  constante  par  la  condition  que  pour  r  r=o, 

E 
on  ait  1  =:-5,  on  obtient 

E     îf 

(10)  I=j^a    L. 
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Dans  ce  cas,  la  loi  de  Textra-courant  de  rupture  est  la  même 
que  celle  du  courant  de  fermeture  (saa),  et  les  quantités  d'é- 
lectricité mises  en  mouvement  sont  identiques. 

535.    Force  électromotrice  Tariable.  —    SuppOSOHS    que    la 

force  électromotrice,  au  lieu  d'être  constante  comme  avec 
les  piles  ordinaires,  présente  des  variations  périodiques  et  soit 
représentée  par  une  expression  de  la  forme 

(lï)    •  E  =  EoSin2x^. 

Lorsque  le  régime  définitif  est  établi,  Tinlensité  du  courant 
suit  évidemment  la  même  période,  et  on  peut  la  représenter 
par  Texpression 


(12)  I=Asin2z^7p  — ?]' 


En  substituant  cette  valeur  dans  Téquation  (i  i),  et  détermi- 
nant les  constantes  A  et  9  parla  condition  qu'elle  soit  satis- 
faite pour  un  temps  quelconque,  on  trouve 

E' 

(l3)  A^-r 


et 

(i4)  tang2::<p=Yîï- 

On  voit  par  là  que  le  coefficient  de  self-induction  a  pour 
effet  d'augmenter  la  résistance  apparente  du  circuit.  L'inten- 

T 

site  du  courant  est  nulle  toutes  les  fois  que  ronaf  — ©T=/i  — • 

^  '  2 

La  quantité  <pT  exprime  le  temps  qui  s'écoule  entre  le  moment 
où  la  force  électromotrice  est  nulle  et  celui  où  le  courant  passe 
lui-même  par  zéro.  C'est  une  sorte  de  retard  à  la  transmis- 
sion de  la  force  électromotrice,  qui  tient  uniquement  aux  effets 
d'induction. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  de  L,  de  R  et  de  T,  la  valeur 
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maximum  de  axç  est-, c'est-à-dire  que  la  différence  déphasé  ® 

est  égale  à  7.  Le  retard  maximum  du  courant  induit  est  donc 
4 

égal  au  quart  de  la  période  entière  ou  à  la  moitié  de  la  demi- 
période. 

Pendant  une  demi-période,  la  quantité  d'électricité  qui  passe 
dans  le  circuit  est 

T 

et  le  travail  calorifique  correspondant 

On  en  déduit,  pour  l'intensité  moyenne  V  du  courant, 
abstraction  faite  du  signe, 

(■7)  ,  r=^> 

et,  pour  l'intensité  moyenne  Tqui  donnerait  la  même  quantité 
de  chaleur, 

(.8)  r=A- 

Va 

536.  Courant  de  décliarye.  —  UdAmrgeu  osclllantei.  —  Con- 
sidérons enfin,  d'après  sir  W.  Thomson,  les  phénomènes  qui 
accompagnent  la  décharge  d'un  conducteur.  Soit  C  la  capa- 
cité en  mesures  électromagnétiques  du  corps  éleclrisé,  Qo  sa 
charge  ;  on  le*  met  en  communication  avec  le  sol  par  un  fil 
de  résistance  R  et  dont  le  coefficient  de  self-induction  est  L. 
A  un  instant  donné  t,  la  charge  du  conducteur  est  Q  et  son 

potentiel  ff,  ce  qui  donne  l'équation 
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Kn  remarquant  que  1=—-^,  on  peut  l'écrire  sous  la  forme 


(■9)  -dF^LlT^CL^^''- 


L*intégrale  générale  de  celte  équation  est 

(20)  Q=^Ae''^X'e'\ 

p  et  p'  étant  les  racines  de  l'équation  du  deuxième  degré 

1 
CL' 


(21)  p +rp+rr=°' 


qui  donne 


^        ^L     V4L^     CL 


R^C 
Suivant  que  l'on  a  L^— r— ,  ces  racines  sont-réelles  ou  imagi- 
naires. 

Les  constantes  A  et  A'  sont  déterminées  par  la  condition  que, 
pour  t  —  o,  on  ait  Q  =  0o  et  I  =  o,  ce  qui  donne  Oo=A-hA', 
et  o=:ApH-Ay. 

Si  les  racines  de  l'équation  (21)  sont  réelles,  on  a,  en  repré- 
sentant par  a  le  radical  V/TTâ  —  ?Tr> 


M 


.       0.     -5i/  "      -.A 


Lorsque  les  racines  sont  imaginaires,  on  peut  encore  prendre 
l'intégrale  (20)  sous  la  même  forme,  et  remplacer  les  cons- 
tantes parleurs  valeurs  imaginaires.  En  ne  conservant  ensuite 
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/   I  R^ 

que  les  termes  réels,  et  posant  a=K/jr. —  jr^y  on  obtient, 

Rf  r                   ({  -| 

Q  =  (}o«"=»L    COSa'fH rpsina^    , 

I=:-7rTîe  îLsina'^. 
a  Lti 

On  déduit  de  ces  équations,  dans  les  deux  cas, 

X       '-.KG- 

Ces  résultats  étaient  évidents  à  priori,  puisque  la  décharge 
est  complète  et  que  le  travail  qu'elle  produit  se  réduit  à  un 

dégagement  de  chaleur;  le  travail  calorifique    /    M^dt  doit 

être  égal  à  Ténergic  électrique  (so)  que  possédait  le  condnc- 

I  0* 

teur  avant  la  décharge,  c'est-à-dire- y^. 

537.  —  Le  caractère  de  la  décharge  est  très  différent,  sui- 
vant que  la  solution  est  donnée  par  les  équations  (22)  ou  les 
équations  (23). 

Dans  le  premier  cas,  la  décharge  est  continue.  L'intensité  du 
courant  commence  par  être  nulle,  passe  par  un  maximum, 
puis  décroît  jusqu'à  zéro.  Le  maximum  a  lieu  à  l'époque 

déterminée  par  la  condition  -t-  =  o,ou 

/R  \     a.l         R 

qui  donne 


t= 


/R» 

2 


I ,  2L"^V4L^     CL 


Uu   cl;    ^-V4P"CL 
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538.  —  Dans  le  second  cas,  les  valeurs  de  Q  et  de  I  sont 
données  par  des  fonctions  périodiques  :  le  conducteur  prend 
des  charges  alternativement  de  sens  contraires  et  le  fil  est  le 
«iège  de  courants  alternatifs. 

Les  instants  des  maxima  et  des  minima  de  charge  corres- 
pondent à  I  =  o,  c'est-à-dire  à 

sina'^=:o       ou       (xt=zm:. 

Les  oscillations  de  la  décharge  sont  donc  régulières  et  la 
période  complète  T  a  pour  valeur 


V  CL     4L» 
Les  valeurs  de  charge  maxima  alternatives  sont 


-Qoe   ïl7, 

aRr 

3  Rie 

—  Qoe""^!-»',  etc.; 


elles  décroissent  comme  les  termes  d'une  progression  géomé- 

Rtc 

trique  dont  la  raison  est  ©""aLa'. 

Les  maxima  d'intensité  du  courant  dans  les  deux  sens  cor 

respondent  à  -i-  =  o,  ce  qui  donne 

,       2  La' 
tangai  =  -|p, 

ou  

sina'r  =  ±a'vCL; 

tis  sont  encore  équidistants,  séparés  par  une  demi-période 

X     T 

-7  =  —,  et  éloignés  des  époques  de  courant  nul,  qui  les  pré- 
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cèdent  immédiatement,  du  temps  0  détermine  par  le  plus 
petit  angle  a'ô  qui  satisfait  à  la  condition 

sina'e^aVCL, 
Les  valeurs  des  maxima  d'intensité  sont  successivement 
0         ^* 

I^== =e     alV    "*"?;  — —  I^e     aaX, 

VCL 

L—-i---^e  »L\'^ aJ=-\-l.e  a«x,etc.: 
'        S/CL 

ils  décroissent  également  en  progression  géométrique. 

Quanta  la  quantité  totale  d'électricité  mise  en  mouvement, 
abstraction  faite  du  signe,  elle  est 

,    ^.     r.(             -—           -~                \      n    H-«"^ 
('>.d)    QJ  H-2e   >La4-2e   au'  + )  =  O» r7* 

Cette  masse  totale  est  d'autant  plus  grande  que  la  quantité 
e"*au  est  plus  voisine  de  l'unité,  c'est-à-dire  que  le  facteur  -^ 

ou  le  rapport  -rrm  est  plus  grand. 

aaQ.  —  On  passerait  au  cas  d'un  courant  continu  en  fai- 
sant Q^  =  00  ,  C  =  00  et  ^  =  E.  Les  racines  de  l'équation 

(21)  sont  alors  réelles  et  la  décharge  continue  ;  on  retombe 
aussi  sur  la  formule  déjà  trouvée  (532). 

Si  on  suppose  que  le  coefficient  de  self-induction  Lest  très 
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petit,  on  se  trouve  toujours  dans  le  cas  des  racines  réelles;  le 
coefficient  a  devient  alors  égal  à-p  (»  — pnâ)  ^"  T~~r^'  ^^ 
les  équations  (22)  deviennent 

t 

(^^)  w  Oo      -i- 

Le  courant  s'établit  alors  immédiatement  avec  sa  valeur 
maximum,  puis  diminue  indéfiniment. 

On  doit  remarquer  cependant  que  toute  la  discussion  qui 
précède  repose  sur  Thypothèse  implicite  que  Télectricité  n'a 
pas  par  elle-même  d'inertie  et  que  Tintensité  est  la  même  à 
chaque  instant  dans  toute  retendue  du  fil.  Ces  hypothèses 
paraissent  justifiées  dans  tous  les  cas  de  courants  permanents 
ou  de  variations  lentes,  mais  il  n'est  plus  permis  de  les 
admettre  quand  il  s'agit  de  décharges  brusques  ;  les  résultats 
auxquels  nous  sommes  arrivés  ne  doivent  donc  être  consi- 
dérés que  comme  une  première  approximation. 

540.  Cas  de  deux  circulu.  —  Cousidérons  deux  circuits  voi- 
sins C  et  G',  dont  la  position  relative  soit  invariable  et  qui  ren- 
ferment des  forces  clectromotrices  constantes;  nous  repré- 
sentons par  E,  R  et  L  la  force  électromotrice,  la  résistance  et 
le  coefficient  de  self-induction  du  premier  circuit;  par  les 
mêmes  lettres  accentuées  les  quantités  analogues  du  second; 
et  par  M  le  coefficient  d'induction  mutuelle.  Tous  ces  coeffi- 
cients étant  supposés  constants,  on  aura  (a2a)  les  deux  équa- 
tions simultanées 

M^+L^+RI-E=o, 

dont  la  solution  est  de  la  forme 

RI-E=Ae»'  +  Be«', 
(28) 

Ri'-E'=A'e»'+BV. 
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Les  coefficients  A,  B,  A',  B'  sont  des  constantes  à  déterminer 
d'après  les  conditions  relatives  aux  limites. 

En  exprimant  la  condition  que  ces  valeurs  des  intensités 
satisfassent  aux  équations  différentielles  (27),  quel  que  soit  le 
temps,  on  trouve  que  les  exposants  p  et  p'  sont  les  racines  de 
Téquation  du  second  degré 

:0. 


(^^9)        ('-n7)^'^(r+r)p^ 


LL' 


€es  racines  sont  toujours  réelles;  de  plus,  elles  doivent  être 
négatives  attendu  que  l'intensité  ne  peut  dans  aucun  des  cir- 
cuits  croître  indéfiniment  avec  le  temps.  Il  faut  donc  qu'on 
ait  LL'>  M^,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident  (519)  ;  on  ne  pourrait 
avoir  LL'=M^  que  si  les  deux  circuits  coïncidaient. 

Il  résulte  aussi  de  cette  condition  que  si  le  coefficient  de 
self-induction  L  d'un  fil  est  très  petit,  le  coefficient  d'induc- 
tion mutuelle  M  de  ce  fil  avec  un  autre  fil  quelconque  est  égale- 
ment très  petit. 

541.  —  Considérons  le  cas  où  E'  =  o,  c'est-à-dire  que  le 
second  circuit  ne  renferme  pas  de  force  électromotrice. 

Si  on  veut  avoir  seulement  les  quantités  d'électricité  m  et 
m' qui  traversent  les  deux  circuits  pendant  un  temps  t,  il  suffit 

de  calculer  par  les  équations  (27)  les  intégrales  /  Idt  et  /  Vdt. 

En  désignant  par  lo  et  I^  les  intensités  des  deux  courants  à  l'o- 
rigine du  temps  considéré,  on  aura 

Rm  =  Ef+L(U-I)  +  M(i:-r), 
(3o) 

RW=M(io-i)-i-L'(i;-r). 

Supposons  qu'on  ferme  le  circuit  C,  et  que  l'on  considère  le 
phénomène  au  bout  d'un  temps  suffisamment  grand,  on  aura 

Io  =  0,  Io==0, 

1=1  1=0; 
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et,  par  suite, 

m  =  l 


{'-ihH'-ky 


^^'^  ,_M.        EM 

'^""     R'*"     RR'' 


Si,  au  contraire,  le  régime  permanent  étant  établi,  on  ouvre 
le  circuit  G,  on  a,  aux  deux  limites, 

i=.o,     r=o. 

Les  quantités  d'électricité  induite  dans  les  deux  circuits  sont 
alors  égales  et  de  signes  contraires  à  celles  du  cas  précédent, 
ce  qui  était  évident,  puisque  la  variation  du  flux  de  force  a  été 
le  même  dans  les  deux  cas. 

Il  est  à  remarquer  que  Textra-courant  de  C  est  indépendant 
du  circuit  C  et,  d'autre  part,  que  Tinduction  sur  le  circuit  C 
ne  dépend  que  de  sa  résistance  R',  du  coefficient  d'induction 
mutuelle  des  deux  circuits,  et  de  l'intensité  I  du  courant  per- 
manent dans  le  circuit  C.  La  considération  directe  des  flux  de 
force  permettait  encore  de  prévoir  ces  résultats. 

Pour  connaître  l'intensité  des  courants  à  chaque  instant, 
il  faut  compléter  la  solution  du  problème  par  la  détermina- 
tion des  constantes. 

542.  Courant  de  rupture.  —  Considérons  d'abord  le  cas  où,, 
le  courant  étant  établi  dans  le  circuit  principal  C^  on  rompt 
la  communication  avec  la  pile  en  laissant  le  circuit  ouvert; 
il  se  forme  un  courant  induit  dans  le  circuit  secondaire  C\ 
mais  le  courant  principal  est  entièrement  supprimé.  La  pre- 
mière des  équations  (27)  n'existe  plus  et  la  seconde  se  réduit  à 

elle  est  identique  à  l'équation  (9)  et,  par  suite,  la  loi  de  Tex- 
tra-courant  sera  la  même  dans  les  deux  cas. 
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On  peut  même,  dans  riiypolhèse  que  la  rupture  du  cir- 
cuit G  a  été  instantanée,  et  que  le  courant  ne  s*est  point  pro- 
longé avec  une  résistance  variable,  comme  dans  le  cas  où  il  se 
produit  une  étincelle,  déterminer  la  valeur  initiale  du  courant 
produit  en  C\ 

Intégrons  la  seconde  des  équations  (27),  en  y  supposant 
E'^o,  depuis  t=o  jusqu'à  un  temps  t  infiniment  petit  par 
rapport  à  la  durée  du  courant  d'induction  dans  G'  ;  on  aura,, 
en  désignant  par  li  l'intensité  du  courant  induit  à  Tinstant  t,. 
réquation 

(32)  _m|  +  L1,+  R'  r  l'rf^^o. 

Si  on  fait  tendre  t  vers  zéro,  le  dernier  terme  tend  lui-même 
vers  zéro,  attendu  que  t  a  une  valeur  infiniment  petite  et 
que  rintensité  Tdu  courant  garde  une  valeur  finie;  on  adonc^ 
à  la  limite, 

(33)  i;=ME. 

Ainsi  l'intensité  initiale  du  courant  induit  est  à  Tintensité 
du  courant  inducteur  dans  laurapportdes  coefficients  M  etL'. 
On  aura  à  un  instant  quelconque,  d'après  Téquation  (10), 

MF     ^'t 

(34)  '-rR^~^- 

On  en  déduit,  pour  la  quantité  d'électricité  mise  en  mou- 
vement, 

/•-  MEL'EM 

J   ^'^'-L'RR'-RR" 

et,  pour  le  travail  calorifique  dépensé  dans  le  circuit, 
548.  CouraBt  de  fermeture.  —  Âu  moment  OU  l'on  ferme  le 
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circuit  inducleur,  les  deux  circuits  réagissent  Tun  sur  Tautre 
et  il  faut  tenir  compte  des  deux  équations  simultanées  (27). 
Si  on  pose 

les  racines  de  Téquation  (29)  sont 

-(RL-hRL)~2RMa 
-(RL-hRL)4-2RMa 

On  déterminera  les  coefficients  à  Taide  des  équations  (27) 
et  (28)  par  la  condition  que,  pour  t  =  o,  on  aitl  —  o  et  r=io,ce 
qui  donne 

M  î 

^(A'p  +  BV)+^(Ap+Bp')=E, 

M  î  ' 

^(Ap+Bp')+^(AV+B'p')=o, 

A+B+E=o, 
A-f-B'=o. 

On  oblient  alors 

,     E(       ir/    ,  R'L-RL'\    ,1    /       R'L-RL'\  .'Il 

,., '=RÎ'-^L('-'-^RHr-)^  -['-imrr  Jr 


aRar  ) 

La  dérivée  de  la  dernière  équation 


dV  E  /    ♦'       ,  r'\ 


montre  que,  dans  le  circuit  secondaire  C\  le  courant  induit, 
qui  est  toujours  négatif  puisqu'on  a  p'  >  p  en  valeurs  abso- 
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lues,  part  de  zéro,  sans  que  sa  dérivée  initiale  soit  nulle,  passe 

par  un  maximum  et  décroit  ensuite  jusqu'à  zéro. 

Quant  au  courant  inducteur,  on  voit  que,  partant  de  zéro,  il 

E 
tend  progressivement  vers  sa  valeur  maximum  ^  relative  au 

régime  permanent. . 

Si  on  suppose  les  deux  circuits  G  et  G'  identiques,  les  for- 
mules se  réduisent  à 

.3^  I=f[.-l(e-Ll^-.-î:^)], 

Si,  en  outre,  les  deux  circuits  sont  en  contact,  les  coeffi- 
cients L  et  M  diffèrent  très  peu  l'un  de  l'autre  et  l'on  a  sen- 
siblement 

I     Er       I    .EH 

.33.  ï=RL'-r  '4 

Dans  ce  dernier  cas,  Tintcnsité  du  courant  direct  produit  au 
moment  de  l'ouverture  du  circuit  (531)  a  pour  valeur 

E     **' 

(39)  i;=5«-rL. 

Les  deux  courants  induits  atteignent  leur  maximum  pour 
£=0,  et  ce  maximum  est  deux  fois  aussi  grand  pour  le  courant 
direct  que  pour  le  courant  inverse. 

ft4â.  DeuK  eireults  «Tee  une  force  électromotrice  variable.  — 

Supposons  que  Ton  ait 

E^EoSmy^ 

et  que  le  second  circuit  soit  fermé  sur  lui-même,  sans  ren- 
fermer de  force  électromotrice. 

Èlectr.  et  Magn.  I.   —  38 
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Lorsque  le  régime  régulier  est  établi,  les  deux  courants  sont 
encore  périodiques,  et  on  peut  écrire,  comme  au  n*  sas, 

I=Asin2x(m— (p), 

r=A'sin2Tu(Y-?'j- 

Lîa  condition  que  les  équations  différentielles  (27)  soient 
satisfaites,  pour  une  époque  quelconque,  par  ces  valeurs  de 
E,  I,  r  donne,  en  posant 


les  valeurs  suivantes  pour  les  constantes  du  premier  courant  : 

(4.)     .  '  ^T^ 

laog2i:(p=Y-- 

Ces  expressions  ont  la  même  forme  que  plus  haut  (595).  On 
voit  que  la  présence  du  second  circuitapour  effet  d'augmenter 
encore  la  résistance  apparente  du  premier^  et  de  diminuer  son 
coefficient  apparent  de  self-induction. 

On  trouverait,  de  même,  pour  le  second  circuit. 


(4^)  4^   , 

m   7jp3"L7— RV 

tango V=~    Lv+fr/   • 
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L'amplitude  A'  est  d'abord  en  raisoa  inverse  de  la  période, 
tant  que  les  oscillations  ne  sont  pas  rapides;  pour  une  période 
irèft  petite,  on  aurait 

A'__M 

Â-L* 

Ce  problème  correspond  au  cas  d'une  bobine  d'induction 
dont  le  courant  inducteur  serait  sinusoïdal. 

ft4A.  Téléphomes  et  mierQphomes.  —  Pour  un    cirCuit   placé 

dans  un  champ  magnétique  variable,  réquation(io)  du  n^  si» 
devient 

Imaginons  que  le  circuit  renferme  une  force  électromotrice 
constante  et  que  le  coefficient  Q  varie  d'une  manière  pério- 
dique. C'est  ce  qui  aurait  lieu,  par  exemple,  pour  un  électro- 
aimant devant  lequel  on  ferait  osciller  un  aimant.  On  peut 
écrire  alors 

Q^Qo+O^sin^. 

Le  résultat  est  le  même  que  si  la  force  électromotrice  do  la  pile 

âx  t 

éprouvait  une  variation  périodique  égale  à  Q^  TjrCosszFT;- 

Lorsque  le  régime  définitif  est  établi,  le  courant  induit 
oscille  suivant  la  même  période  et  peut  encore  être  représenté 
par  l'expression 


1  =  1  -hAsin2Tç 


(t-)- 


En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (43),  on  en  déduit 

TR 

tang2X9=-^. 
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Si  la  force  éleciromotrice  E  est  nulle,  le  courant  transmis 
est  périodique  ;  c'est  le  cas  du  téléphone. 

Toutes  les  autres  quantités  étant  constantes,  il  peut  arriver 
que  la  résistance  R  varie  d*une  manière  périodique  :  le  cou- 
rant sera  encore  périodique,  et  Tamplitude  des  variations  sera 
proportionnelle  à  Tintensilé  du  courant  permanent  qui  se  pro- 
duirait avec  une  résistance  constante,  c'est-à-dire  proportion- 
nelle à  la  force  électromotrice. 

Un  pareil  courant  provoquera  dans  un  circuit  voisin  des 
courants  induits  périodiques.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  mtVro- 
phone,  où  les  variations  de  résistance  sont  produites  par  les 
vibrations  de  deux  corps  en  contact,  tels  que  des  morceaui  de 
charbon  ;  il  en  est  de  même  dans  le  photophone  à  sélénium, 
où  Ton  utilise  les  variations  de  résistance  qu'un  éclairage 
périodique  produit  dans  ce  corps. 

On  arriverait  au  même  résultat  si  le  coefficient  de  self- 
induction  L  était  variable,  ce  qu'on  pourrait  obtenir,  soit  en 
déformant  le  circuit  d'une  manière  périodique,  soit  en  faisant 
osciller  Tarmature  en  fer  d'un  électro-aimant. 

546.  lioii  des  courants  dérlTég  dans  le  régime  Tarlable.  *—  La 

loi  qui  lie  dans  un  polygone  fermé  les  intensités  des  courants 
aux  forces  électromotrices  (su)  est  encore  applicable  dans 
le  régime  variable,  à  la  condition  que  Ton  ajoute  aux  forces 
électromotrices  ordinaires  celles  qui  proviennent  des  effets 
d'induction. 

Nous  examinerons  seulement  le  cas  simple  où  le  courant  se 
bifurque  entre  deux  points  A  et  B^  en  suivant  deux  conduc- 
teurs de  résistances  r  et  /•'  qui  ne  renferment  pas  de  forces 
électromotrices.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que 
ces  conducteurs  sont  enroulés  sous  forme  de  bobines  et  nous 
appellerons  L,  L'  et  M  leurs  coefficients  d'induction.  Si,  à  un 
instant  donné,  on  désigne  par  i  et  i  les  intensités  des  courants 
dans  les  deux  branches,  on  a 

(44)  n+^(L-M).-=rr-f-^^(L'-M).-. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  le  second  fil  est  déroulé  ;  le 


CAS  PARTICULIERS  I)*INDUGTION.  597 

coefficient  U  est  très  petit,  et  il  en  est  de  même  du  coefficient 
d  induction  mutuelle  M  (540).  L*équation  (44)  se  réduit  à 

(45)  ri  —  ri-\-h-^=o. 

Tant  que  le  courant  général  est  croissant,  on  voit  que  Tin- 
tensîlé  i  dans  la  branche  rectiligne  est  plus  grande  qu'elle  ne 
serait  pour  Télat  permanent.  La  branche  qui  renferme  une 
bobine  a  donc  une  résistance  apparente  supérieure  à  sa 
résistance  réelle.  La  différence  est  d'autant  plus  grande  que 
le  coefficient  L  est  plus  grand  et  la  variation  de  l'intensité 
plus  rapide  ;  Tinverse  a  lieu  quand  Tintensité  est  décroissante. 
L'effet  est  le  même  dans  le  cas  général  où  aucun  des  coeffi- 
cients n'est  nul,  etTéquation  (44)  montre  que  chaque  con- 
ducteur se  comporte  pour  un  courant  croissant  comme  s'il 
avait  une  résistance  d'autant  plus  grande  que  son  coefficient 
de  self-induetion  est  plus  grand. 

54».  —  Soient  m  et  m  les  quantités  d'électricité  qui  par- 
courent les  deux  conducteurs  pendant  le  temps  f,  on  a 

rm  -  rm  -f-  [Li  -  L't'  H-  M  (i"  -  i)]l  =  o- 

Dans  le  cas  d'une  décharge,  les  intensités  initiale  et  finale 
sont  nulles;  si  les  coefficients  L,  h'  et  M  sont  restés  constants, 
le  terme  entre  parenthèses  est  nul,  et  il  reste 

(46)  rm—r'm'  =  o. 

Il  en  résulte  que  les  quantités  totales  d'éleclricité  se  sont 
partagées  entre  les  deux  branches  en  suivant  la  loi  ordinaire, 
bien  qu'à  chaque  instant  le  partage  ait  eu  lieu  d'une  autre 
manière  :  il  y  a  finalement  compensation. 

Cette  conclusion  n'estexacte  que  si  les  deux  circuits  n'ont  pro- 
duit extérieurement  aucun  travail  ;  en  particulier  si,  pendant 
la  durée  de  la  décharge,  aucun  aimant  n'a  été  déplacé  dans  le 
voisinage  de  l'un  d'eux.  Aussi  est-il  difficile,  pour  la  mesure 
des  décharges,  d'employer  un  galvanomètre  en  dérivation. 
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548.  —  Si  le  courant  principal  est  sinusoïdal ,  avec  Tarn- 
plitude  I^,  les  deux  courants  dérivés  finiront  évidemment  par 
avoir  le  même  caractère  périodique,  avec  une  différence  de 
phase  inégale.  Par  des  calculs  analogues  aux  précédents,  on 
trouvera,  entre  les  amplitudes  Aet  A' et  les  diiïérences  de  pha- 
ses 9  et  9',  les  relations 

A^  ^  A^^  ^ ]l 

/•'*4-^(L'-M)^    H+:^(L-Mf     (r+ry-t-^^L-t-L'-aM^ 

2x     '          Lr'-LV-hM(r-r') 
taog..9=T.         ,.4^. 


,      ax               LV-Lr'+M(r'-r) 
lang...  -  T  : ,       4^,  ' 


(r+r>  4-^(L  +  L'-2M)(L-Mj 

Il  y  a  évidemment  une  différence  de  phase  entre  le  courant 
principal  et  la  force  électromotrice  sinusoïdale  qui  le  produit. 

540.  —  Considérons  encore,  comme  application,  Texpé- 
rience  par  laquelle  Faraday  a  démontré  Texistence  de  Textra- 
courant  direct  qui  se  produit  au  moment  de  la  rupture  d'un 
circuit.  Une  pile  est  fermée  par  un  circuit  à  deux  branches, 
comme  celui  que  nous  venons  de  considérer  ;  Tun  des  fils  de 
résistance  r  est  rectiligne,  Tautre  de  résistance  r  forme  une 
bobine  d'un  grand  nombre  de  spires. 

Si  on  appelle  E  la  force  électromotrice  de  la  pile,  R  sa 
résistance,  et  I  le  courant  principal,  on  a,  après  la  fermeture 
du  circuit,  les  équations 


47)) 

En  posant 


1=1  +  »', 
E=RI+r'»', 


p»  =  Rr+Rr'+r/', 
et  remarquant  que  les  couraots  sont  nuls  pour  e  =  o,  on  en 
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déduit,  pour  le  courant  qui  parcourt  la  bobine  à  Fépoque  t, 

.     r'E/  — i!L«\ 

et,  pour  celui  qui  traverse  le  fil  recliligne, 

.,     rE/  R/'        --1ÎL.\ 


(R+0 


/• 


Si,  une  fois  le  régime  établi,  on  rompt  le  circuit  principal^ 
sans  que  Fétincelle  de  rupture  ait  une  durée  sensible,  les 
équations  (47)  donnent,  en  faisant  R  =«  , 

i-k-i  =0, 
et,  par  suite, 

L'intégrale  de  cette  équation  détermine  le  courant  induit  qui 
parcourt  les  deux  branches.  Si  Ton  remarque  que  le  courant  i 
est  d'abord  défini  par  le  régime  permanent,  on  aura,  pour  une 
époque  t'  à  partir  de  la  rupture  du  circuit, 

.      Er'   Jl±!DL 
P 

Ce  courant  est  dirigé  dans  la  branche  rectiligne  en  sens  con- 
traire du  courant  primitif. 
La  quantité  totale  d'électricité  induite  a  pour  valeur 

EL     r' 


p^   r-hr 


SiTaiguille  d'un  gaWanomètre,  placé  sur  le  fil  rectiligne,  bute 
contre  un  obstacle  qui  l'empêche  d'obéir  au  courant  perma* 
nent,  cette  aiguille  sera  projetée  en  sens  contraire,  au  moment 
de  la  rupture  du  circuit  principal,  par  le  courant  d'induction. 
C'est  la  méthode  employée  par  Faraday. 
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550.  PhémomèmM  d'iBducUoii  daas  les  eàbles.  —Eq  étudiant 

la  propagation  de  rélectricilé  dans  les  conducteurs  cylindri- 
ques pendant  Tétat  variable,  nous  avons  négligé  (sasjleseflels 
d'induction  électrodynamique  qui  sont  dus  aux  changements 
d'intensité  du  courant.  Il  résulte  de  là  une  nouvelle  cause  de 
retard  dans  rétablissement  et  la  suppression  du  courant  prin- 
cipal, et  ce  retard  ne  peut  plus  être  calculé  comme, nous 
l'avons  fait  précédemment  (aas),  parce  que  la  durée  de  propa- 
gation est  très  notable  par  rapport  à  la  durée  des  phénomènes 
d'induction  ;  il  n'est  pas  possible  d'admettre  alors  que  l'inten- 
sité du  courant  a  la  même  valeur  à  chaque  instant  dans 
toute  retendue  du  circuit. 

Si  le  fil  éprouve  une  série  de  charges  et  de  décharges  alter- 
natives, comme  on  le  fait  pour  les  transmissions  télégraphi- 
ques, on  peut  considérer  le  phénomène  comme  étant  du  à  une 
force  électromotrice  variable  et  il  se  produira  des  effets  ana- 
logues à  ceux  qui  ont  été  indiqués  plus  haut. 

En  outre,  le  câble  considéré  peut  être  voisin  d'autres  câbles 
qui  réagissent  sur  le  premier,  soit  par  leur  simple  présence, 
soit  par  les  variations  des  courants  propres  qui  les  parcourent. 
Les  effets  qui  en  résultent  sont  très  manifestes  dans  les  fils 
aériens  suspendus  aux  poteaux  télégraphiques. 

Enfin,  lorsque  plusieurs  conducteurs  sont  renfermes  dans 
une  même  gaine  diélectrique,  comme  dans  les  câbles  sou- 
terrains ou  sous-marins,  le  potentiel  en  chaque  point  de  Tun 
des  fils  dépend  de  la  charge  des  fils  voisins.  11  en  résulte  un 
nouveau  mode  d'influence  ou  d*induction^  purement  électro- 
statique, et  que  sir  W.  Thomson  a  appelé  périsialtique  pour 
la  distinguer  de  celle  de  Faraday.  Ce  phénomène  présente  une 
analogie  parfaite  avec  l'influence  mutuelle  de  tubes  élastiques, 
réunis  ensemble  sur  toute  leur  longueur^  qui  seraient  remplis 
et  entourés  d'un  même  liquide,  quand  on  fait  circuler  le  li- 
quide dans  un  ou  plusieurs  tubes,  pendant  que  les  autres  ont 
leurs  extrémités  ouvertes  ou  fermées,  ou  soumises  à  toule 
autre  condition  particulière;  un  tube  fermé  correspondrait  à 
un  fil  conducteur  isolé  et  un  tube  ouvert  à  un  fil  non  isolé. 

On  voit,  d'après  ces  indications,  combien  le  problème  de  la 
propagation  de  l'électricité  est  complexe,  quand  on  veut  tenir 
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compte  de  toutes  les  circonstances  capables  d'influer  sur  le 
phénomène. 

651.  Caleul  de«  eo^tûeUmU  d'Imdiictlon.  ftoUnoVaM.  —  Les 

exemples  qui  précèdent  montrent  le  rôle  important  que  jouent 
les  coefficients  M  et  L  dans  le  calcul  des  phénomènes  d'in- 
duction. Nous  examinerons  ici  quelques  cas  simples,  où  ces 
coefficients  peuvent  être  évalués  directement. 

Considérons  d'abord  un  solénoïde  cylindrique  assez  long 
pour  qu'on  puisse,  dans  une  partie  notable  de  sa  longueur, 
négliger  l'action  des  extrémités. 

Si  S  est  la  section  du  cylindre,  que  nous  supposerons  circu- 
laire, I  rintensité  du  courant  et  n^  le  nombre  des  spires  par 
unité  de  longueur  ;  le  flux  de  force  ou  d'induction  magnétique 
est  égal  à  ^i:n^lS  (495)  et,  quand  le  courant  est  égal  à  l'unité, 
ce  flux  a  pour  valeur 

Supposons  qu'on  enroule  sur  le  cylindre  n  spires  nouvelles 
d'un  diamètre  quelconque,  le  flux  de  force  du  premier  cir- 
cuit traverse  n  fois  la  surface  du  second;  le  coefficient  d'in- 
duction mutuelle  est  donc 

(48)  ÎA  =  ng=4r.7^^nS. 

Le  même  flux  traverse  72,  fois  par  unité  de  longueur  la  surface 
du  premier  circuit,  de  sorte  que  le  coefficient  de  self-induction 
du  solénoïde,  par  unité  de  longueur,  est 

(49)  L^=«^S^=4wîS. 

Les  valeurs  trouvées  pour  les  coefficients  M  et  L^  sont  un 
maximum,  car  le  flux  de  force  réel  est  inférieur  à  4xw^IS,  et  ce 
flux  diminue  quand  on  s'approche  des  extrémités  du  solé- 
noïde, où  il  devient  même  plus  petit  que  2^/1^18.  En  efi^et, 
l'induction  magnétique  dans  le  cylindre  aimanté  uniforme* 
ment  qui  équivaut  au  solénoïde  (ava)  est  égale  à  la  résultante 
de  la  force  i^:n^l  parallèle  à  l'axe  et  de  l'action  des  deux 
couches  terminales,  de  densités  uniformes  dc(j=nji,  laquelle 
est  dirigée  en  sens  contraire.  Or,  dans  une  section  voisine  de 
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la  surface  positive,  cette  surface  émet  vers  Tiatérieur  un  flux 
de  force  égal  à  27:raJS,  auquel  il  faut  encore  ajouter,  pour 
obtenir  le  flux  réel,  la  portion  du  flux  émis  par  la  surface 
négative  et  qui  traverse  le  même  contour. 

55S.  SoUnoYdefl  eoBeentrUvea.  —  Supposons  que  les  n  spi- 
res considérées  forment  un  solénoide  concentrique  au  pre- 
mier et  de  même  longueur  /.  Désignons  par  r^  et  r,  les  deux 
rayons,  et  par  n^  et  n,  les  nombres  de  spires  contenues  dans 
Tunité  de  longueur  de  chacun  d'eux.  Si  Ton  fait  abstraction 
de  Taction  des  extrémités,  on  peut  écrire 


en  posant 


Le  facteur  N  représente  le  nombre  total  des  spires  du  solé- 
noide extérieur,  et  g  le  flux  de  force  produit  dans  le  solénoide 
intérieur  par  un  courant  égal  à  Tunité. 

558.  BobinM  eoneen triques.  —  €onsidérons,de  même,  deux 
bobines  concentriques,  composées  de  plusieurs  couches  de 
fils  également  serrés  en  tous  sens,  de  sorte  que  dans  l'unité  de 
surface  d'un  plan  méridien  le  nombre  des  fils  soit  respective- 
ment n\  et  n\.  Pour  des  couches  d'épaisseurs  r/r^  et  r/r^etde  lon- 
gueurs égales  à  Tunité,  le  nombre  des  fils  sera  de  même  n\dr^ 
et  u\dr^.  On  aura  donc 


S^^T^nXir^dr^, 


rintégrale  devant  être,  pour  chaque  bobine,  étendue  à  toute 
répaisseur.  En  désignant  les  rayons  extrêmes  par  y^  et  x, 
pour  la  première  bobine,  et  par  j,  et  x,  pour  la  seconde,  il 
vient 
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Si  Ton  fait  abstraction  de  Teffet  des  extrémités,  le  coefficient 
d'induction  mutuelle  aura  pour  valeur 

(5o)  M=N^-|x»/iî/iî/Cr,-x,)(^î-xî). 

Lorsque  les  couches  des  deux  bobines  sont  en  contact,  on 
peut  poser  x^=j^=zj.  Si  Ton  veut  alors  disposer  du  rayon 
intermédiaire  y  de  manière  que  le  coefficient  M  soit  un 
maximum,  on  devra  satisfaire  à  la  condition 

Comme  le  dernier  membre  de  celte  équation  est  plus  petit  que 
Tunitéy  la  bobine  extérieure  doit  être  moins  épaisse  que  la 
bobine  intérieure. 

Pour  obtenir  le  coefficient  de  self-induction  d'une  bobine, 
on  peut  supposer,  par  exemple,  que  deux  bobines  identiques 
sont  superposées  et  déterminer  ce  que  devient  alors  leur 
coefficient  d'induction  mutuelle  (512).  En  faisant  ainsi,  dans 
les  équations  qui  précèdent^ 

on  obtient 

(5i)  L=|ic»/iî/(j-x)(j»-x3). 

554.  Bobines  aTee  noyau  de  fer  doux.    —  SuppOSOns  que  la 

bobine  intérieure  renferme  un  noyau  de  fer  doux  cylindrique 
de  rayon  a,  et  dont  le  coefficient  d'aimantation  est  Ar.  La  valeur 
de  N  ne  change  pas  ;  mais,  autant  du  moins  qu'on  reste  dans 
les  limites  entre  lesquelles  l'aimantation  est  proportionnelle 
à  la  force  magnétisante,  l'induction  magnétique  dans  l'espace 
occupé  par  le  fer  doux  est  égale  (379)  à  la  valeur  primitive 
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de  la  force  multipliée  par  i  -hiiçk.  La  valeur  de  ^devient  alors, 
dans  le  cas  d'un  solénoïde, 

g  =  4^:n^  (S  -h  4^Ai:a*)  =  4^;!^n^  (rj  -f-  ir^ka^ 
Si  la  bobine  se  compose  de  plusieurs  couches,  on  a 

il  en  résulte 

(52)     M  =  |^/i?/iî/(j,-x,)[jî-xÎH.iax*a»(^',-x,)]. 

Lorsque  le  noyau  de  fer  remplit  la  cavité  intérieure  et  que 
les  deux  bobines  sont  en  contact,  on  peut  poser 


il  vient  alors 

(53)     JA=^T!^nlnll{z-^j){j-x)[j^-hxj'hx^-hiiiT:Aj^^^ 

Si  le  rayon  du  noyau  est  seul  variable,  et  qu'on  veuille  en 
disposer  de  manière  à  rendre  maximum  le  coefficient  d'in- 
duction mutuelle,  la  dérivée  partielle  de  M  par  rapport  à  jt 
doit  être  nulle  ;  il  en  résulte 

^       «xA 

ou  sensiblement  3x=2j,  puisque  le  coefficient  d'aimanla- 
tion  k  est  très  grand. 

Si  on  se  donne  le  rayon  extérieur  z^  ainsi  que  le  mode  d'en- 
roulement des  fils,  et  qu'on  veuille  disposer  de  x  et  de  j  de 
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manière  à  rendre  le  coefficient  M  maximum,  on  trouvera  de 
même,  en  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  —  et  —, 

X y z 

Enfin  le  coefficient  de  self-induction  d'une  bobine  ayant 
pour  rayon  extérieur  z,  pour  rayon  intérieur  j,  et  qui  ren- 
ferme un  noyau  de  fer  doux  de  rayon  x,  aura  pour  expression 

(54)  L=|ic»/»}/(^-7)»p-i-^j+^»-h  i2x^x>]. 

Le  problème  que  Ton  vient  d'étudier  est  celui  qui  se  pré- 
sente dans  la  construction  des  bobines  d'induction. 

555.  Bobines  annulaires. — Daus  une  bobine  formée  par  l'en- 
roulement régulier  d'un  fil  sur  un  anneau  circulaire,  le  coeffi- 
cient^ («oe)  devient 

Supposons  qu'un  second  fil  soit  enroulé  n  fois  d'une  ma- 
nière quelconque  autour  du  premier  ;  le  coefficient  d'induc- 
tion mutuelle  sera 

(55)  M  =  ^i:n,nf^. 

Si  la  première  bobine  renferme  un  noyau  de  fer  doux,  de 
révolution  autour  du  même  axe  et  de  section  S',  la  valeur 
de  g  est  alors 

Lorsque  le  noyau  remplit  la  cavité  du  solénoïde,  cette  valeur 
se  réduit  à 

g^=4xw^(i+4^*)J— • 
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Dans  ce  cas,  le  coefflcient  d*induction  mutuelle  sur  un  fil 
extérieur  qui  fait  n  tours  est 

rrfs 


(56)  M=4ww^/i'(i4-4^it)  r^ 


et  le  coefficient  de  self-induction  de  la  bobine  elle-même,  qui 
renferme  axn^  spires,  est 


(57)  L=8^/i;(n-4icA-)  r 


^1 


Nous  avons  vu  (502)  quelles  sont  les  valeurs  des  inté- 
dans  certains  cas  particuliers. 


grales    /  - 


55e.  Moteurs  éiectri^iiefl.  — Lcs  moteurs  électriques  sont  des 
machines  renfermant  des  fils  conducteurs,  des  électro -aimants 
ou  des  aimants  permanents,  et  combinées  de  façon  que, 
lorsqu'on  y  introduit  un  courant  produit  par  une  source  étran- 
gère, les  actions  réciproques  électromagnétiques  ou  électro- 
dynamiques, qui  s'exercent  entre  différents  organes,  sont 
utilisées  pour  provoquer  un  déplacement  relatif  de  ces  or- 
ganes. La  continuité  du  mouvement  est  obtenue,  soit  à  Taide 
de  contacts  glissants,  soit  avec  des  commutateurs  qui  modi- 
fient la  direction  du  courant  dans  la  machine. 

Ces  machines  pourraient  être  construites  de  manière  à 
recevoir  un  travail  uniforme  lorsque  l'intensité  du  courantes! 
constante,  ce  serait  le  cas  de  la  roue  de  Faraday  (sao)  ;  mais 
le  plus  souvent  les  actions  sont  périodiques,  et  le  mouvement 
relatif  des  organes,  oscillatoire  ou  rotatif,  fait  naître  à  chaque 
instant  une  force  électromotrice  d'induction  E  de  sens  con- 
traire à  celle  Eo  du  courant  excitateur. 

Lorsqu'un  régime  régulier  est  établi,  le  travail  des  actions 
réciproques  est  utilisé  uniquement  à  vaincre  des  résistances 
extérieures,  puisque  la  vitesse  reprend  la  même  valeur  au 
bout  de  chaque  période. 

L'énergie  dépetisée  par  la  source,  pendant  chaque  période  &, 
est  égale  au  travail  extérieur  augmenté  de  l'énergie  qui  cor- 
respond à  réchauffement  des  conducteurs.  Si  l'on  appelle  R 
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la  résistance  du  circuit,  on  a  donc 


(58)  Te jrf?  =  rmdt  4-  rEidt. 


Dans  le  cas  général,  les  valeurs  des  intégrales  dépendent  de 
la  loi  suivant  laquelle  varie  le  courant  pendant  la  durée  d'une 
période  ;  mais,  si  Tintensité  est  sensiblement  constante,  Té- 
quation  (58)  se  réduit  à 

(59)  {E.-E)=IR. 

Le  rendement  p  d'un  pareil  moteur  est  le  quotient  du  tra- 
vail extérieur  El,  pendant  l'unité  de  temps,  par  l'énergie  totale 

E 
dépensée  E»!,  ou  le  rapport  ^  de  forces  électromotrices.  En 

désignant  par  lo  l'intensité  du  courant  que  produirait  dans  le 
circuit  en  repos  la  force  électromotrice  Eo,  on  a  donc 

(60)  p=— =,-^  =  1--. 

o  o  o 

Le  travail  extérieur  lui-même  a  pour  expression 
(6.)  EI=£i!^)=RI(l.-l). 

Si  la  force  électromotrice  extérieure  est  constante,  ce  travail 
est  maximum  lorsque  le  mouvement  réduit  de  moitié  l'in- 
tensité du  courant,  et  le  rendement  est  alors  égal  à  o,5o. 

Si  le  travail  extérieur  est  très  faible,  la  vitesse  du  moteur 
croît  très  rapidement,  avec  ou  sans  limite,  suivant  le  mode 
de  construction  ;  la  force  électromotrice  d'induction  tend  à 
devenir  égale  à  la  force  électromotrice  extérieure  et  le  rende- 
ment tend  vers  l'unité. 

559.  £ieetromote«n.  —  Lorsqu'un  moteur  électrique  est 
mis  en  mouvement  par  une  machine  étrangère,  il  devient  le 
siège  d'une  force  électromotrice  de  signe  contraire  à  celle 
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qui  produirait  le  mouvement  et  le  circuit  qui  le  constitue, 
s'il  est  fermé,  est  en  général  parcouru  par  un  courant  élec- 
trique. L'appareil  devient  alors  un  producteur  d'électricité, 
ou  un  électromoteur. 

Supposons  que,  pour  une  cause  temporaire  quelconque,  il 
existe  dans  le  circuit  un  courant  d'intensité  i  ;  si  le  travail 
El,  absorbé  par  la  force  éleclromotrice  d'induction,  est  supé- 
rieur à  l'énergie  calorifique  dégagée  dans  les  conducteurs,  le 
courant  ira  croissant  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 

(62)  E1  =  PR. 

Si  la  condition  E>iR  est  satisfaite  pour  un  courant  infini- 
ment petit,  la  machine,  une  fois  en  mouvement,  s'amorcera 
d'elle-même  et  donnera  pour  le  régime  régulier  un  courant 
déterminé  par  l'équation  précédente  (612).  Lorsque  l'on  a,  au 
contraire,  E<iR  pour  un  courant  infiniment  petit,  le  travail 
extérieur  ne  peut  faire  naître  et  maintenir  un  courant  élec- 
trique, à  moins  que  Ton  n'introduise  d'une  manière  artificielle 
dans  le  circuit  un  x^ourant  d'intensité  telle  que  la  condition 
E^iRsoit  réalisée,  après  quoi  la  force  électromotrice  étran- 
gère pourra  être  supprimée,  sans  que  le  courant  cesse  de  se 
maintenir. 

Une  machine  employée  comme  électromoteur  pourra  donc 
être  capable  ou  non  de  créer  un  courant  électrique  ou  d'en- 
tretenir un  courant  déjà  établi,  suivant  la  valeur  de  la  résis- 
tance totale,  ou,  ce  qui  produit  un  effet  analogue,  suivant  la 
nature  du  travail  extérieur  que  Ton  veut  faire  produire  au 
courant.  Comme  la  A)rce  électromotrice  d'induction,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs,  est  proportionnelle  à  la  vitesse  de 
la  machine,  on  voit  que,  pour  une  résistance  totale  et  un 
travail  extérieur  donnés,  l'électromoteur  sera  d'autant  plus 
facilement  capable  de  produire  et  d'entretenir  un  courant 
que  sa  vitesse  sera  plus  grande. 

Considérons  deux  cas  extrêmes  : 

i""  Si  une  machine  est  composée  d'aimants  permanents  qui 
produisent  un  champ  magnétique  invariable  dans  lequel 
se  meuvent  des  fils  conducteurs,  comme  serait  la   roue  de 
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Faraday,  par  exemple^  la  force  électromotrice  est  simplement 
proportioanelle  au  nombre  n  de  tours  ou  d'oscillations  de  la 
machine,  pendant  Tunité  de  temps,  et  peut  être  représentée 
par  TiE^.  A  vitesse  constante,  une  pareille  machine  se  comporte 
exactement  comme  une  pile  ordinaire.  Elle  est  toujours 
capable  de  produire  un  courant  dans  un  circuit  métallique, 
puisque  la  condition  E>iR  a  toujours  lieu  lorsque  le  couran 
est  très  faible. 

2*  Si  la  machine  est  composée  de  fils  fixes  et  de  fils  mobiles 
(ou  de  deux  systèmes  d*électro-aimants,  pourvu  qu'on  reste 
entre  les  limites  dans  lesquelles  Taimantation  est  proportion- 
nelle à  la  force  magnétisante),  la  force  électromotrice  E  est 
proportionnelle  à  l'intensité  du  courant  et  peut  être  repré- 
sentée par  nk\.  Une  machine  de  cette  nature  ne  peut  pro- 
duire et  entretenir  un  courant,  que  si  la  vitesse  est  assez 
grande  pour  qu'on  ait  72Â.>R.  Pour  toute  valeur  de  n  supé- 

rieure  à  Y'  l'intensité  du  courant  augmente  rapidement  jus- 
qu'à ce  que  la  résistance  du  circuit,  par  suite  de  la  chaleur 
dégagée,  ait  atteint  la  valeur  n\. 

Supposons  que  le  courant  ait  à  vaincre  à  Textérfeur  une 
force  électromotrice  E'. 

I^e  rendement  de  Tappareil,  comme  dans  le  cas  d'une  pile, 
a  pour  valeur 

_E'_       IR 

et  le  travail  utilisé  pendant  Tunité  de  temps  est 

„,,     £(E>-E] 

Le  rendement  est  encore  d'autant  plus  voisin  de  l'unité 
que  le  courant  est  plus  faible,  mais  on  ne  peut  plus  dire,  pour 
une  machine  quelconque,  dans  quelles  conditions  le  travail 
utile  sera  maximum. 

Si  le  travail  extérieur  n'est  autre  que  la  mise  en  mouve- 
ment d'une  seconde  machine  identique  à  la  première,  les  forces 

Eleetr.  et  Magn,  1—89 
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'électromotrices  E  et  E'  sont  proportionnelles  aux  nombres  de 
tours  n  et  n  des  deux  machines  et  à  une  même  fonction  ©{!) 
de  l'intensité.  Le  rendement 

^""  n(^[\)      n 

«st  égal  au  rapport  des  vitesses  des  deux  machines,  et  le  tra- 
vail utile  pendant  l'unité  de  temps  a  pour  expression 


L'intensité  I  étant  une  fonction  de  w  — n',  le  travail  utile 
maximum  ne  peut  être  déterminé  que  si  Ton  connaît  la  forme 
de  la  fonction  ç. 

558.  «_  L'étude  particulière  des  différentes  machines 
dépend  de  la  loi  suivant  laquelle  la  force  électromotrice  est 
liée  à  l'intensité  du  courant. 

Dans  les  machines  à  électro-aimants,  par  exemple,  l'ai- 
mantation est  d'abord  proportionnelle  à  l'intensité  du  cou- 
rant, et  tend  ensuite  vers  une  limite  maximum.  La  force  élec- 
tromotrice d'induction  E  est  aussi  proportionnelle  à  l'intensité 
du  courant  pour  les  courants  faibles  et  tend  vers  une  valeur 
maximum. 

Lorsque  l'intensité  du  courant  est  voisine  de  celle  qui 
donne  le  maximum  d'aimantation,  la  force  électromotrice 
est  sensiblement  constante  et  le  rendement  de  la  machine  em- 
ployée comme  moteur  est  encore  égal  à  o,5o  quand  le  travail 
utile  est  maximum. 

Toutefois,  le  problème  des  électromoteurs  est  en  réalité 
moins  simple,  même  lorsque  le  sens  des  courante  ne  change 
pas,  soit  par  le  jeu  naturel  de  la  machine,  soit  que  par  uq 
commutateur  on  redresse  les  courants  dans  le  circuit  exté- 
rieur. Il  y  a  presque  toujours  des  oscillations  périodiques  de 
l'intensité  dont  on  ne  peut  pas  négliger  l'influence. 

La  difficulté  est  encore  plus  grande  quand  on  utilise  direc- 
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tement  les  courants  alternatifs  que  produisent  certains  types 
de  machines.  Nous  y  retiendrons  avec  plus  de  détails  dans  la 
seconde  parlie  de  cet  ouvrage. 

«59.  Application  à  l'étude  du  mai^nétisme.  —  Nous  SOmoieS 

maintenant  en  mesure  de  justifier  la  méthode  indiquée  au 
n' «y  pour  étudier  la  distribution  du  magnétisme,  méthode 
employée  dans  les  expériences  de  van  Rees  et  de  Gaugain. 

Quand  on  entoure,  en  un  point,  un  barreau  aimanté  par 
une  bobine  formée  d'un  nombre  n  de  spires  reliée  à  un  galva- 
nomètre, et  qu'on  fait  brusquement  glisser  cette  bobine  d'une 
certaine  quantité  parallèlement  au  barreau,  en  la  laissant  en 
repos  dans  sa  nouvelle  position,  il  passe  dans  le  fil  une  cer- 
taine quantité  m  d'électricité;  si  R  est  la  résistance  totale  du 

p 
circuit,  Texpression  —7-  est  égale  au  flux  de  force  magnétique 

qui  sort  de  Taimant  entre  les  deux  positions  de  la  bobine.  En 
opérant  par  déplacements  successifs,  on  peut  déterminer  la 
loi  de  variation  du  flux  de  force  latéral. 

Si  la  bobine  est  située  d'abord  au  milieu  de  l'aimant,  ou 
plus  exactement  au  point  neutre,  et  qu'on  l'éloigné  brusque- 
ment jusqu'à  une  grande  distance,  on  obtiendra  le  flux  total 
de  force  magnétique  qui  émane  de  l'aimant  et,  par  suite,  la 
masse  totale  du  magnétisme  libre  contenu  dans  la  portion 
correspondante  du  barreau. 

Si  la  bobine  auxiliaire  entoure  ainsi,  soit  le  milieu  d'une 
longue  bobine  cylindrique  qui  renferme  un  morceau  de  fer 
doux,  soit  un  point  quelconque  d'une  bobine  annulaire,  on 
peut,  à  un  moment  donné,  établir  ou  supprimer  brusque- 
ment un  courant  d'intensité  connue  1  dans  la  bobine  aiman- 
tante. L'expression  ^-y,  qui  correspond  dans  le  circuit  induit 

à  la  rupture  ou  à  l'établissement  du  courant  principal,  repré- 
sentera le  flux  total  Ll  d'induction  magnétique  qui  traverse 
l'une  des  spires. 

On  pourra  donc  déterminer,  par  expérience,  la  valeur  de 
L  et  en  déduire,  particulièrement  par  les  formules  (53)  et  (56), 
le  coefficient  d'aimantation  k.  Tel  est  le  principe  de  la 
méthode  employée  récemment  par  M.  Rowland. 
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560.  Hypothèoes  de  llTeber  unr  le  mairBétlsflie  et  le  «HamHTB^* 

tume.  —  On  a  Yu  plus  haut  (498)  comment  Ampère  explique 
le  magnétisme  par  les  courants  moléculaires  ;  nous  pouvons 
examiner  maintenant  quelles  sont  les  propriétés  physiques  de 
ces  courants. 

Considérons  un  de  ces  courants  défini  par  les  valeurs  L,  I 
et  R,  et  soit  Q  le  flux  de  force  extérieure  qu*il  renferme  dans 
son  contour;  Téquation  (10)  du  n*  518  devient,  puisque  la 
force  électromotrice  est  nulle, 

^^(LI+Q)+RI=o. 

On  doit  admettre  également  que  la  résistance  est  nulle;  il 
en  résulte 

(63)  L1+Q=C'*=LI^. 

L'intensité  I^est  celle  du  courant  qui  parcourrait  le  circuit 
considéré,  si  le  flux  de  force  extérieure  était  nul.  Si  l'on  sup- 
pose l„=0y  c'est-à-dire  le  courant  moléculaire  primitivement 
nul,  ce  qui  correspondrait  au  cas  d'un  milieu  magnétique  à 
l'état  neutre,  on  a  finalement 

L1=-.Q. 

Le  courant  induit  dans  la  molécule  par  un  champ  extérieur 
produit  donc  on  flux  de  force  de  signe  contraire  à  Q.  En 
d'autres  termes,  l'aimantation  équivalente  au  courant  est  de 
signe  contraire  à  la  force  magnétisante  :  l'aimantation  des 
corps  magnétiques  ne  peut  donc  pas  s'expliquer  uniquement 
par  les  courants  induits  dans  les  molécules  du  milieu. 

501.  —  Ces  courants  peuvent,  au  contraire,  rendre  compte 
des  phénomènes  diamagnétiques.  L'hypothèse  de  Weber 
consiste  à  admettre  qu'il  y  a  dans  chaque  molécule  d*un  mi- 
lieu diamagnétique  des  canaux  le  long  desquels  des  courants 
peuvent  se  propager  sans  résistance.  Si  ces  canaux  existaient 
.dans  toutes  les  directions,  la  molécule  serait  un  conducteur 
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parfait.  Pour  un  courant  linéaire  primitivement  nul,  Tinten- 
silé  est  donnée  par  l'équation  (63).  En  appelant  e  l'angle  que 
fait  la  force  magnétisante  X  avec  la  normale  au  plan  du  cir- 
cuit, on  a 

Q=XAcos6. 

Le  moment  magnétique  du  courant  est  lA  et  sa  projection 
sur  la  direction  de  la  force  magnétisante  est 

lAcose  = r-cos^6. 


Supposons  qu'il  y  ail  n  molécules  par  unité  de  volume,  et 
que  les  axes  des  circuits  soient  distribués  indifféremment  dans 
toutes  les  directions.  La  zone  qui  correspond  à  Tangle  d^  au- 
tour de  la  direction  de  la  force  magnétisante  est  ^Tcsinô^O,  de 
sorte  que  la  valeur  moyenne  de  cos-6  est 


2TCC0S^ÔSinerfô  =  Tr. 


71  Pi^ 

Le  moment  magnétique  est  donc— Tr-pX;  Taimantation 

est  directement  opposée  à  la  force  magnétisante,  ce  qui  est  con- 
forme aux  phénomènes  de  diamagnétisme,  et  le  coefficient 
d^aimantalion  a  pour  valeur 

,  71 A^ 

'^=-3L- 

Si  les  a\es  des  canaux  moléculaires  ont  une  distribution 

A^ 

systématique  non  uniforme,  la  somme  S-pCos^S  étendue  à 

toutes  les  molécules  aura  des  valeurs  différentes,  suivant  la 
direction  de  la  force  magnétisante,  et  on  retrouvera  les  pro- 
priétés connues  des  corps  anisotropes  diamagnétiques. 

502.  —  Supposons  que  chaque  molécule  soit  un  conduc- 
teur parfait  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'elle  soit  entourée 
par  une  couche  d'une  conductibilité  absolue. 
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Pour  un  circuit  quelconque  tracé  sur  cette  surface,  le  flux 
total  d'induction  magnétique  Ll+Q  qui  traverse  ce  circuit  est 
constant. 

11  en  résulte  que  la  composante  normale  de  la  force  en  cha- 
que point  de  la  surface  est  constante.  Si  le  flux  d'induction  qui 
sort  de  la  molécule  est  primitivement  nul,  tout  système  ma- 
gnétique extérieur  produira  des  courants  induits  tels  que 
Tinduction  magnétique  résultante  restera  nulle  sur  toute  la 
surface  et  dans  Tintérieur  de  la  couche  qui  enveloppe  la 
molécule. 

Supposons  que   la  molécule  ait  la  forme  d'une  sphère  de 

rayon  r,  les  courants  superficiels  produisent  à  Tintérieur  une 

force  —X  égale  et  de  signe  contraire  à  la  force  magnétique 

extérieure;  la  sphère  est  aimantée  uniformément,  avec  une 

3X 
intensité  (355)  égale  à  ~-^,  et  son   moment  magnétique    a 

pour  valeur r^X. 

Si  Ton  imagine  qu'il  y  ait  dansTunité  de  volume  n  sphères 
pareilles,  assez  petites  et  assez  éloignées  pour  ne  pas  réagir 
les  unes  sur  les  autres,  l'intensité  d'aimantation  movenne  du 

milieu  sera  —  r'X^:  — g — ,  en  appelant  h  le  rapport  de  la 

somme  des  volumes  des  petites  sphères  au  volume  total  de 
l'espace  qui  les  renferme. 

503.  Écraaa  eonduetenn  absolus.  —  11    CSt  évident   que  CCS 

conséquences  de  la  formule  (63)  s'appliqueraient  également  à 
une  surface  d'étendue  finie  qui  jouirait  d'un  pouvoir  conduc- 
teur absolu  :  les  courants  induits  que  ferait  naître  dans  cette 
surface  une  variation  quelconque  du  champ,  seraient  toujours 
tels  que  le  flux  relatif  à  chacune  des  portions  de  la  surface 
resterait  constant,  autrement  dit  que  la  composante  normale 
de  l'induction  magnétique  en  chaque  point  garderait  une 
valeur  fixe.  Si  donc,  à  un  instant  donné,  cette  composante  était 
nulle,  elle  resterait  nulle  quelles  que  fussent  les  variations 
du  champ.  Il  en  résulte  qu'une  surface  fermée  ou  indéfinie, 
de  résistance  nulle,  est  un  écran  absolu  pour  tous  les  points 
intérieurs   contre   les  efi'ets  de   la    variation  du  champ  de 


CAS  PARTICULIERS   D'INDUCTION.  61!? 

l^autre  côté  de  la  surface;  ces  effets  se  réduisent  à  la  produc- 
tion de  courants  superficiels  qui  maintiennent  constamment 
nul  le  champ  intérieur. 

Autour  d*un  conducteur  parfait  la  distribution  des  forces 
magnétiques  est  entièrement  comparable  à  la  distribution 
des  vitesses  dans  un  fluide  incompressible  qui  entourerait  le- 
même  corps. 

504.  Pour  expliquer  dans  le  même  ordre  d*idées  les  phéno- 
mènes magnétiques,  il  faut  admettre  que  le  courant  primitif 
dans  une  molécule  ou  autour  d'un  canal  conducteur  n'est  pas 
nul,  et  prendre  Téquation  générale  (63).  En  considérant  tou- 
jours un  circuit  dont  la  normale  fait  un  angle  ô  avec  la  direc- 
tion de  la  force  magnétisante,  on  aura 

Ll4-XAcos6  =  LI^, 

ou 

1  =  1  — î— cosO. 
L 

Si  le  courant  primitif  I^  était  nul,  le  moment  de  Taction  du 
champ  sur  la  molécule  serait 

X^A^  X^A^ 

—  lAXsinO=— i — sinOcose= — =— sin^e. 

11  y  aurait  équilibre  stable  pour  6  =  -,  c'est-à-dire  quand  le 

plan  du  courant  serait  perpendiculaire  à  la  direction  du  champ. 
Tel  est  le  cas,  par  exemple,  d*un  anneau  que  Ton  introduit 
brusquement  dans  un  champ  magnétique  très  intense. 

Dans  le  cas  général,  le  moment  du  couple  qui  agit  sur  la 
molécule  peut  s'écrire 

X*A* 

—s — cosôsine  — I^AXsin6=mXsine[BXcose— ij, 


en  posant  m=l^A  et  B=LI^. 
En  admettant  encore,  avec  Weber  (4»»),  que  la  réaction  du 
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milieu  est  constante  en  grandeur  et  en  direction,  on  aura 
réquation  d'équilibre 

Xsine(l  — BXcose)=Dsin(a— e). 

La  composante,  parallèle  à  la  force  magnétisante  X,  du  mo- 
ment magnétique  de  la  molécule  est 

(XA        \ 
I^=-j— cosô|Acosô=:mcose(i— BXcosO). 

Si  le  coefficient  B  est  très  petit,  c'est-à-dire  si  le  courant 
moléculaire  primitif  1^  est  très  intense,  on  retrouve  la  formule 
de  Weber  pour  Taimantation  des  corps  magnétiques.  Si  ce 
coefficient  B  est  très  grand,  on  obtient  les  phénomènes  de 
diamagnétisme. 

Dans  les  cas  intermédiaires,  Taimantation  serait  d'abord 
proportionnelle  à  la  force  magnétisante  pour  des  forces  fai- 
bles, puis  passerait  par  un  maximum  et  irait  ensuite  en  dé- 
croissant. L'expérience  ne  semble  indiquer  aucun  phénomène 
de  cette  nature,  de  sorte  que  l'intervention  des  courants  d'in- 
duction moléculaires  ne  peut  pas  encore  être  considérée 
comme  absolument  démontrée. 


CHAPITRE  SIXIEME 

PROPRIÉTÉS  DU  CHAMP  ÉLECTROMAGNÉTIQUE 


ses.  Théorie  de  Maxwell.  —  Les  coDsidératioDS  qui  précè- 
dent Suffisent,  comme  on  Ta  vu,  pour  rendre  compte  de  tous 
les  phénomènes  d'induction  dans  les  conducteurs  linéaires; 
mais  il  est  utile  d'envisager  le  problème  d'un  autre  point  de 
vue,  qui  permettra  de  mettre  en  relief  Tintervention  du 
milieu,  comme  on  Ta  fait  déjà  en  électrostatique.  Nous  expo- 
serons ici  les  principes  de  la  théorie  de  Maxwell. 

568.  lÊqnatlons  du  champ  mairBé tique.  —   SuppOSOnS,    pOUr 

plus  de  généralité,  que  les  conducteurs  soient  situés  dans  un 
milieu  magnétique  dont  le  coefficient  de  perméabilité  (asa) 
soit  égal  à  \k.  Lorsqu'on  annule  le  flux  total  d'induction  ma- 
gnétique Q  qui  traverse  un  circuit  fermé,  celui-ci  devient  le 
siège  d'une  force  électromotrice  totale  qui  met  en  mouvement 

une  quantité  d'électricité  égale  à  tt. 

Celte  force  électromotrice  totale  peut  être  considérée  comme 
la  résultante  de  forces  électromotrices  élémentaires  agissant 
sur  chacun  des  éléments  du  circuit,  et  provenant  de  l'état 
du  milieu.  En  chaque  point,  la  réaction  élastique  du  milieu 
due  à  la  suppression  des  forces  a  une  direction  déterminée; 
elle  produirait  sur  un  élément  de  conducteur  ds^  situé  dans 
la  même  direction,  une  force  électromotrice  proportionnelle 
à  la  longueur  de  cet  élément  et  qui  peut  être  représentée  par 
3ds  ;  sur  un  élément  qui  ferait  l'angle  e  avec  sa  direction,  la 
force  électromotrice  serait  égale  à  J^^cose. 
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Si  le  milieu  est  homogène  et  isotrope,  la  force  électromo- 
trice J  par  unité  de  longueur  est  une  fonction  des  coordonnées; 
elle  peut  être  remplacée  par  ses  composantes  F,  G  et  H  parai* 
lèles  aux  axes,  qui  donneront  sur  les  projections  dlr,  dj  et  dz 
de  Télément  ds  les  forces  électromotrices  Ydx^  Gdj  et  Hrf::. 
On  aura  donc  l'équation 

rintégrale  étant  étendue  à  tout  le  circuit. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  considère  une  surface  quelconque  S 
terminée  au  circuit,  et  qu'on  désigne  par  X,  Y  et  Z  les  compo- 
santes de  la  force  magnétique  en  un  point  de  la  surface,  et  par 
a,  0  et  Y  les  cosinus  des  angles  de  celte  force  avec  la  normale, 
le  flux  total  d'induction  magnétique  qui  traverse  le  circuit  est 

aussi  exprimé  par  l'intégrale  jx  /(Xa-hYg-+-ZY)rfS  étendue  à 

toute  la  surface. 

587.  —  Pour  déterminer  les  relations  qui  existent  entre  la 
force  électromotrice  J  et  l'induction  magnétique,  nous  calcu- 
lerons la  valeur  de  l'intégrale  /  Jdicose  pour  un  circuit  rec- 
tangulaire infiniment  petit,  ayant  son  centre  à  l'origine  des 
coordonnées,  perpendiculaire  à  Taxe  des  x,  et  dont  les  côtés 
sont  égaux  à  dj  et  dz. 

Soient  Fp,  Go,  Ho,  les  valeurs  des  fonctions  F,  G,  H  à  l'ori- 
gine ;  on  aura,  pour  le  côté  supérieur  du  rectangle, 

*  2  ^Z 


et,  pour  le  côté  inférieur, 

2  'bZ 


Gj^^Go— --^T-rf^. 


Si  l'on  suit  le  contour  dans  le  sens  où  le  courant  tend  à  se 
produire  par  la  suppression  du  champ,  la  somme  des  deux 
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termes  de  la  force   électromolrice  correspondant  aux  côtés 
parallèles  à  Taxe  des  y  est  G^  dy  —  G^  rfj  ;  on  obtient  ainsi 

G,  dj  —  Ga  dy  =  '—  dzdy. 

On  aurait,  de  même,  pour  les  deux  autres  côtés, 

La  force  électromotrice  relative  au  contour  est  donc 

/  Jt/jC0S6  =  (  — —  —  ]c?jrfr. 

D'autre  part,  cette  expression  doit  représenter  aussi  le 
flux  d^induction  magnétique  qui  traverse  le  circuit  dydz  en 
entrant  par  la  face  négative;  comme  ce  flux  a  pour  expres- 
sion jjiXrfjrfij,  la  composante  jjlX  est  égale  à ^ — 

ùz     dy 

Les  autres  composantes  de  Tinduction  magnétique,  paral- 
lèles à  Taxe  des  j^  et  à  Taxe  des  z,  satisferaient  à  des  conditions 
analogues,  ce  qui  donne  les  équations 

V     ^G     ^H 

^'~ly     ^x 

Considérons  maintenant  un  circuit  fermé  quelconque;  nous 
pouvons  diviser  sa  surface  en  éléments  par  deux  séries  de 

courbes  arbitraires.  Si  on  fait  la  somme  /  J^^cose  des  forces 

électromotrices  en  suivant  le  contour  de  tous  les  éléments,  on 
obtiendra  le  flux  total  d'induction  magnétique  qui  traverse  le 
circuit,  et  cette  somme  se  réduira  aux  seuls  termes  fournis  par 
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le  contour  primitif,  puisque  les  portions  de  courbe  communes 
à  deux  éléments  contigus  donnent  une  somme  nulle.  La  force 
olectromotrice  totale  d'un  circuit  ne  dépend  donc  que  des 
\aleurs  des  composantes  F,  G  et  H  aux  différents  points  du 
contour,  et  ces  composantes  sont  liées  à  Tinduction  magnétique 
par  les  équations  (2). 

588.  —  Remarquons  que  la  composante  F  représente,  en 
un  point  donné,  et  pour  Tunitc  de  longueur  parallèle  à  Taxe 
des  X,  la  force  électroraotrice  totale  qui  correspondrait  à  la 
suppression  du  champ.  Cette  force  électromotrice  peut  aussi 
être  considérée  comme  l'intégrale,  par  rapport  au  temps,  des 
forces  électromotrices  élémentaires  correspondant  à  la  sup- 
pression graduelle  du  champ.  Le  produit  de  la  force  électro- 
motrice  P,  qui  agit  à  un  instant  donné  sur  l'unité  de  longueur 
parallèle  à  Taxe  de  a:,  par  le  temps  dt  est  égal  à  la  diminu- 
tion correspondante  de  la  \aleur  de  F,  ce  qui  donne 

Pdt=-±dt, 

ot 

ou 

En  appelant,  de  même,  Q  et  M  les  composantes  analogues 
suivant  les  autres  axes,  on  aura,  pour  déterminer  la  force 
électromotrice  à  chaque  instant,  les  trois  équations 

La  fonction  —P  exprime  la  différence  de  potentiel  qui  se 
produit  en  un  point,  à  Finstant  considéré,  entre  les  deux  extré- 
mités d'une  longueur  égale  à  l'unité  parallèle  à  l'axe  de  x, 
en  vertu  des  variations  qui  ont  lieu  en  même  temps  dans  la 
valeur  du  flux  d'induction  magnétique. 
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S'il  existait  aussi  des  masses  électrisées  donnant  au  même 
point  un  potentiel  t|;,  la  différence  totale  de  potentiel  pour  un 

élément  ^o: serait  égale  à^<ix— -^rfo:;  mais  cette  dernière 

partie  est  une  différentielle  exacte  qui  disparaît  d'elle-même 
quand  on  applique  la  formule  à  un  circuit  fermé. 

5eo.  lÊquatioiis  des  courants.  —  Soient  il,  ^^  w  les  compo- 
santes du  courant  en  un  point,  c'est-à-dire  les  quantités  d'élec- 
tricité qui  traversent  respectivement,  pendant  l'unité  de  temps, 
l'unité  de  surface  perpendiculaire  à  chacun  des  axes. 

On  sait  que  le  travail  d'un  courant  I  sur  un  pôle  égal  à  l'u- 
nité^ mobile  sur  une  courbe  fermée  qui  traverse  le  plan  d'un 
courant  (452),  est  égal  à  4^1  pour  chaque  révolution  complète 
du  pôle  autour  du  courant. 

Si  l'on  applique  cette  propriété  au  cas  d'un  pôle  qui  parcourt 
un  circuit  rectangulaire  djdz  dont  le  milieu  est  situé  à  l'origine 
des  coordonnées,  c'est-à-dire  qui  renferme  une  surface  à  travers 
laquelle  l'intensité  du  courant  est  udjdz,  et  qu'on  évalue  le 
même  travail  par  les  forces  magnétiques,  on  trouve,  par  un 
calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  appliqué  au  n""  507,  les  trois 
nouveUes  équations 

DX     -bY 
Dr       <)x 

570.  Éuerifie  potentielle  des  courants.  —  Considérons  diffé- 
rents circuits  C^^G^yC,,..  dans  lesquels  les  intensités  des  cou- 
rants sont  I^,  I^,  I3,.  ;  soient  L^,  L^,  L3,...  leurs  coefBcients  de 
self-induction,  etM^.j»  M^.ajMj.a,..,  leurs  coefficients  d'induc- 
tion mutuelle. 

Les  flux  de  force  qui  traversent  chaque  circuit  sont 

Q,  =  LJ^-hM^.Ja4-M^.3l3-t- , 

Qj=LaIa-f-M2.,I,+M2.3l3  4- , 
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et  rénergie  potentielle  de  l'ensemble  des  courants  (524)  est 

(5)  W=i{QJ,  +  QJ,+ )=^2QI. 

D'après  Téquation  (i),  on  a  donc 

Le  courant  qui  traverse  la  section  S  de  l'un  des  conduc- 
teurs a  pour  composantes,  en  donnant  à  u,  v  et  w  la  même 
signification  que  plus  haut  (seo), 

dz 
\ds 

Si  Ton  remarque,  en  outre,  que  le  produit  ^ds  représente 
un  élément  de  volume,  on  aura 

W  =^  fffi^''  +  ^^^-4-  ^w)dxdjrdz. 

Remplaçant  enfin  les  composantes  ix,  Vy  w  par  leurs  valeurs 
tirées  des  équations  (4),  on  obtient 

On  peut  intégrer  par  parties  chacun  des  termes,  ce  qui 
donne,  par  exemple, 

Tf  ^  dxdjdz  =  YYdxdj  -  f^Yz  ^^^^^^- 
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En  répétant  la  même  opération  pour  tous  les  autres  termes, 
il  vient 

W  =  -^ff[x{Rdz--Gdj)dx-{-Y{Fdx^Udz)dj+....'] 

Si  l'on  étend  cette  expression  à  tout  l'espace  renfermé  dans 
une  surface  très  éloignée  qui  comprend  le  système  total  des 
aimants  et  des  courants,  la  première  intégrale,  relative  à  la 
surface  même,  est  nulle,  puisque  les  composantes  de  la  force 
magnétique  sont  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 
D'autre  part,  en  remplaçant  dans  la  seconde  intégrale  les 
termes  compris  entre  parenthèses  par  leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (2),  on  obtient 

w=£  fff{X:'-^Y'-i-Z')dxdjdz, 

ou,  en  appelant  9  l'induction  magnétique  en  un  point,  c'est- 
à-dire  le  produit  de  la  force  par  [x. 


C'  w=5i;//j,.ix<;^rf.. 


L'énergie  potentielle  des  courants  peut  donc  être  exprimée 
par  une  intégrale  (5)  qui  renferme  les  courants  eux-mêmes, 
ou  par  une  intégrale  (6)  relative  à  toutes  les  parties  de  l'es- 
pace dans  lequel  existent  des  forces  magnétiques.  Dans  le 
premier  cas,  l'action  réciproque  des  courants  est  considérée 
comme  s'exerçant  directement  à  distance  ;  dans  le  second 
cas,  cette  action  résulte  de  Télastieité  du  milieu  intermé- 
diaire. Si  l'on  adopte  cette  manière  de  voir,  on  voit  que 
l'énergie  potentielle  du  milieu  en  chaque  points  par  unité  de 
volume,  a  pour  expression 
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571.  l^plaeemeHt  relatif  des  eircults.  —    LeS    formules  (3) 

correspondent  au  cas  où,  le  circuit  étant  immobile,  Tinduc- 
tion  est  due  aux  seules  variations  du  champ;  alors  les  quan- 
tités F,  G  et  H  sont  en  chaque  point  seulement  des  fonctions 
du  temps.  Mais  si,  tout  en  laissant  le  champ  variable,  on  dé- 
place ou  on  déforme  le  circuit,  les  coordonnées  x^y^  z  doi- 
vent être  considérées  elles-mêmes  comme  des  fonctions  du 
temps.  L'équation  (i)  doit  s'écrire  alors 

La  force  électromotrice  utilisée  pendant  le  temps  àt  est 
—  rfQ,  de  sorte  que  la  force  électromotrice  d'induction  e,  à  un 
instant  donné,  a  pour  expression 

e  — -^— -  Cf——    —^     ^^J\^d 
dt  J    \t!^X  ^s      ^x  'ds       ^x  dsj  ^t 

J  \^z  T^s      'bz  7>s      'dz  bsJ'Si 


Considérons  le  premier  terme  de  l'intégrale,  et  substituons 

aux  dérivées  partielles^  et  fleurs  valeurs  tirées  des  équa- 

^  bx      bx  ^ 

tions  (a);  ce  terme  devient 

J    y       1>S         ^       bS        -^^X-dS         -djr^^s        bz-dsjbt        ' 
OU 


/G 
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On  obtiendra  des  résultais  analogues  en  opérant  de  même 
pour  le  deuxième  et  le  troisième  termes.  Remarquons,  en 
outre,  que  Ton  a 

J  \dj  :it'^   ^s:it)  ^~''^  :^t' 

et  que  les  groupes  de  cette  forme  disparaissent  quand  on  étend 
rintégrale  à  un  contour  fermé. 
La  valeur  de  la  force  électromotrice  se  réduit  donc  à 

•=/[K3l-^^f)^(^F-^l-f)^■]'"• 


Chacun  des  trois  groupes  que  renferme  la  parenthèse 
représente  la  force  électromotrice  qui  agit  à  un  instant  donné 
sur  Tunité  de  longueur  parallèle  à  Tun  des  axes.  Si  on  sup- 
pose, en  outre,  que  le  champ  renferme  des  masses  électriques 
donnant  un  potentiel  ^,  les  valeurs  les  plus  générales  des 
composantes  -P',  Qf  ff  de  la  force  électromolrice  seront 


•^     Sf      '^  Ht       it       ix 

(.0)  o'=^^_^x^-f-^-ii, 

^    ^t      ^     ^t       Dt       dz 


572.  Équations  du  champ  électrique.  —  Considérons  enfin, 
d'une  manière  plus  générale^  un  champ  isotrope  dans  lequel 
peuvent  exister  en  même  temps  des  courants  continus  et  des 
courants  qui  correspondent  à  une  variation  du  déplacement 
électrique  (i2e). 

Si  on  appelle/,  g,  h  les  composantes  du  déplacement  élec- 
trique, les  quantités  réelles  d'électricité  u\  v,  w\  qui  Ira 
versent  respectivement,  pendant  l'unité  de  temps,  l'unité  d^ 
surface  perpendiculaire  aux  axes,  se  composent  des  courants 

ÉUcln  et  Alagn,  1  —  40 
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•continus  u,  if,  ta  (see)  et  des  variations  du  déplacement  élec- 
trique. On  a  alors 


(>0 


u' 

=  u+ 

V 
W 

f>' 

=  f  4- 

^g 
w 

w 

ourai 

Ils  (4) 

de\iei 

4um' 

33 

5Z 

W 

3X 

4ittt>' 

3X 

3Y 
3x' 

(.2) 


Lorsque  le  milieu  est  diélectrique,  il  s'établit  un  équilibre 
entre  la  force  électromotrice,  dont  les  composantes  sont  don- 
nées  par  Téquation  (lo),  et  les  réactions  élastiques  développées 

par  le  déplacement.  Si  on  représente  par  -tt  la  valeur,  en  uni- 
tés électromagnétiques,  du  coefficient  d'élasticité  électrique, 
c'est-à-dire  le  rapport  de  la  force  électromotrice  au  déplace- 
ment, on  aura 

(i3)  liQ=4^g. 

Lorsqu'il  s'agit,  au  contraire,  d'un  corps  conducteur,  le  dé- 
placement est  nul  et,  si  on  désigne  par  c  la  conductibilité 
spécifique  du  milieu,  la  loi  d'Ohm  donne 

Pc=u, 

(i4)  Oc=^, 

Rc=w. 
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Enfin,  si  on  appelle  p  la  densité  de  rélectricité  libre  au 
point  considéré,  on  aura,  dans  le  cas  d*un  diélectrique,  la 
condition 

et,  dans  le  cas  d*un  conducteur, 

Les  vingt  équations  comprises  sous  les  n°*  (2),  (lu),  ^n), 
(12),  (i3),  (i4),  (i5)et(i6)  permettront  de  déterminer  les  vingt 
quantités: F, G, H;  i*, 0,/{;X,Y,Z;  u,  v,  io\J\  g,  A;  u,  v\iv; 
p  et  '^,  quand  on  connaîtra  dans  chaque  cas  particulier  les  con- 
ditions du  problème. 


CHAPITRE    SEPTIÈME 


PHÉNOMÈNES  DMNDUCTION  DANS  LES   CONDUCTEURS 
NON  LINÉAIRES 


598.  MairiiéiUme  de  rotatioH.  —  A  la  suite  d'une  obser- 
vation (le  Gambey  sur  ramortissement  des  oscillations  d'une 
boussole,  Arago  a  montré  en  1824  qu'une  aiguille  aimantée, 
placée  au-dessus  d'un  disque  métallique  animé  d'un  mou- 
yenient  de  rotation,  est  entraînée  par  le  disque  et  tend  à  pren- 
dre une  rotation  de  même  sens. 

L'action  qui  s'exerce  sur  un  pôle  magnétique  dans  ces  con- 
ditions a  trois  composantes  :  Tune  tangentielle  qui  entraîne  le 
pôle  dans  le  sens  du  mouvement,  une  autre  normale  qui  tend 
à  l'éloigner  du  disque,  enfln  une  troisième  dirigée  suivant  le 
rayon.  Cette  dernière  est  nulle  quand  le  pôle  est  à  une  distance 
de  Taxe  égale  environ  aux  deux  tiers  du  rayon  du  disque  ;  plus 
près  de  l'axe,  le  pôle  est  attiré  vers  le  centre  ;  plus  près  des 
bords,  il  semble  repoussé  vers  le  bord. 

L'entraînement  de  l'aiguille  est  plus  marqué  avec  un  métal 
bon  conducteur  comme  le  cuivre,  qu'avec  un  métal  moins 
conducteur,  comme  le  laiton  et  surtout  l'antimoine.  Quand  on 
produit  une  interruption  dans  la  continuité  du  disque,  par 
exemple  avec  des  traits  de  scie  suivant  les  rayons,  on  voit 
diminuer  très  notablement  l'effet  produit. 

Ces  phénomènes  ont  été  attribués  d'abord  à  une  forme  par- 
ticulière de  magnétisme  et  désignés  sous  le  nom  de  magnétisme 
de  rotation.  Ils  sont  produits,  en  réalité,  par  les  courants  d*in- 
duction  développés  dans  le  métal;  mais  c'est  seulement  après 
la  grande  découverte  de  Faraday  qu'ils  ont  été  rapportés  à 
leur  véritable  cause. 
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594.  FeoiUeta  coudaeteun.  —  Le  problème  souIevé  par 
rexpérience  d'Arago  est  celui  de  rinduction  dans  un  conduc- 
teur à  deux  dimensions.  Maxwell  a  résolu  ce  problème  d'une 
manière  très  élégante,  en  employant  une  méthode  analogue 
à  celle  des  images  électriques. 

Gonsiaerons  un  conducteur  homogène  infiniment  mince, 
qu'on  pourra  supposer  réduit  à  une  surface,  et  dans  lequel 
existent,  pour  une  cause  quelconque,  des  courants  qui  ne  sont 
point  amenés  de  l'extérieur  par  des  électrodes.  Ces  courants 
sont  nécessairement  fermés  sur  eux-mêmes,  et  les  lignes  de 
ccurant  ne  peuvent  se  couper  entre  elles.  L'espace  annulaire 
compris  entre  deux  lignes  de  courant  infiniment  voisines  peut 
être  considéré  comme  un  conducteur  linéaire  parcouru  par 
un  courant  d'intensité  rf*.  Ce  courant  peut  être  remplacé  par 
un  feuillet  de  même  puissance  et  de  même  contour. 

Si  Ton  décompose  ainsi  la  surface  du  conducteur  en  bander' 
infiniment  minces  par  des  lignes  de  courant,  on  voit  que,  pou^ 
un  point  extérieur,  l'ensemble  des  courants  sera  équivalent 
un  feuilht  complexe  (333),  dont  la  puissance  magnétique  ^  en 
chaque  point  est  égale  à  la  somme  de  celles  des  feuillets  super- 
posés. Sur  la  face  positive  du  feuillet,  les  courants  tournent  en 
sens  inverse  des  aiguilles  d'une  montre  autour  des  régions  où 
la  valeur  de  *  est  maximum.  Cette  valeur  est  d'ailleurs  nulle 
sur  le  contour,  si  la  lame  est  limitée. 

Le  long  d'une  ligne  de  courant,  la  valeur  de  ^  est  constante  ; 

les  lignes  de  courant  sont  les  lignes  de  niveau  de  la  fonction^. 

Un  élément  dn  d'une  orthogonale  n  aux  lignes  de  courant  est 

d^ 
coupé  normalement  par  un  courant  d'intensité  -j-dn^  dirigé 

à  droite  d'un  observateur  qui,  en  suivant  cette  ligne,  marche- 
rait vers  les  points  où  la  fonction  <E>  est  croissante.  Enfin  un  élé- 
ment ds  d'une  courbe  quelconque  est  coupé  par  un  courant 

d'intensité  —,ds\  mais  qui  n'est  plus  normal. 

Le  potentiel  magnétique  du  feuillet  à  l'extérieur  a  pour 
expression 
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Cette  fonction  est  discontinue  quand  on  traverse  la  surface  : 
les  deux  valeurs  V^  et  V^  qu'elle  prend  de  part  et  d'autre  du 
feuillet,  sur  la  face  positive  et  sur  la  face  négative  (aao),  sont 
liées  par  la  relation 

La  composante  de  la  force  magnétique  normale  à  la  surface 

est  continue,  car  elle  représente,  de  part  et  d'autre,  le  flux  d'in- 

duclion  magnétique  par  unité  de  surface.  11  en  est  de  même 

pour  la  composante  tangenticUe  suivant  une  ligne  de  couranL 

^$ 
puisqu'on  a  alors --  =  o. 

os 

Au  contraire,  la  composante  tangentielle  suivant  une  ortho- 
gonale aux  lignes  de  courant  est  discontinue,  et  on  a,  de  pari 
et  d'autre  de  la  surface, 

^n       D/i  an 

La  valeur  de  V  peut  être  exprimée  aussi  (aeo)  en  fonction 
du  potentiel  Q  d'une  couche  qui  recouvrirait  la  même  surface 
et  dont  la  densité  serait  égale,  en  chaque  point,  à  la  puis- 
sance <I>  du  feuillet. 

575.  Cas  d'un  feuillet  plan.  —  Considérons,  en  particulier, 
une  lame  conductrice  plane,  située  dans  le  plan  des  a:j',  et 
Supposons  que  la  face  positive  des  courants  soit  à  la  partie 
supérieure;  le  potentiel  du  feuillet  magnétique  correspon- 
dant, en  un  point  dont  les  coordonnées  sontx,j'  et  z,  a  pour 
expression  (aea) 

<')         ^=-^- 

La  fonction  Q,  qui  représente  le  potentiel  d'une  couche 
dont  la  densité  serait  en  chaque  point  égale  à  la  puissance  ma- 
gnétique du  feuillet,  est  symétrique  par  rapport  au  plan  des  a:? 
et  ne  change  pas  quand  on  remplace  z  par  —  ::.  La  fonction  V, 
au  contraire,  change  de  signe  avec  z,  et  sa  valeur  absolue  est 
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la  même  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  feuillet. 
On  a  donc,  pour  les  points  correspondants  de  la  face  positive 
et  de  la  face  négative, 

V,=-g=_„*. 

Les  composantes  X  et  Y  de  la  force  magnétique  parallèles 
aux  axes  sur  la  face  positive,  et  les  valeurs  de  ces  compo- 
santes X'  et  Y'  sur  la  face  négative,  sont  données  par  les  équa- 
tions 

X  =  -^:=-a-  — =z-X' 

Yrzr_llï  =  -2-l?=-Y'. 

676.  —  Examinons  maintenant  les  courants  dans  la  lame. 
La  composante  u  du  courant  parallèle  à  Taxe  des  x,  qui  coupe 
une  longueur  égale  à  Tunité  parallèle  à  Taxe  des  j  ,  est 

et  la  composante  v  du  courant  parallèle  à  l'axe  des  j 

Si  on  appelle  c  la  résistance  de  la  lame  par  unité  de  surface, 
la  chute  de  potentiel  électrique,  pour  une  longueur  égale  à 
l'unité,  sera  eu  parallèlement  à  Taxe  desx,  et  cv  parallèlement 
à  Taxe  des  y;  cette  chute  de  potentiel  n'est  autre  chose  que  la 
force  électromotrice  suivant  les  mêmes  directions.  On  a  donc, 
en  vertu  des  expressions  trouvées  plus  haut  (ses)  dans  le  cas 
d'un  champ  variable  avec  le  temps, 

_   ^— _^ 
^— _^ 
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Pour  la  face  positive,  les  équations  (2)  donnent 


21:  3z 

il  en  résulte 

<j  3»Q         ?F 

(4) 

a   3»Q           3G 

2ir  ^z^x  ^t 


Les  équations  générales  (56?)  qui  lient  les  composantes  de  la 
force  électromotrice  totale  d'induction  avec  le  potentiel  ma- 
gnétique donnent,  dans  le  cas  actuel, 

?G_  ^^x— —  =  ^ 

^z        2ij^  ~~      "dx       OxDz' 

^^^-Y— —  =  ^ 

Ces  équations  sont  satisfaites  en  posant 

F=-^Q        G='^,       H=o.  . 

^J  ^X 

5»».  —  S'il  existe  en  même  temps  un  système  extérieur  d'ai- 
mants ou  de  courants,  on  sait  («os)  que  son  action  sur  une 
surface  qui  l'entoure  est  équivalente  à  celle  d'un  ensemble 
convenable  de  courants  superficiels.  Le  potentiel  magnétique 
de  ce  système,  à  la  surface  positive  du  feuillet  que  nous  consi- 
dérons, pourra  donc  être  exprimé  par  une  fonction  Q'  analogue 
à  la  fonction  Q  ;  on  aura  alors 

^- — ïr~' 

ce  qui  donne 

Dr       '  ^x       ' 
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Les  équations  (4)  deviennent,  en  posant  —  =  R, 


21: 


En  intégrant  la  première  par  rapport  à^,  ou  la  seconde  par 
rapport  à  x,  on  obtient 

On  devrait  ajouter,  pour  l'intégration  complète,  une  fonction 
arbitraire  de  f,  mais  il  faut  remarquer  que  cette  fonction  dis- 
paraîtra toutes  les  fois  que  l'on  prendra  une  dérivée  partielle 
par  rapport  àx  ou  à  j^  pour  calculer  les  composantes  du  cou- 
rant ;  il  n'y  a  donc  pas  à  en  tenir  compte. 

5»8.  —  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  pas  de  corps  magné- 
tique extérieur,  c'est-à-dire  que  Q'  soit  nul.  Ce  serait  le  cas 
d'un  système  de  courants  établis  dans  le  feuillet  et  aban- 
donnés à  eux-mêmes;  ces  courants  agiraient  l'un  sur  l'autre 
par  leur  induction  mutuelle  et  perdraient  rapidement  leur 
énergie  par  l'effet  de  la  résistance  du  conducteur.  L'équation 

liZ         U 

donne  alors 

(7)  Q=/(^,j,^+RO- 

Par  suite,  la  valeur  de  la  fonction  Q,  à  l'époque  f,  en  un 
point  situé  à  la  distance  z  du  plan,  du  côté  de  la  face  positive, 
et  dont  les  coordonnées  sont  x,  y  et  z,  est  la  même  que  pour 
l'époque  tr=o  au  point  j:,j  et  z-\-Vd. 

11  en  résulte  que  si  un  système  de  courants  a  été  établi  dans 
un  plan  indéfini  et  uniforme,  et  ensuite  abandonné  à  lui- 
même,  l'effet  magnétique  de  ces  courants  sur  un  point  situé 
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du  côté  de  la  face  positive  est  le  même  que  si  le  plan  se  dépla- 
çait parallèlement  à  lui-même  suivant  la  normale  et  du  côté 
négatif,  avec  la  vitesse  constante  R.  La  diminution  de  force 
électromotrice  due  à  TafTaiblissement  des  courants  est  exac- 
tement représentée  par  la  diminution  du  champ  magnétique 
qui  résulte  en  chaque  point  de  ce  mouvement  imaginaire. 

599.  imagres  luagru^tiquei.  —  L'intégrale  de  Téquation  (6)  par 
rapport  à  t  donne,  pour  les  points  situés  à  la  surface  du  feuillet. 


(8)  Q  +  (}'=Jr 


Si  nous  supposons  que,  (}  et  Q'  étant  d'abord  nuls,  le  système 
extérieur  soit  créé  subitement  du  côté  positif  de  manière  que 
le  potentiel  Q'  qui  lui  correspond  passe  brusquement  deçà  Q', 
on  aura  alors  au  début  el  pour  la  surface  du  feuillet,  puisque 
l'intégrale  est  nulle, 

Q=-Q'. 

Ainsi,  pour  tous  les  points  de  la  lame  et,  par  suite,  pour 
tous  les  points  situés  du  côté  de  la  face  négative,  le  système 
initial  des  courants  produit  un  effet  égal  et  de  signe  contraire 
à  celui  du  système  réel  placé  du  côté  positif.  Leur  effet  est  donc 
le  même  que  celui  d'un  système  magnétique  identique  et  de 
signe  contraire  au  système  réel,  et  qui  coïnciderait  avec  lui. 

Pour  les  points  situés  du  côté  positif,  l'effet  des  courants  est 
le  même  que  celui  d'un  système  de  même  signe  que  le  système 
réel  el  qui  lui  serait  symétrique  par  rapport  au  plan  conduc- 
teur ;  nous  l'appellerons  Y  image  positive  du  système. 

L'action  des  courants  de  chaque  côté  du  feuillet  peut  donc 
être  considérée  comme  produite  par  une  image  du  système 
magnétique,  positive  ou  négative,  c'est-à-dire  de  même  signe 
que  le  système  ou  de  signe  contraire,  suivant  que  le  point 
considéré  est  du  côté  positif  ou  négatif  du  feuillet. 

Si  la  conductibilité  du  feuillet  était  inGnie,  on  aurait  R  =  o; 
le  second  membre  de  Téquation  (8)  serait  toujours  nul  et  la 
condition  Q =—  Q'  serait  satisfaite  à  tout  instant.  La  lame  serait 
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un  écran  absolu(5e3)poi]rtoiislespoinlssituésducôlê  négalif. 
Les  courants  seraient  permanents  et  leur  effet  représenté  à 
chaque  instant  pour  tous  le»  points  de  Tespace  par  celui  de 
l'une  ou  de  Tautre  des  deux  images  immobiles. 

Dans  un  feuillet  rcel,  la  résistance  R  a  une  valeur  finie.  Les- 
courants  produits  par  Tintroduction  brusque  d'un  système  ma- 
gnétique commencent  immédiatement  à  décroître  et  leur  effets 
de  part  et  d'aulre,  est  à  chaque  instant  représente  par  celui 
des  deux  images  du  système  qui  s'éloigneraient  normalemeni 
du  feuillet  de  part  et  d'autre  avec  la  vitesse  R. 

580.  Indaction  d^un  ■ystème  magrn^tiqne  mobile. —  Le  prin- 
cipe des  images  permet  de  déterminer  les  courants  induits  par 
les  variations  d'un  système  magnétique  quelconque  M  situé 
du  côté  positif  du  feuillet. 

La  fonction  Q',  qui  détermine  l'action  magnétique,  variera 

de  '-—dt  pendant  que  le  système  lui-même  variera  de  ^  dt. 

On  peut  considérer  cette  dernière  variation  comme  étant  elle- 
même  un  système  magnétique,  et  supposer  qu'à  l'instant  t 
il  s'est  formé  brusquement,  du  côté  négatif  du  feuillet,  une 

image  positive  de^r/f,  qui  s'éloigne  ensuite  normalement 
ot 

avec  une  vitesse  constante  R.  Si  le  système  varie  d'une  ma- 
nière continue,  on  imaginera  que  les  différentes  images  des 
variations,  relatives  aux  différents  intervalles  de  temps,  se 
meuvent  suivant  la  même  loi,  dès  qu'elles  sont  formées,  et 
constituent  ainsi  des  traînées  continues  d'images. 

581.  —  Supposons,  par  exemple,  qu'un  pôle  positif  4- w 
se  meuve  en  ligne  droite  avec  une  vitesse  constante  u,  paral- 
lèlement au  feuillet,  et  admettons  que  ce  pôle  ait  été  créé 
brusquement  au  point  A  (fig.  120),  ce  qui  donne  naissance  à 
une  image  -f-m  au  point  symétrique  B.  Au  bout  d'un  temps 
infiniment  petit  of,  le  pôle  vient  en  A'  (fig.  121)  à  la  distance 
ult:  c'est  comme  si  l'on  introduisait  brusquement  et  simul- 
tanément un  pôle  —m  en  A  et  un  pôle  +  m  en  A',  donnant 
des  images  de  même  signe  en  B  et  B'  ;  mais,  à  ce  moment, 
la  première  images-  m  qui  se  trouvait  en  B  est  venue  en  C 
à  la  distance  RBf .  A  Tépoque  2$r,  la  masse  4-  m  se  trouve  en  A'" 
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(fig.  12a):  il  y  a  alors  deux  images  égales  à  —  m  eo  C  et  B' 
et  trois  images  positives  en  B%  C  et  D  ;  et  ainsi  de  suite. 

Si  le  mouvement  est  continu,  on  voit  que  l'action  que  subit 
le  pôle  mobile  est  celle  de  deux  lignes  magnétiques,  l'une 
positive  et  l'autre  négative.  En  désignant  par  U  la  résul- 
tante s/u^+U^  des  deux  vitesses,  la  densité  de  ces  deux  lignes 

serait  g^  et  leur  dislance  -rrr-^t  ;  le  produit  de  la  densité  par 

/  Rw 

la  distance  est  donc  m  y^.  Ces  deux  lignes  forment  un  ruban 

indéfini  aimanté  qui  part  du  point  symétrique  de  la  position 


y 


X' 


Fig.  120 


Fig.  131 


^ ^:.-r 


X        X 


actuelle  du  pôle,  est  situé  dans  un  plan  passant  par  la  tra- 
jectoire du  pôle,  et  fait  avec  le  plan  du  feuillet  un  angle  dont 

la  tangente  est  égale  a  tt. 

582.  —  Si  le  pôle  -h  m,  au  lieu  de  décrire  une  ligne  droite, 
est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  au  feuillet,  il  suffit  de  supposer  que  le 
ruban  qui  précède  forme  une  hélice  sur  le  cylindre  droit  qui 
a  pour  base  la  circonférence  décrite  parle  pôle. 

Pour  un  aimant  réduit  à  ses  deux  pôles  et  tournant  autour 
de  son  centre^  les  courants  induits  sont  aussi  équivalents 
au  système  de  deux  rubans  magnétiques  enroulés  sur  le 
même  cylindre.  Enfin,  les  courants  produits  par  le  déplace- 
ment d'un  système  magnétique  quelconque  animé  d'un  mou- 
vement uniTorme,  sont  équivalents  à  un  ensemble  de  rubans 
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magnétiques  qui  correspondent,  point  par  point,  aux  difîc 
rentes  masses  du  système. 

588.  Calevl  de  raction  des  conranta  Induits.  —  Pour  Cal- 
culer l'effet  de  ces  images,  désignons  par  Q,  la  valeur  du 
potentiel  Q,  déterminé  par  les  courants  du  feuillet,  au  point 
dont  les  coordonnées  sont  a:,j,  s  +  Rt,  et  à  Tépoque  f  — t; 
par  Q',  la  valeur  du  potentiel  Q',  déterminé  par  le  système 
magnétique,  au  point  x,  7,  —  (z  +  R  -r),  et  à  la  même  époque 
f  — T.  Le  potentiel  Q^  étant  une  fonction  des  coordonnées 
Xyjy  z  +  Rt  et  de  t—  t,  on  a 

L'équation  (6)  appliquée  à  cette  fonction  devient  alors 

En  intégrant  cette  équation  par  rapport  à  t  entre  les  limites 
T  =  o  et  T  =  00  ,  on  aura  la  valeur  de  la  fonction  Q  pour  l'épo- 
que f,  ce  qui  donne 


<■»'       «=/t*=l/«;*- 


La  fonction  Q  dont  dépend  la  solution  du  problème,  puis- 
qu'elle permet  de  calculer  en  chaque  point  l'action  des  cou- 
rants induits,  est  ainsi  déterminée  par  la  fonction  Q,'  définie 
à  chaque  instant  par  l'état  et  le  mouvement  du  système  ma- 
gnétique extérieur. 

584.  Cas  d'an  pôle  unique.  —  On  peut  appliquer  cc  mode 
de  calcul  au  cas,  considéré  plus  haut,  d'un  pôle  unique  de 
masse  m,  qui  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme 
en  présence  d'un  plan  conducteur  indéfini  ;  mais  il  est  plus 
simple  de  traiter  le  problème  directement  par  la  considération 
des  images  magnétiques. 

Examinons  d'abord  l'action  qu'exerce  sur  un  point  A  (fig.  1 23) 
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une  ligne  homogène  de  densité  X  située  suivant  la  droite  XW 

L*aclion  d'un  élément  MM'  ou  ds^  à  la  distance  r  du  point  A, 

7  us 
€st  égale  à  -^ .  Désignons  par  dx  Tangle  des  deux  rayons  AM 

€t  AM'y  et  abaissons  les  deux  perpendiculaires  MQ  sur  AM' 

-A. 


€t  AP  ou  h  sur  XX'.  On  a,  par  la  simililude  dei  triangles  APM 
<3t  MQM',  la  relulion 


MQ  _  AP 
MM'~AM' 


ou 


rdiL A. 

ds  ~' r^ 


il  en  résulte 


\ds_    dx_    /nh        NN' 


L'action  de  l'élément  J^  sur  le  point  A  est  donc  égale  à  celle 
de  rélément  NN'  de  la  circonférence  de  rayon  h  qui  aurait  la 
même  densité  X,  ou  à  celle  de  l'élément  correspondant  de  la 

circonférence  du  rayon  i,  où  la  densité  serait  j.  Si  la  ligne 

considérée  est  limitée  aux  points  B  et  B^,  son  action  est  égale 
à  celle  de  l'arc  de  cercle  bb^.  On  voit  aisément  que  cette  der- 
nière action /est  proportionnelle  à  la  longueur  de  la  corde, 
ce  qui  donne 

j.      X     ,    .    a      2X  .    a 
/  =  7^2/1  sm-=-7-sin-. 


«85. 


Supposons  maintenant  qu'un   pôle  mobile,  de 
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masse  zn,  animé  d'un  mouvement  recliligne  et  uniforme  avec 
la  vitesse  u,  et  ayant  déjà  marché  depuis  un  temps  infini  avant 
l'époque  que  Ton  envisage,  se  trouve  au  point  A,  à  une  dis- 
tancée du  feuillet  conducteur  X'X(fig.  124),  et  provienne  d'une 


Fig.  i3/|. 


direction  A^A  telle  qu'il  n'ait  pas  encore  traversé  le  feuillet. 
Soit  ô  l'angle  de  cette  direction  avec  la  normale  N  au  feuillet. 
L'angle  a  que  font  avec  la  normale  les  traînées  magnétiques 
Bi'B'  et  B^B,  relatives  à  deux  positions  successives  A'  et  A  du 
pôle,  est  déterminé  par  le  triangle  BBC,  qui  donne 

l]2  =  R2-f-u^-f-2BucosO, 

usinO 
sina^= — ^r, — • 


640  ÉLECTROMAGNÉTISME. 

La  distance  des  deux  lignes  suivant  B'B  est  ult  el,  suivant 
la  perpendiculaire  commune,  RStsina.  EnGn,  la  densité  de 
chacune  d'elles  est 


Menons  la  droite  AQ  parallèlement  aux  traînées  magnéti- 
ques; appelons  a  et  a  les  angles  des  arcs  de  cercle  bç  et  AV 
qui  leur  correspondent,  h  et  h'  les  perpendiculaires  AP  et 
AT'.  Les  actions/  elf  de  ces  deux  lignes  sont  respective- 
ment dirigées  suivant  les  bissectrices  des  angles  a  et  a,  et  en 
sens  opposés  ;  elles  font  donc  avec  la  normale  des  angles  res- 

pectivement  égaux  a  -  et  a ,  et  on  a 

..,        am      .     a 

Les  composantes  Z  et  X  de  la  force  résultante,  comptées 
normalement  et  parallèlement  au  feuillet,  la  première  vers 
le  haut  et  la  seconde  dans  le  sens  du  mouvement  du  pôle 
mobile,  sont 

r  .          2  sin  -  cos  (  a~  n 
z  =/cos  -  -/  cos  (a-  -)=^\_-^ Â^ ^J' 

sm^  -      sm-  sm(  a--  n 
1  2       \     2/  I 

-ir   — h' — J- 

On  a  d'ailleurs 

A=:2csina, 

A'=A-Rsina8f=/i(i-J^^sA  =  A^-^BA^ 
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OU,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre. 


î'=i("^S'')- 


Le  triangle  ABB'  donne  aussi 

g-g"  _  sin  6 
uZt  ~'  ac   \ 

ou 

,  usine^  Usina^ 

En  substituant  ces  valeurs  de  îi  et  de  a!  dans  les  expressions 
des  composantes,  et  négligeant  les  quantités  du  second  ordre, 
on  obtient 

„_m  U-R 

4c^l 


X=-  — îj*^"»f- 


La  force  elle-même  fait  avec  la  surface  un  angle  3  déter- 
miné par  la  condition 

tangp=--3j=— jpcotg-. 

L'action  des  courants  induits  s'oppose  bien  au  mouyement 
du  pôle,  comme  on  pouvail  le  prévoir,  mais  elle  ne  lui  est 
pas  directement  opposée. 

Si  le  mouvement  du  pôle  est  normal  au  feuillet,  on 
6=0,  a=oet  U=R  +  u  ;  il  vient  alors 

X=o. 
L'aelion  est  la  même  que  celle  d'une  masse  unique,  égale 

ÊUdr.etMagn.  1  —  41 
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à  m  |c ,  située  à  chaque  instant  au  point  B  symétrique  de 


u 

m     u 


la  position  du  pôle,  ou  d'une  masse  yrr située  au  pied  de 

la  perpendiculaire  abaissée  du  pôle  sur  le  plan. 
Si  le  pôle  se  déplace  parallèlement  à  la  lame,  on  a 


ce  qui  donne 

tanga=^; 
17           mu 

^-4c*U(R+U)' 
^          m        uR 

^       4^tJ(R+lJ)' 

'     4c*(R+U)' 
tang0  =  ^  =  tanga 

La  force  est  donc  perpendiculaire  à  la  direction  des  traînées 
magnétiques  ;  elle  est  la  même  que  s'il  existait  dans  le  plan, 

sur  sa  direction,  une  masse  égale  à  -7-75 — rr^— . 

On  peut  encore  imaginer  que  la  force  F  est  produite  par  un 
aimant  infiniment  petit  situé  dans  le  plan.  En  appliquant, 
par  exemple,  les  formules  de  Gauss  (is^),  on  trouve  que  cet 
aimant  est  situé  en  arrière  de  la  projection  du  pôle,  à  une 
distance  x  donnée  par  l'équation 


3cR/    /       8u^       \ 


Taimantation  étant  parallèle  au  sens  du  mouvement.  Le 
moment  de  cet  aimant  serait  d'ailleurs  facile  à  calculer. 

La  composante  X  est  maximum,  pour  une  valeur  donnée 
de  R,  lorsque  Ton  a  u=ï,2yR;  elle  est  nulle  pour  R  =  o 
et  pour  R  =  Qo  . 

La  composante  Z  tend  à  éloigner  le  pôle  de  la  lame;  elle 

croit  avec  la  vitesse  et  tend  vers  la  valeur  -7-^  quand  la  vitesse 

tend  vers  Tinfini. 
586.  -^  Dans  le  cas  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme 
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parallèle  au  plan,  on  peut  encore  considérer  les  phénomènes 
d'une  autre  manière. 

Le  ruban  magnétique  qui  part  du  point  B  (fig.  ia5)  est 

formé  de  deux  lignes  magnétiques  dont  la  densité  cstji--  et  la 

distance  horizontale  uit. 

Désignons  par  s  la  distance  M'B  d'un  point  quelconque  M' 
et  par  x  la  distance  M'K.  Pour  un  élément  ds  du  ruban,  le 
moment  magnétique  u  est 


u 


X3 


:  m  -r*  rfj  =  mds  sin  a. 


Comme  on  a  x'  =s  sin  a,  il  yient  cr'=  mdx\ 

L'action  sur  le  point  A  de  cet  aimant  infiniment  petit  placé 
en  M',  à  la  distance  r\  est  équivalente  à  celle  d'un  aimant  infi- 
niment petit  de  moment  u  placé  en  M,  à  la  distance  r,  et  tel 
qu'on  ait 

mdx 


73  —  73' 


,/3 


A 

A 
t 

m/x 

0 

e 

rjyy 

B 

//^* 

//    :t' 

K 

X/il' 

Fig.  ia5. 


En  appelant  x  et  c  les  distances  MO  et  AO,  on  a 


/'  X 


c         _c  — xcotgg 

r'~  X'~  2C-hx'C0ig(X~^  2C   . 


644 

Il  en  résulte 


ÉLRCTR0MA6NÉTISMB. 


me— xcotfÇa  j 
4  c 


On  Toit  que  l'action  des  courants  induits  sur  le  point  A  est 
équivalente  à  celle  d'un  solénoîde  complexe  (ss9)  situé  sur  le 
plan,  partant  du  point  0,  dans  une  direction  opposée  à  celle 
du  mouyeinenty  et  dont  l'intensité  d'aimantation  en  chaque 
point  serait 

cr  _mc— xcotga 
dx~^  4  c 

On  trouverait  ainsi,  pour  les  composantes  X  et  Z  de  la  force, 
les  mêmes  valeurs  que  précédemment. 

689.  Expériemce  d'Arayo.  —  Cette  méthode  peut  être  géné- 
ralisée. Supposons  que  le  pôle  décrive  une  circonférence  de 


Fig.  196. 


rayon  a,  en  sens  contraire  du  mouvement  des  aiguilles 
quand  on  le  regarde  de  la  partie  supérieure.  L'action  des 
courants  induits  est  celle  de  deux  hélices  homogènes  de 
signes  contraires,  ou  d'un  ruban  hélicoïdal  BM'  (Gg.  126) 
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enroulé  sur  uq  cylindre  ayant  pour  axe  l*axe  de  rotation 
et  passant  par  le  pôle.  Chaque  élément  de  cette  hélice  est 
aimanté  suivant  une  tangente  au  cylindre  menée  perpen- 
diculairement à  l'axe,  et  son  action  sur  le  pôle  équivaut  à 
celle  d'un  aimant  infiniment  petit  situé  en  un  point  M  dans 
le  plan  conducteur.  Le  lieu  des  points  M  est  la  courbe  pers- 
pective de  Thélice  vue  du  point  A.  En  désignant  par  p  le 
rayon  vecteur  MO,  par  0  Tangle  (fu'il  fait  avec  la  tangente  au 
point  0,  et  remarquant  que  cet  angle  0  est  la  moitié  de 
Tangle  9  des  deux  plans  qui  passent  par  Taxe  et  par  les 
points»B  et  M\  on  a,  par  les  triangles  AMO  et  AM'K, 

^rj.  aasin-î  .   ^ 

p_MR_  a  asm6 


AK      2C'ha<fC0iga     c  +  aOcotga* 

Cette  courbe  se  compose  d'une  série  de  boucles  fermées  ayant 
une  tangente  commune  au  point  0. 

L'arc  KM'  étant  égal  à  ^9  ou  aaO,  le  moment  magnétique 
tj'  de  l'élément  d'hélice  en  M'  est  ^mad^.  Le  moment  ma- 
gnétique 17  de  l'aimant  correspondant  en  M  est  donné  par  la 
relation 

CT      fj       2  ma  - 

— r  =  -73= — 75— a  0. 


Remarquant  que  l'on  a 


il  en  résulte 


r  _  MO  _       p 
r'""M'K"aasin6 

m   p'JO 


4a*sin'6 


L'aimant  xs  au  point  M  est  parallèle  à  l'aimantation  de 
l'hélice  en  M'  ;  il  fait  donc  l'angle  6  avec  le  rayon  vecteur  p 
de  la  courbe  perspective. 

Le  calcul  de  la  force^en  A  serait  très  compliqué,  mais  il  est 
évident  que  les  portions  de  la  courbe  qui  correspondent  à  la 
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première  partie  BM'  de  Thélice  sont  prédominantes.  D'après 
ïa  direction  des  aimants  élémentaires  sur  la  courbe  perspec- 
tive, on  voit  que  l'action  sur  le  point  A  aura  une  composante 
yerticale,  une  autre  directement  opposée  à  la  vitesse  du  pôle, 
et  une  troisième  dirigée  vers  le  centre  de  la  circonférence 
qu'il  décrit.  Le  système  entier  équivaut  encore  à  un  pelit 
aimant  situé  en  arrière  du  point  0,  perpendiculaire  à  un 
rayon  du  disque  qui  fait  un  certain  angle^  du  côté  opposé 
au  mouvement,  avec  le  rayon  qui  correspond  au  pôle,  Tai- 
mantation  étant  dans  le  sens  du  mouvement,  si  le  pôle 
considéré  est  un  pôle  nord. 

Si  le  plan  était  indéfini,  cet  aimant  serait  à  une  distance 
de  Taxe  plus  grande  que  celle  du  pôle;  mais  l'eiïet  des  bords 
tend  à  le  raoïener  de  plus  en  plus  vers  le  centre,  à  mesure  que 
le  rayon  diminue.  On  retrouve  ainsi  toutes  les  particularités 
de  l'expérience  d'Arago,  entre  autres  ce  fait  que  la  composante 
radiale  est  centripète,  tant  que  le  pôle  est  éloigné  des  bords, 
et  qu'elle  devient  centrifuge  quand  il  s'en  rapproche. 

588.  —  Si  le  pôle  décrit  une  courbe  quelconque  parallèle 
au  plan,  on  obtiendra  de  même,  par  la  traînée  d'images  ma- 
gnétiques correspondantes,  l'aimantation  en  chaque  point  de 
la  courbe  perspective.  L'action  sur  le  point  A,  dans  le  cas 
d*un  plan  indéfini,  aura  encore  une  composante  verticale,  une 
autre  directement  opposée  au  mouvement  et  une  troisième 
normale  à  la  trajectoire  du  pôle  et  dirigée  vers  la  concavité 
de  la  courbe. 

689.  AmortlMeavfl  des  bonssolea.   —  L'aclion   d'un    disquo 

conducteur  sur  un  système  magnétique  en  mouvement  est 
utilisée  dans  les  boussoles  et  les  galvanomètres^  pour  amortir 
les  oscillations  des  aiguilles,  sous  la  forme  même  où  le  phé- 
nomène a  été  observé  d'abord  par  Gambey. 

Celte  action  réciproque  équivaut  à  une  sorte  de  frottement 
qui  s'oppose  au  mouvement  relatif  des  deux  systèmes;  il  en 
résulte  une  absorption  d'énergie  qui  correspond  précisément 
à  réchauffement  du  conducteur  par  les  courants  induits. 

590.   Induction   sur   un    conducteur  quelconque.   — -  D'une 

manière  plus  générale,  lorsqu'un  conducteur  de  forme  quel- 
conque se  déplace  dans  un  chanip  magnétique,  il  en  résulte 
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des  courants  induits  qui  s^opposent  au  mouyement  ;  mais  le 
calcul  des  effets  d*induction  présente  alors  de  plus  grandes 
difficultés,  parce  qu'il  faut  faire  intervenir  les  trois  dimen- 
sions du  conducteur.  Faraday  a  constaté  ainsi  que,  si  Ton 
place  entre  les  pôles  d'un  électro-aimant  non  excité  un  cube 
de  cuivre  rouge  suspendu  à  un  fil  et  animé  d*un  mouve- 
ment de  rotation  rapide,  le  cube  s'arrête  rapidement  sitôt 
qu'on  fait  passer  un  courant  dans  les  bobines,  et  on  éprouve 
une  grande  résistance  pour  le  remettre  en  mouvement. 

Foucault  a  eu  l'idée  d'utiliser  cette  expérience  pour  mettre 
en  évidence  l'échaufl^ement  du  conducteur.  A  l'aide  d'un  sys- 
tème de  roues  dentées  commandées  par  une  manivelle,  il 
entretient  la  rotation  d'un  disque  conducteur  entre  les  bran- 
ches d'un  électro-aimant  très  énergique  :  le  travail  dépensé 
est  considérable  et  la  température  du  disque  s'élève  très  ra- 
pidement. La  mesure  du  travail  dépensé  et  de  la  chaleur  cor- 
respondante fournit  même  un  moyen  de  déterminer  l'équiva- 
lent mécanique  de  la  chaleur  ;  c'est  le  principe  delà  méthode 
employée  par  M.  Violle. 


CHAPITRE    HUITIÈME 

PHÉNOMÈNES   OPTIQUES 


ftoi.  Déeo«Terto  de  Faraday.  —  Après  de  nombreuses  re- 
cherches, demeurées  longtemps  infructueuses,  Faraday  a 
découvert  en  1845  qu'un  corps  transparent,  dénué  par  lui- 
même  de  pouvoir  rotatoire,  devient  capable,  sous  Tinfluence 
du  magnétisme,  de  faire  tourner  le  plan  de  polarisation  d'un 
rayon  lumineux.  L'effet  est  maximum  quand  le  rayon  polarisé 
traverse  le  corps  parallèlement  aux  lignes  de  force;  il  est  nul 
quand  les  deux  directions  sont  rectangulaires. 

Ce  phénomène,  constaté  d'abord  pour  le  flinl  lourd,  se  pro- 
duit avec  des  intensités  diverses  pour  tous  les  corps  liquides 
et  les  solides  monoréfringenls;  l'action  du  magnétisme  est 
moins  sensible  sur  les  corps  biréfringents  ;  elle  est  extrême- 
ment faible  pour  les  gaz  et  les  vapeurs,  et  ce  n'est  que  dans  des 
expériences  toutes  récentes  qu'on  est  parvenu  à  la  constater. 
Les  corps  doués  naturellement  du  pouvoir  rotatoire  donnent 
lieu  au  même  phénomène  :  les  deux  rotations  s'ajoutent  ou  se 
retranchent,  suivant  leurs  sens  respectifs. 

ft08.  Corpi  poiitifi  et  Méfratif*.  —  Touteslessubstances  étu- 
diées par  Faraday  font  tourner  le  plan  de  polarisation  dans  le 
même  sens  sous  l'influence  du  magnétisme;  c'est  le  sens  du 
courant  qui,  tournant  autour  du  rajon,  donnerait  au  champ 
sa  direction  actuelle.  Toutes  ces  substances  sont  diamagné- 
tiques.  Yerdet  a  trouvé  que  la  plupart  des  substances  ma- 
gnétiques, par  exemple  les  dissolutions  de  perchiorure  de  fer 
dans  l'esprit-de-vin  ou  l'éther,  font  tourner  le  plan  de  polari- 
sation dans  le  sens  inverse.  En  considérant  la  première  rota- 


PHÉNOMÉNBS  OPTIQUES.  649 

tion  comme  positive,  on  peut  dire.,  en  général,  sinon  d'une 
manière  absolue,  que  les  substances  diamagnétiques  font  tour- 
ner le  plan  de  polarisation  dans  le  sens  positif,  et  les  sub- 
stances magnétiques  dans  le  sens  négatif. 

ftoa.  — Il  y  a  une  différence  importante  dans  la  manière 
dont  s'effectue  la  rotation  du  plan  de  polarisation,  suivant  que 
l'on  considère  la  rotation  naturelle  ou  la  rotation  magnétique. 
Dans  les  deux  cas,  Tangle  de  rotation  est  proportionnel,  toutes 
choses  égales  d'ailleurs,  à  l'épaisseur  traversée  du  milieu; 
mais  dans  le  quartz,  Teau  sucrée,  l'essence  de  térébenthine, 
la  rotation  est  liée  à  la  propagation  de  la  lumière,  de  sorle 
qu'elle  a  toujours  lieu  dans  le  même  sens  pour  l'observateur 
qui  reçoit  le  rayon.  11  en  résulte  que  si  le  rayon,  après  avoir 
traversé  la  substance  transparente,  revient  sur  ses  pas,  à  la 
suite  d'une  réflexion  normale,  il  éprouve  au  retour  une  rota- 
tion égale  et  contraire  à  la  première,  et  le  plan  de  polarisation 
retrouve  au  point  de  départ  sa  position  primitive. 

La  rotation  magnétique,  au  contraire,  est  indépendante  du 
sens  de  la  propagation  et  ne  dépend  que  de  la  direction  de  la 
force  magnétique.  Le  rayon  qui  revient  sur  ses  pas,  après  une 
réflexion  normale,  éprouve  une  rotation,  de  même  sens  absolu, 
qui  s'ajoute  à  la  première  ;  on  peut  ainsi,  en  faisant  réfléchir  le 
rayon  normalement  un  nombre  impair  de  fois,  2/1  +  i ,  observer 
la  même  rotation  que  s'il  avait  traversé  une  épaisseur  2/1+ 1 
fois  plus  grande  de  la  substance. 

ftoi.  liou  de  Terdet.  —  Yerdet  a  démontré  par  l'expérience 
que,  pour  un  rayon  polarisé  homogène,  la  rotation  du  plan 
de  polarisation  est  proportionnelle  : 

1"*  A  l'épaisseur  traversée  ; 

2^  A  la  composante  de  la  force  magnétique  suivant  la  di- 
rection du  rayon  ; 

3*  A  un  coefficient  qui  dépend  de  la  nature  du  corps  et 
qui  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  corps  est  diamagné- 
tique  ou  magnétique. 

Ces  lois  peuvent  être  résumées  dans  l'énoncé  suivant  : 

La  rotation  du  plan  de  polarisation  entre  deux  points  est 
proportionnelle  à  la  différence  de  potentiel  magnétique  qui 
existe  entre  ces  deux  points. 
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Soient  V  et  Y  les  valeurs  du  potentiel  en  deui  points  A  et 
A'  pris  sur  le  trajet  du  rayon;  l'angle  6  dont  le  plan  de  pola- 
risation aura  tourné  entre  ces  deux  points  sera  exprimé  par 
la  relation 

e=u)(V-V'), 

(I)  étant  la  rotation  qui»  pour  la  substance  considérée,  corres- 
pond à  une  différence  de  potentiel  égale  à  l'unité.  Cette  quan- 
tité a  reçu  le  nom  de  constante  de  Verdet;  elle  déGnit  le 
pouvoir  rotatoire  magnétique  du  corps. 

Verdet  a  démontré  que,  lorsqu'un  sel  est  dissous  dans  Teau, 
l'eau  et  le  sel  apportent  chacun  dans  la  dissolution  leur  pou- 
voir rotatoire  magnétique  spécial;  la  rotation  produite  parla 
dissolution  est  la  somme  algébrique  des  rotations  dues  à  chacun 
des  corps  qui  la  composent.  C'est  ainsi  que,  l'eau  ayant  un 
pouvoir  rotatoire  positif  et  le  perchlorure  de  fer  un  pouvoir 
rotatoire  négatif,  une  dissolution  de  perchlorure  de  fer  fait 
tourner  le  plan  de  polarisation  dans  un  sens  ou  dans  l'autre 
suivant  son  degré  de  concentration.  La  loi  peut  être  considérée 
comme  générale. 

606.    DUpenioM    rotatoire  mairie tiqve.    —   Pour  un  même 

corps,  la  valeur  de  la  constante  (I)  varie  avec  la  longueur  d'onde. 
Le  sens  de  la  variation  est  le  même  que  pour  la  rotation  na- 
turelle :  dans  les  deux  cas,  en  effet,  la  rotation  est  approxima- 
tivement en  raison  inverse  du  carré  de  la  longueur  d'onde. 
En  réalité,  le  produit  de  la  rotation  par  le  carré  de  la  lon- 
gueur d'onde  va  toujours  en  augmentant  à  mesure  que  la 
longueur  d'onde  diminue.  Qu'il  s'agisse  de  rotation  naturelle 
ou  de  rotation  magnétique,  les  substances  pour  lesquelles 
cet  accroissement  est  le  plus  sensible  sont  celles  qui  ont  le 
plus  grand  pouvoir  dispersif. 

Quelques  mois  après  la  publication  des  découvertes  de  Fa- 
raday, M.  Airy  a  fait  remarquer  qu'il  sufGsait,  pour  rendre 
compte  des  phénomènes,  d'ajouter  aux  équations  connues 
du  mouvement  vibratoire  des  corps  isotropes  certains  termes 
proportionnels  aux  dérivées  d'ordre  impair  des  déplacements 
par  rapport  au  temps.  Parmi  les  différentes  formules  aux- 
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quelles  on  parvient  en  faisant  des  hypothèses  particulières 
sur  la  nature  des  termes  ajoutés  aux  équations,  la  suivante 


n7        ^  dn\ 


dans  laquelle  m  est  une  constante  et  n  l'indice  de  réfraction 
de  la  substance  pour  un  rayon  de  longueur  d'onde  X,  présente 
un  accord  presque  complet  avec  l'expérience.  La  constante  m, 
comme  nous  le  verrons  plus  loin,  serait  en  raison  inverse  de 
la  perméabilité  magnétique. 

M.  H.  Becquerel  a  remarqué  que  le  quotient  du  pouvoir 
rotatoire  par  le  produit  n^n^^i)  varie  très  peu  pour  les 
diverses  substances,  et  que  ce  quotient  est  constant  pour  les 
corps  d*une  même  famille  chimique. 

6fNi.  Expérience  de  M.  Kerr. — Lorsqu'un  rayou  de  lumière 
polarisée  se  réfléchit  sur  le  pôle  d'un  aimant,  son  plan  de 
polarisation,  d'après  les  expériences  de  M.  Kerr,  éprouve  une 
rotation  manifeste;  il  est  avantageux  de  rendre  la  réflexion 
normale  afln  d'éviter  les  effets  de  polarisation  elliptique.  Sur 
un  pôle  positif  ou  nord,  la  rotation  s'efi'ectue  de  gauche  à 
droite  pour  l'observateur,  c'est-à-dire  en  sens  inverse  du  cou- 
rant qui  produirait  Taimantation.  11  est  difflcilc  de  dire  si 
c'est  là  une  rotation  magnétique  simple  due  au  gaz,  ou,  comme 
le  croit  M.  Kerr,  un  phénomène  nouveau. 

ft07.  Interprétation  de  la  polariflatlon  rotatoire.  —  Les  priu^ 

cipes  de  la  théorie  donnée  par  Fresnel  pour  expliquer  la  pola- 
risation rotatoire  du  quartz  et  des  liquides  actifs  peuvent 
être  appliqués  à  la  polarisation  rotatoire  magnétique. 

On  sait  qu'un  rayon  de  lumière  polarisée  dans  un  plan 
équivaut  à  deux  rayons  polarisés  circulairement  en  sens  con- 
traires, de  même  période,  marchant  avec  la  même  vitesse,  et 
dont  l'amplitude  de  vibration  est  moitié  moindre  que  celle 
de  la  vibration  rectiiigne  résultante. 

Pour  se  représenter  chacun  des  rayons  circulaires,  on  sup- 
posera que,  toutes  les  molécules  d'une  même  droite  étant 
écartées  de  leur  position  d'équilibre  et  disposées  suivant  une 
hélice  ayant  cette  droite  pour  axe,  on  imprime  au  système  une 


6S2  ÉLECTROMàGNÉTISMB. 

rotation  uniforme  autour  de  Taxe.  Chaque  point  de  l'hélice, 
qui  représente  une  molécule  vibrante,  décrit  une  circonré- 
rence  autour  de  Taxe  et,  en  même  temps,  Thélice  prend  un 
mouvement  longitudinal  apparent  qui  figure  la  propagation 
de  l'ondulation.  La  longueur  d'onde,  qui  est  l'espace  parcouru 
pendant  une  période,  est  représentée  par  le  pas  de  l'hélice. 
Si  l'hélice  est  dextrorsum,  comme  une  vis  ordinaire,  la  vibra- 
tion a  lieu  dans  le  sens  du  mouvement  des  aiguilles  d'une 
montre  pour  un  observateur  vers  lequel  se  fait  la  propaga- 
tion. On  dit  que  le  rayon  est  polarisé  circulaire  ment  à  droite 
ou,  plus  simplement,  que  c'est  un  rayon  circulaire  droit.  Le 
rayon  circulaire  est  gauche  quand  la  vibration  se  fait  en  sens 
contraire  des  aiguilles  d'une  montre,  pour  un  observateur 
vers  lequel  il  se  propage. 

Si  l'on  superpose  ainsi  deux  hélices  de  sens  contraires  par- 
iant du  même  point  A,  et  que  chaque  molécule  du  milieu 
participe  au  double  mouvement,  les  positions  successives 
qu'elle  occupera  en  vertu  des  deux  vibrations  circulaires 
seront  toujours  symétriques  par  rapport  au  plan  passant  par 
le  rayon  et  le  point  A;  le  mouvement  vibratoire  résultant  est 
toujours  dans  ce  plan  et,  par  suite,  le  rayon  reste  polarisé 
rectilignement  dans  son  plan  primitif. 

On  peut  admettre  que  les  choses  se  passent  ainsi  quand 
un  rayon  polarisé  rectilignement  traverse  un  corps  transpa- 
rent isotrope  à  l'état  naturel,  comme  le  flint  de  Faraday. 
Mais  si  ce  flint  est  placé  dans  un  champ  magnétique,  par 
exemple  à  l'intérieur  d'une  bobine  cylindrique,  et  que  la 
lumière  se  propage  parallèlement  aux  lignes  de  force  et  dans 
leur  direction,  le  rayon  reste  encore  polarisé  à  la  sortie,  mais 
le  plan  de  polarisation  a  tourné  d'un  certain  angle  dans  le 
sens  des  courants  ex.térieurs  de  la  bobine,  c'est-à-dire  vers  la 
gauche  de  l'observateur  qui  reçoit  le  rayon.  La  rotation  a 
lieu  vers  la  droite,  au  contraire,  si  la  lumière  se  propage 
dans  une  direction  opposée. 

Dans  rhypothèse  des  vibrations  circulaires,  il  faut  donc 
que^  pendant  le  passage  à  travers  le  milieu  actif,  l'un  des 
rayons  ait  pris  sur  l'autre  une  avance  de  phase  égale  au 
double  de  l'angle  de  rotation  du  plan  de  polarisation.  Poup 
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le  flint  et  les  substances  diamagoétiques,  c'est  le  rayon  circu- 
laire gauche  qui  se  met  en  avance  lorsque  la  propagation  se 
fait  dans  le  sens  des  lignes  de  force  ;  Tinverse  a  lieu  pour  les 
milieux  magnétiques. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  conception  de  deux  rayons  circulaires 
inverses,  qui  se  propagent  dans  le  milieu  avec  des  vitesses  dif- 
férentes n*est  point  une  pure  hypothèse  ;  Texpérience  montre, 
en  effet,  qu'un  rayon  circulaire  donné  n'a  pas  le  même  indice 
de  réfraction,  suivant  qu'il  traverse  la  substance  soumise  à 
Taction  du  maguétisme  dans  le  sens  des  lignes  de  force  ou 
en  sens  contraire. 

M.  Cornu  a  vérifié,  en  outre,  que  dans  les  deux  cas  les 
variations  des  indices  sont  égales  et  de  signes  contraires  par 
rapport  à  celui  qu'aurait  le  rayon  dans  le  même  milieu  sous- 
trait à  l'action  du  magnétisme. 

ft08.  —  Cette  différence  de  phase  peut  être  expliquée  de 
plusieurs  manières  :  on  peut  admettre  que,  pour  les  deux 
rayons,  la  période  reste  la  même  avec  une  vitesse  de  propa- 
gation différente;  ou  bien  que,  la  vitesse  de  propagation  res- 
tant la  même,  la  période  cesse  d'être  égale  pour  les  deux 
rayons  et  différente  pour  chacun  d'eux  de  ce  qu'elle  est  dans 
le  milieu  extérieur  ;  ou  enfin,  ce  qui  serait  peut-être  plus  vrai* 
semblable^  eu  égard  aux  lois  ordinaires  de  la  dispersion, 
qu'il  y  a  en  même  temps  modification  de  la  période  et  de 
la  vitesse  de  propagation. 

En  général,  il  est  impossible  de  concevoir  un  état  vibratoire 
permanent  ayant  une  période  différente  de  celle  de  la  cause 
qui  le  produit;  mais  dans  le  cas  actuel  la  difficulté  ne  paraît 
pas  exister,  si  l'on  admet  que  le  milieu  qui  transmet  la  lumière 
est  animé  lui-même  d'un  mouvement  de  rotation  dans  un 
sens  déterminé  ;  la  période  du  mouvement  relatif  resterait  la 
même  pour  les  deux  rayons  et  la  même  que  dans  le  milieu 
extérieur  ;  Tavance  de  phase  serait  due  seulement  à  la  diffé- 
rence des  mouvements  absolus  et  précisément  égale  à  la 
moitié  de  cette  différence. 

Dans  tous  les  cas,  lorsque  les  deux  rayons  circulaires  sor- 
tent du  milieu,  ils  reprennent  la  même  période  et  la  même 
vitesse  de  propagation  et  reconstituent  un  rayon  polarisé  rec- 
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tiiigaement.  La  différence  des  temps  que  mettent  ces  deux 
rayons  de  vitesse  Y  et  V,  à  parcourir  une  épaisseur  e  du 
milieu  est 


'■~^(v^    V'j* 


En  appelant  T  la  période  du  rayon  dans  Taîr,  rinferfé- 
rence  à  la  sortie  a  donc  lieu  entre  deux  rayons  dont  la  diffé- 
rence de  phase  à  l'entrée  était 


(i)  ^'^x=^^jf\P"-Y7" 


Ces  rayons  ayant  dans  le  milieu  des  périodes  T'  et  T',  les 
nombres  m' et  m''  d'oscillations  qu'ils  ont  effectuées  sont 

mT=^,     et      m'^T—^ 
ce  qui  donne 

La  différence  de  phase  à  la  sortie  est  donc 

et  la  rotation  du  plan  de  polarisation 

(3)  ^~'^^[^Y^(^j>~'*"j)~Y7f  ^/"^"  jjj- 

Désignant  par  V  et  X  la  vitesse  et  la  longueur  d'onde  du 
rayon  dans  Tair,  on  peut  écrire 

(4)  e.=Ç[^(.4-l)-|.(.+I)]. 
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609.  —  Quelle  que  soit  la  cause  qui  modifie  les  vibrations 
circulaires,  il  est  à  prévoir  que  les  effets^  étant  très  petits,  de- 
vront être  égaux  et  de  signes  contraires  sur  les  deux  rayons 
circulaires  inverses,  et  qu'ils  sont  proportionnels  à  la  force 
magnétique  X. 

On  peut  donc  écrire,  en  désignant  par  U  et  T  la  vitesse  et 
la  période  qu'aurait  le  rayon  considéré,  si  le  champ  magné- 
tique était  supprimé,  et  par  n  Tindice  de  réfraction  relatif  à 
la  vitesse  U, 

V     V 

(5)  V       V 

y7,  =  g(i+aX)=:/i(i+aX); 

et 

T  T 

(tii  7|v=I— PX,    ,p=I-f-pX. 

La  rotation  du  plan  de  polarisation  devient  alors 

6=-r— (2aH-P)X. 

Le  champ  étant  supposé  uniforme,  le  produit  eX  représente 
la  différence  de  potentiel  à  Tentrée  et  à  la  sortie  du  rayon  ;  on 
aura  donc 

Pour  la  rotation  naturelle,  Fresnel  admet  que  la  période  ne 
change  pas.  Si  Ton  adopte  cette  hypothèse,  le  coefficient  ^  est 
nul;  en  appelant  //et  n  les  indices  de  réfraction  des  deux 
rayons  circulaires,  on  a  simplement 


,ç,.  2^/V      V\      2x«'~n' 

(8)         ^=xxVr"\r7^x"^r"^ 


—  Telle  serait  la  rotation  si  la  vitesse  de  propagation 
-était  indépendante  de  la  longueur  d'onde;  mais  il  faut  remar- 
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quer  encore  que  la  polarisation  rotatoire  introduit  une  dis- 
persion entre  les  deux  rayons  circulaires. 

Les  vitesses  V  et  W  se  rapportent  à  deux  longueurs  différentes 
X'  et  X',  et  les  valeurs  de  U  et  de  n  que  l'on  introduit  dans  le 
second  membre  de  Téquation  (4)  sont  relatives  à  la  propaga- 
tion, dans  le  milieu  à  Tétat  naturel,  de  vibrations  de  ces  deux 
longueurs  d'ondes.  On  doit  donc  écrire,  en  se  bornant  aux 
termes  du  premier  ordre, 


(i-aX)  =  «-/iaX+^(X'-X), 


il  en  résulte 

On  a  d*ailleurs 

X'     V      '-"^-^^^^'^'-'^^  Y^'^/^/v     .'^ 

ce  qui  donne,  au  même  degré  d'approximation, 
-X'         ,/       \dn\ 

La  rotation  magnétique  devient  alors 

On  voit  qu'il  faut  multiplier  le  résultat  indépendant  de  la 

dispersion  par  le  facteur  (i—--Tr-). 

Le  coefficient  a  est  lui-même  une  fonction  de  la  longueur 
d*onde.  Pour  retrouver  la  formule  du  n""  &•«,  qui  satisfait 


2(x} 
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le  mieux  aux  expérieaces,  il  suffit  que  ce  coefficient  soit  pro- 
portionnel  à  rj .  Nous  verrons  dans  quel  ordre  d'idées  on  peut 

retrouver  cette  formule  par  la  théorie. 

eoi.  iiemar4aesdeflir^iv.  Thomaoïi.  —  Les  phénomènes  de 
polarisation  rotatoire  magnétique,  d'après  sir  W.  Thomson, 
paraissent  être  la  confirmation  des  idées  d'Ampère  sur  la 
nature  intime  du  magnétisme. 

«  L'inQuence  du  magnétisme  sur  la  lumière,  découverte 
«  par  Faraday,  dépend  du  sens  du  mouvement  des  particules 
«  mobiles.  Par  exemple,  dans  un  milieu  qui  possède  cette 
«  propriété,  les  particules  situées  sur  une  droite  parallèle  aux 
«  lignes  de  force,  déplacées  sur  une  hélice  ayant  cette  ligne 
a  comme  axe,  puis  projetées  tangentiellement  avec  une  vi- 
«  tesse  capable  de  leur  faire  décrire  des  cercles,  auront  des 
«  vitesses  différentes  suivant  que  leur  mouvement  s'effectuera 
<(  dans  un  sens  (par  exemple  celui  du  courant  qui  produit  le 
«  champ)  ou  dans  le  sens  opposé.  Mais  la  réaction  élastique 
«  du  milieu  doit  être  la  même  pour  des  déplacements  égaux, 
«  quelles  que  soient  les  vitesses  et  la  direction  des  parti- 
«  cules  ;  c'est-à-dire,  les  forces  qui  font  équilibre  à  la  force 
«  centrifuge  du  mouvement  circulaire  doivent  être  égales, 
«  bien  que  les  mouvements  lumineux  soient  inégaux. 

<(  Les  mouvements  circulaires  absolus  étant  ou  égaux  ou 
«  capables  de  donner  des  forces  centrifuges  égales  aux  parti- 
«  cules  considérées  en  premier  lieu,  il  faut  que  les  mouve- 
«  ments  lumineux  soient  seulement  des  composantes  du  mou- 
«  vement  total  ;  et  que  la  moindre  composante  lumineuse  dans 
«  une  direction,  composée  avec  le  mouvement  qui  existe  dans 
«  le  milieu  quand  il  ne  transmet  pas  de  lumière,  donne  la 
«  même  résultante  que  le  plus  grand  mouvement  lumineux 
«  composé  avec  le  même  mouvement  non  lumineux. 

«  Â  mon  avis,  il  est  non  seulement  impossible  de  concevoir 
«  autrement  que  par  cette  explication  dynamique  comment 
«  un  rayon  polarisé  circulairement  qui  traverse  un  morceau 
a  de  verre  aimanté  parallèlement  aux  lignes  de  force  peut, 
«  tout  en  conservant  la  même  qualité,  c'est-à-dire  en  restant 
«  toujours  droit  ou  toujours  gauche,  se  propager  avec  une 

ÉUd.  et  Magn.  I  —  42 
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u  vitesse  diOTérente,  suivant  qu'il  se  meut  dans  le  sens  des 
«  lignes  de  force  ou  en  sens  contraire,  mais  je  pense  qu'on 
(<  peut  démontrer  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  explication  possible. 

«  11  semble  résulter  de  là  que  la  découverte  de  Faraday 
«  apporte  une  démonstration  de  la  réalité  de  l'hypothèse 
«  d'Ampère  sur  la  nature  intime  du  magnétisme,  et  donne 
«  une  définition  de  l'aimantation  dans  la  théorie  mécanique 
«  de  la  chaleur. 

«  L'introduction  du  principe  de  la  conservation  des  aires 
«  dans  l'hypothèse  des  tourbillons  {vortices)  moléculaires 
«  conduit  à  ce  résultat  que  la  ligne,  perpendiculaire  au  plan 
«  sur  lequel  la  somme  des  projections  des  aires  des  mouve- 
«  menls  thermiques  est  un  maximum  (plan  maximum  des 
«  aires),  pourrait  bien  être  l'axe  magnétique  du  corps  aimante 
«  et  suggère  l'idée  que  le  moment  magnétique  se  trouverait 
«  alors  défini  par  la  valeur  de  cette  projection. 

«  L'explication  de  tous  les  phénomènes  d  attraction  et  de 
«  répulsion  électromagnétique,  ainsi  que  d'induction  électro- 
ce  magnétique,  doit  dès  lors  être  cherchée  simplement  dans 
«  l'inertie  et  la  pression  de  la  matière  dont  le  mouvement 
«  constitue  la  chaleur.  Maintenant,  que  cette  matière  soit  ou 
«  non  l'électricité,  qu'elle  soit  un  fluide  continu  remplissant 
«  les  espaces  inter-moléculaires,  ou  qu'elle  soit  elle-même 
«  groupée  moléculairement;  ou  encore,  toute  matière  est-elle 
«  continue  et  Thétérogénéité  moléculaire  n'est-elle  due  qu'à 
a  des  tourbillons  finis  ou  à  d'autres  mouvements  relatirs  des 
u  parties  contiguës  d*un  corps  ;  ce  sont  des  points  qu'il  est 
«  impossible  de  décider  et  sur  lesquels  il  serait  peut-être  oiseux 
«  de  faire  des  spéculations  dans  l'état  actuel  de  la  science.  )> 
[Reprint  ofPapers,  p.  419.) 

602.  Double  réfractiom  électrique.    —  On  Sait  que,    tOUteS 

les  fois  qu'un  corps  transparent  monoréfringent  est  soumis  à 
une  action  mécanique,  telle  qu'une  pression  ou  une  tension 
suivant  une  direction  déterminée,  ce  corps  acquiert  d'une 
manière  passagère  les  propriétés  d'un  corps  biréfringent,  l'axe 
de  double  réfraction  étant  dirigé  suivant  la  ligne  de  pression 
ou  de  traction. 
M.  Kerr  a  montré  que  tout  corps  diélectrique  monorc- 
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fringeat  solide  ou  liquide,  placé  dans  un  champ  électrique, 
acquiert  la  double  réfraction  accidentelle  ;  Taxe  de  double 
réfraction  coïncide  avec  la  ligne  de  force,  et,  suivant  la  nature 
du  corps,  la  vitesse  du  rayon  extraordinaire  est  plus  grande 
ou  plus  petite  que  celle  du  rayon  ordinaire. 

Appelons  8  l'intensité  de  la  double  réfraction,  c'est-à-dire 
la  différence  de  marche  qui  s'établit  entre  les  deux  rayons 
ordinaire  et  extraordinaire,  pour  une  épaisseur  du  diélec- 
trique égale  à  l'unité,  et  Y  la  différence  de  potentiel  électro- 
statique entre  deux  points  situés  à  une  distance  d;  la  force 

V 

électrique  F  dans  la  région  considérée  est  égale  à  -i .  M.  Kerr 

déduit  de  ses  expériences  la  relation 

k  étant  une  constante  caractéristique  du  corps,  positive  ou 
négative  suivant  les  cas.  11  en  résulte  que  rintensité  de  double 
réfraction  électrique  est  proportionnelle  au  carré  de  la  force 
électrique. 

Nous  avoDS  vu  (io7  )  que  le  diélectrique  peut  être  considéré 
comme  soumis  dans  le  sens  des  lignes  de  force  à  une  tension 
proportionnelle  au  carré  de  la  force.  11  semble  donc  que 
le  phénomène  observé  par  M.  Kerr  peut  être  considéré  comme 
une  double  réfraction  accidentelle  due  à  la  tension  électro- 
statique du  milieu. 
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e03.    Unltéfl  fondanentali**.    Unité*   dérlTée».   —  Pendant 

longtemps  on  s'est  borné,  dans  les  phénomènes  d'électricité 
et  de  magnétisme,  à  évaluer  les  diverses  quantités  en  fonction 
d'unités  arbitraires  dont  le  choix  était  déterminé  pour  chaque 
cas  particulier  par  la  commodité  des  expériences.  Cette  mé- 
thode, alors  même  que  les  unités  employées  ont  été  convena- 
blement définies,  a  le  grave  inconvénient,  non  seulement 
de  rendre  très  difficile  la  comparaison  des  résultats  obtenus 
par  différents  observateurs,  mais  surtout  de  masquer  les  rela- 
tions qui  peuvent  exister  entre  les  divers  ordres  de  phéno- 
mènes. 11  est  donc  de  la  plus  grande  importance,  pour  les  pro- 
grès de  ia  science,  d'établir  une  entente  commune  sur  le  choix 
des  unités,  et,  en  même  temps,  que  les  unités  adoptées  pré- 
sentent entre  elles  ce  caractère  de  coordination  qui  fait  la 
supériorité  du  système  métrique. 

Les  unités  qui  correspondent  aux  diverses  espèces  de  gran- 
deurs pourraient,  en  effet,  être  choisies  d'une  manière  arbi- 
traire et  indépendamment  les  unes  des  autres;  mais  il  y  a  un 
avantage  manifeste  à  les  faire  dépendre  d'un  nombre  aussi 
petit  que  possible  d'unités  simples.  C'est  ainsi  qu'en  géométrie, 
par  exemple,  l'unité  de  surface  et  l'unité  de  volume  peuvent 
être  dérivées  de  l'unité  de  longueur.  En  cinématique  s'intro- 
duit, avec  la  vitesse,  une  nouvelle  notion  et  une  nouvelle 
unité,  celle  du  temps.  L'étude  de  la  dynamique  amène  une 
troisième  unité,  indépendante  des  deux  premières,  l'unité  de 
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force  ou  l'unité  de  masse.  Toutes  les  grandeurs  mécaniques 
peuvent  ainsi  être  évaluées  en  fonction  des  trois  unités  de 
longueur,  de  temps  et  de  masse,  ou  de  longueur,  de  temps  et 
de  force.  Dans  un  système  coordonné^  les  unités  irréductibles 
sont  appelées  unités  fondamentales;  les  autres  sont  désignées 
sous  le  nom  d'unités  dérivées. 

Toutes  les  grandeurs  que  Ton  considère  en  électricité  et  eu 
magnétisme  ont  été  définies  par  leurs  propriétés  mécaniques  ; 
elles  peuvent  donc  être  mesurées,  comme  les  quantités  méca- 
niques elles-mêmes,  en  fonction  des  trois  unités  fondamentales 
de  longueur,  de  temps  et  de  masse. 

Un  système  de  mesures  fondé  sur  ces  principes  est  appelé 
un  système  absolu,  le  mot  absolu  étant  employé  par  opposition 
au  mot  relatifs  qui  caractériserait  un  système  de  mesures  in- 
dépendantes les  unes  des  autres. 

eo4.  DimeMsiomi  d'ane  unité  dérivée.  —  Soient  n  Texpression 
numérique  d'une  quantité,  c*est-à-dire  le  nombre  d'unités 
qu'elle  renferme,  et  [N]  la  grandeur  de  Tunité  de  comparai- 
son ;  si  celte  unité  était  prise  égale  à  [N'I,  la  grandeur  mesurée 
serait  exprimée  par  un  autre  nombre  n  et  on  aurait  la  relation 

qui  donne 

Il  en  résulte  que  le  rapport  des  valeurs  numériques  d'une 
quantité  donnée  est  égal  au  rapport  inverse  des  grandeurs  des 
unités  qui  lui  ont  servi  de  mesure. 

Quand  Tunité  est  une  unité  dérivée  et  qu'elle  varie  par 
suite  d'un  changement  dans  la  grandeur  des  unités  fonda- 
mentales, il  faut,  pour  connaître  ce  dernier  rapport,  savoir 
de  quelle  manière  l'unité  dérivée  dépend  des  unités  fonda- 
mentales. On  appelle  dimensions  d'une  unité  dérivée  la  rela- 
tion qui  lie  cette  unité  aux  unités  fondamentales. 

Nous  représenterons  par  les  symboles  [L],  [M]  et  [T]  les 
unités  fondamentales  de  longueur,  de  masse  et  de  temps,  et 
par  une  lettre  entre  crochets  [x\  la  grandeur  d'une  unité  quel- 
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conque.  Les  dimensions  de  l'unité  de  surface  seront  repré- 
sentées par  le  symbole  [L^]  et  celles  de  Tunité  de  volume  par 
le  symbole  [L^]  ;  cela  signifie  que  Tunité  de  surface  varie 
comme  le  carré,  et  Tunité  de  volume  comme  le  cube  de  Tunité 
de  longueur. 

Plus  généralement,  si  les  dimensions  d'une  unité  dérivée 
sont  exprimées  par  le  symbole  [1/  W  TT,  et  qu'on  prenne  suc- 
cessivement, comme  unités  fondamentales,  dès  valeurs  L,  M,  T 
et  L',  Wy  T',  le  rapport  des  valeurs  de  Tunité  dérivée  dans 
les  deux  systèmes  sera 

[N1_/L'y/M'\Yry 

[N]-vl;  UAï/" 

605.  Vnité»  dériTées  mécaniques.  —  Les  principales  gran- 
deurs dérivées  en  mécanique  sontlavtto^^,  Vœcélération,  la 
force^  et  le  travail  ou  Vénergie. 

Vitesse  [v].  —  La  vitesse  ^  est  le  chemin  parcouru  par  un 
mobile  dans  Tunité  de  temps,  ou  le  quotient  d'une  longueur 
par  un  temps.  Les  dimensions  de  l'unité  de  vitesse  seront 
donc  exprimées  par  la  formule 

M  =  [LT-']. 

Accélération  [y],  —  L'accélération  y  est  le  rapport  de  l'ac- 
croissement de  la  vitesse  à  l'accroissement  du  temps  ;  par  suite, 
le  quotient  d'une  vitesse  par  un  temps,  et  l'on  a,  pour  les 
dimensions  de  Tunité, 

[y]  =  [LT--]. 

Force  [/].  —  La  force /est  le  produit  d'une  masse  par  une 
accélération,  ce  qui  donne 

[/]  =  [LMT-]. 

Travail,  Énergie  [W].  —  Le  travail  ou  l'énergie  W  est  le 
produit  d'une  force  par  une  longueur;  la  force  vive,  qui  est 
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une  quantité  de  même  espèce^  est  le  produit  d*uae  masse  par 
le  carré  d'une  vitesse.  On  obtient,  dans  les  deux  cas, 

[W]  =  [L'MT-]. 

L'unité  de  force  est  celle  qui,  agissant  sur  l'unité  de  masse, 
lui  communique  pendant  Tunité  de  temps  une  accélération 
égale  à  l'unité. 

L'unité  de  travail  est  le  travail  produit  par  l'unité  de  force, 
quand  son  point  d'application  se  déplace  de  l'unité  de  longueur 
dans  sa  propre  direction. 

Ces  deux  dernières  unités  ne  sont  pas  celles  de  la  pratique 
ordinaire  :  on  prend  plus  habituellement  le  poids  d'un  corps 
comme  unité  de  force,  par  exemple  le  gramme  ou  le  kilo- 
gramme, et  le  kilogrammètre  comme  unité  de  travail.  Gela 
revient  a  choisir  l'unité  de  force,  au  lieu  de  l'unité  de  masse, 
comme  troisième  unité  fondamentale.  Le  choix  d'un  poids, 
tel  que  celui  du  kilogramme  des  Archives  à  Paris,  comme 
unité  de  force,  présente  l'inconvénient  que  si  ce  corps,  ou 
tout  autre  équivalent,  est  transporté  en  un  autre  point  du 
globe,  son  poids  réel  ne  représentera  plus  l'unité  de  force, 
par  suite  du  changement  de  l'intensité  de  la  pesanteur;  la 
masse  d'un  corps,  au  contraire,  est  une  quantité  invariable, 
en  quelque  lieu  qu'il  soit  placé. 

Il  est  facile  de  voir  la  relation  qui  existe  entre  ces  deux 
unités  :  la  formule  p=zmg^  dans  laquelle  m  représente  la 
masse  d'un  corps,  et  p  son  poids  en  un  lieu  où  l'accélération 
de  la  pesanteur  est  gy  montre  que,  si  la  masse  d'un  corps  est 
égale  à  l'unité,  son  poids  lui  imprimera  une  accélération  égale 
â  ^  et  vaut,  par  suite,  g  fois  l'unité  de  force,  telle  qu'elle  a  été 
déGnie  plus  haut,  l'accélération  g  étant  exprimée  en  fonction 
de  la  longueur  choisie  comme  unité  fondamentale. 

Ainsi,  si  l'on  prend  comme  unités  le  mètre  et  la  masse  du 

kilogramme,  l'unité  de  force  est  — 3- kilogramme,  ou  environ 

100  grammes.  Avec  le  kilogramme  comme  unité  de  force, 
l'unité  de  masse  est  celle  d'un  corps  qui  pèse  9,81  kilo- 
grammes. 
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60e.   Unîtes  dérivées   électriques  et    mafrnétlques.    —    Les 

grandeurs  électriques  les  plus  importantes  sont  la  quantité 
d'électricité,  V intensité  du  champ  électrique,  \e  potentiel  on  la 
force  électromotrice ^  la  capacité,  V intensité  du  courant,  la  résis- 
tance,  etc.  On  aura,  de  même,  pour  les  grandeurs  magnétiques, 
la  quantité  de  magnétisme,  Vintensité  du  champ  magnétique, 
Ib,  puissance  magnétique  d^un  feuillet,  etc.  Toutes  ces  grandeurs 
sont  reliées  entre  elles  par  les  relations  qui  les  définissent;  et, 
si  Tune  est  donnée,  toutes  les  autres  s'en  déduisent. 

Pour  constituer  un  système  absolu,  il  faut  que  la  quantité 
qui  sert  de  point  de  départ  puisse  être  mesurée  directement 
en  unités  mécaniques.  Ainsi,  on  pourra  définir  la  quantité 
d'électricité  par  la  loi  de  Coulomb  {7),  ou  bien  la  quantité  de 
magnétisme  par  la  loi  correspondante  (293),  ou  encore  l'in- 
tensité du  courant  par  la  formule  électrodjnamique  d'Am- 
père (4:73).  De  là,  trois  systèmes  de  mesures  absolus,  indé- 
pendants et  incompatibles,  dans  lesquels  les  diverses  unités 
sont  liées  d'une  manière  différente  aux  unités  fondamentales, 
et  auxquels  on  a  donné  les  noms  de  système  électrostatique, 
système  électromagnétique,  système  électrodynamique. 

11  n'y  a  aucune  raison  théorique  pour  préférer  l'un  de. ces 
systèmes  aux  autres  ;  deux  cependant  ont  une  plus  grande 
importance  pratique,  ce  sont  les  systèmes  électrostatique  et 
électromagnétique.  Les  unités  du  système  électrodynamique 
ne  diffèrent  d'ailleurs  que  par  un  facteur  numérique  (49s) 
des  unités  électromagnétiques  correspondantes,  et  elles  se 
présentent  d'une  manière  moins  simple  dans  les  applications. 
Nous  nous  occuperons  exclusivement  des  deux  premières  ; 
nous  représenterons  par  de  petites  lettres  les  quantités  qui 
seront  évaluées  dans  le  système  électrostatique,  et  par  des 
majuscules  les  expressions  des  mêmes  grandeurs  dans  le  sys- 
tème électromagnétique. 

6O».  (Système  éleetrostatlqne.  —  Quantité  d' électricité  [q].  — 

La  loi  de  Coulomb  donne,  pour  la  répulsion  f  qui  s'exerce 
entre  deux  masses  égales  7  à  la  distance  d. 


f=h'   ou   q=dyjf. 


d 
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On  en  déduit,  pour  les  dimensions  de  Tunité  d'électricité, 

Densité  superficielle.  Déplacement  électrique  [j].  —  La  den- 
sité est  la  quantité  d'électricité  par  unité  de  surface  (is);  le 
déplacement  aussi  est  la  quantité  qui  a  traversé  Tunité  de  sur- 
face (i26);  on  aura  donc 

Force  électrique,  Intefisité  du  champ  [h].  —  C'est  la  force 
qui  agit  sur  l'unité  de  masse  électrique  au  point  considéré, 
ce  qui  donne,  pour  les  dimensions  de  l'unité, 

[/']  =  [/!  [9"']  =  [L"*M'T-']; 

elles  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  densité,  comme  on  pou- 
vait le  prévoir  par  le  théorème  de  Coulomb  (35). 

Le  flitx  électrique^  qui  est  le  produit  de  la  force  électrique 

8     1     ^, 

par  une  surface,  a  pour  dimensions  [L*M'T"  ]. 

Pouvoir  inducteur  spécifique  [k],  —  Le  pouvoir  inducteur 
spécifique  est  un  nombre  dans  le  système  électrostatique. 

Force  électromotrice  om  potentiel  électrostatique  [e].  —  Le 
potentiel  d'une  masse  électrique  à  une  distance  d  est  le  quo- 
tient de  la  masse  par  cette  distance  ;  on  a  donc 

m^l'm't-']. 

Capacité  électrostatique  [c],  —  La  capacité  d'un  conden- 
sateur est  le  quotient  de  sa  charge  par  la  différence  de  poten- 
tiel des  armatures,  et  l'on  a 

c=?,  ou  [c]=[L]. 
e 

La  capacité  électrostatique  est  donc  une  longueur,  comme  on 
l'a  déjà  vu  (vs). 
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Intensité  du  courant  [i].  —  L'intensité  d'un  courant  (204)  est 
la  quantité  d'électricité  qui  traverse  la  section  d'un  fil  dans 
l'unité  de  temps,  ou  le  quotient  d'une  quantité  (/  par  le  temps  t 
qu*elle  met  à  traverser  cette  section.  On  a  ainsi 

i=l,   ou   W  =  [L'M'T-]. 

Résistance  [r]. —  La  résistance  d'un  conducteur  se  trouve 
définie  par  la  loi  d'Ohm  (204).  C'est  le  quotient  de  la  force 
électromotrice  entre  deux  points  par  l'intensité  du  courant, 
ce  qui  donne 

r=|,     et     [r]  =  [L-'T]. 

La  résistance  électrostatique  est  donc  Tinverse  d'une 
vitesse,  comme  nous  Tavons  déjà  démontré  (306). 

Quantité  de  magnétisme  [q],  —  Dans  le  système  électro- 
statique, la  quantité  de  magnétisme  est  définie  par  la  condition 
que  Taction  d'un  pôle  magnétique  de  masse  q  sur  une  portion 
de  courant  d'intensité  i  et  de  longueur  /  très  petite,  située  à 
la  distance  d  du  pôle  et  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint 
son  milieu  au  pôle,  soit  exprimée  par  la  loi  élémentaire  («fts) 


on  en  déduit 


r     ilq  ,      fd^. 


[q]  =  [\}W]. 


Densité  magnétique  [a'].  —  La  densité  superficielle  étant  la 
quantité  de  magnétisme  par  unité  de  surface,  on  a 

[a']=[L"'M']. 

Force  magnétique.  Champ  magnétique  [h'\.  —  C'est  la  force 
qui  agit  sur  runilé  de  masse  magaétique  ;  par  suite 
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Potentiel  magnétique  [e],  —  Le  potentiel  magaélique  est  le 
travail  de  la  force  magnétique,  c'est-à-dire  le  produit  de  celte 
force  par  une  longueur  ;  on  aura  donc 

[e']  =  [L'M'T-']. 

Puissance  magnétique  [9].  —  La  puissance  magnétique  d'un 
feuillet  est  le  produit  de  la  densité  superficielle  par  Tépaisseur 
du  feuillet,  ce  qui  donne 

[?]=[L"y]. 

609.  Système  éleetromaymé tique.  —  Quantité  de  magné- 
tisme [Q'].  —  Dans  le  système  électromagnétique,  le  point  de 
départ  des  mesures  est  la  définition  de  la  quantité  de  magné- 
tisme par  la  loi  de  Coulomb, 

/•-Ç;     doù     [(}']  =  [L'rT-']. 

Ce  sont  naturellement  les  mêmes  dimensions  que  celles  de 
Tunité  d'électricité  dans  le  système  électrostatique. 

Densité  superficielle  magnétique  [S'].  Force  magnétique;  In-- 
tensité  du  champ  [H'].  Potentiel  magnétique  [E'].  — 11  résulte 
de  la  remarque  qui  précède  que  les  dimensions  de  ces  diverses 
unités  seront  les  mêmes  que  celles  des  quantités  électriques 
correspondantes  dans  le  système  électrostatique,  savoir  : 

•    [S']  =  [H']=[L"yT"'], 

Puissance  magnétique  [$].  Intensité  du  courant  [l].  —  La 
puissance  magnétique  d'un  feuillet  étant  le  produit  de  la  den- 
sité superficielle  par  Tépaisseur,  on  a 

[*]  =  [L*M'T-']. 

Ces  dimensions   sont   les    mêmes  que  celles  du  potentiel, 
résultat  qui  était  évident  (329). 
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Llntensilé  du  courant  a  la  même  valeur  et  les  mêmes  di- 
mensions que  la  puissance  magnélique  d'un  feuillet  («so). 

Quantité  d'électricité  [Q].  —  La  quantité  d'électricité  étant 
le  produit  d'une  intensité  de  courant  par  un  temps,  on  a 

Ces  dimensions  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  quantité  de 
magnétisme  dans  le  système  électrostatique;  par  conséquent, 
dans  le  système  électromagnétique,  la  densité  superficielle^  la 
force  ti\e  potentiel  électriques  auront  les  mêmes  dimensions 
que  les  quantités  magnétiques  correspondantes  dans  le  sys- 
tème électrostatique. 

Pouvoir  inducteur  spécifique  [K].  —  Le  pouvoir  inducteur 
spécifique  (i26)  est  en  raison  inverse  du  coefficient  d'élasticité 
électrique  du  milieu,  c'est-à-dire  proportionnel  au  rapport  du 
déplacement  à  la  force  correspondante,  ce  qui  donne 

[R]  =  [L-'r]; 

il  est  donc  égal  à  l'inverse  du  carré  d'une  vitesse. 

Résistance  [R].  —  La  résistance  d'un  conducteur  peut  être 
définie  par  la  loi  de  Joule  (2A4:),  qui  donne 

W=PR^ 

d'où  l'on  déduit 

[R]  =  [LT-"]. 

La  résistance  électromagnétique  est  donc  une  vitesse;  nous 
avons  obtenu  ce  résultat  directement  (407).  Supposons  que  les 
deux  rails  et  la  barre  de  l'expérience  considérée  dans  ce  pa- 
ragraphe soient  sans  résistance  appréciable,  et  qu'il  n'y  ait 
d'autre  résistance  dans  le  circuit  que  celle  du  fil  qui  réunit  les 
deux  points  A  et  B.  La  résistance  de  ce  fil  sera  égale  à  l'unité 
absolue,  si  la  barre,  étant  égale  à  l'unité  de  longueur  et  se 
déplaçant  dans  un  champ  égal  à  l'unité,  avec  une  vitesse 
égale  à  l'unité,  perpendiculairement  aux  lignes  de  force, 
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produit  un  courant  capable  de  dégager  dans  le  fil,  sous  forme 
de  chaleur,  une  unité  d'énergie  par  seconde. 

Force  électromotrice  [E].  —  La  force  électromotrice  se  déduit 
de  la  loi  d*Ohm 

E=IR, 
et  ses  dimensions  sont 

Capacité  [Cj.  —  La  capacité  étant  le  rapport  de  la  quantité 
d'électricité  qui  charge  un  condensateur  à  la  différence  de 
potentiel  des  deux  armatures,  on  a  encore 


C=|,       ou       [C]=[L-'r]. 


609.  Blmcnsions  des  prlnelpales  unités.  —    On  détermine* 

rait  de  la  même  manière  les  dimensions  des  autres  quantités 
que  nous  n'avons  pas  examinées.  Nous  résumerons  dans  les 
tableaux  suivants  les  dimensions  des  quantités  les  plus  impor- 
tantes. 

UNITÉS  FONDAMENTALES. 

Longueur [L], 

Masse [M], 

Temps [T]. 

UNITÉS  DÉRIVÉES  MÉCANIQUES. 

Vitesse [LT"  ], 

Accélération [LT~  ]. 

Force [LMT~'], 

Énergie [LMT~  ]. 
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UNITÉS  DÉRHÉES  ÉLECTRIQUES. 


Quantité  d'éleclricilé 

Densité  électrique  superficielle 
Déplacement  électrique.  .  .   . 

Force  électrique | 

Champ  électrique \ 

Flux  de  Torce  électrique 

PouYoir  inducteur  spécifique  .   . 
Potentiel  électrostatique.  •   •   -  ^ 

Force  électromotrice ) 

Capacité  électrostatique 


Intensité  de  courant. 
Résistance 


Quantité  de  magnétisme 

Densité  superficielle.  . 
Force  magnétique.  •  . 
Champ  magnétique.  .   . 

Flux  de  force  magnétique 

Potentiel  magnétique.  . 

Puissance  magnétique  • 

Moment  magnétique.  . 

Intensité  d*aimantation. 
Coefficient  d'aimantation 
Perméabilité  magnétique 

Constante  de  Verdet.  . 

Coefficients    d'induction    mu 

tuelle  et  de  self-induction 


Systènw 
électrostatiqne. 

[L*M^T-'l 

[L-^m4-'] 

Système 
électromAgnétique. 

[L^M^] 
[L'M'] 

[L'M-^T"'] 

[L'M'T  '] 

[L'M'T  '] 

I 

[L'M'T  *] 

[L-*T'] 

[L'M'T'l 

[L'M'T-*] 

[L'M'T'] 

[L-T] 

[LT  '] 

SS  MAGNÉTIQUES. 

[L'M'j 

[L'M'r'j 

[L-¥] 

[L-'M*T-'] 

[L*M'T-*] 
[L'M'T-*] 

[L-'M*T-'] 
[L'M^T-'] 

[L'M'T  *] 

[L-'M'j 

I       i 

[L'M'] 
[L-'M^] 

[L^M^T*] 
[L*M*T-'] 

[L'M'T-'] 
[L-'M*T-'] 

[L-'T*] 

I 

[L-*M-'T'] 

[L-^M-*T] 

[L-T*] 

[L] 
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61 0.  Belations  entre  les  deux  systèmes  d'uBltés.    —    Poiir 

établir  la  relation  qui  existe  entre  les  unités  correspondantes 
des  deux  systèmes^  il  suffit  de  comparer  leurs  dimensions^ 
ou  encore  d'égaler  les  expressions  numériques  4'une  même 
quantité  en  fonction  de  chacune  d'elles.  Considérons,  par 
exemple,  les  diverses  expressions  d'une  même  quantité  W 
d'énergie;  on  aura  les  égalités 

On  en  déduit,  en  désignant  par  a  une  constante, 
.  /R     i     E     y     .  /7 

Ces  relations  existant  entre  les  valeurs  numériques,  on  aura 
pour  les  rapports  des  unités  correspondantes  (604) 

[0     [E]     w        ' 

[R]    [c]      ' 

La  constante  a  désigne  donc  le  nombre  d'unités  électro- 
statiques [q]  d'électricité  qui  existent  dans  une  unité  électro- 
magnétique [Q]. 

Puisque  la  résistance  électromagnétique  R  est  une  vitesse 
et  la  résistance  électrostatique  r  l'inverse  d'une  vitesse,  le 

rapport  -7  ^^  rRi  ^^^  ^^^^^  d'une  vitesse.  Ce  rapport  étant  égal 

ka\  il  en  résulte  que  la  constante  a  est  elle-même  une  vitesse. 
Un  grand  nombre  d'expériences  ont  été  faites  pour  déter- 
miner la  valeur  de  cette  constante.  Il  se  présente  évidemment 
autant  de  méthodes  qu'il  y  a  de  quantités  pouvant  être  me- 
surées à  la  fois  directement  en  unités  électrostatiques  et  en 
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unités  éleclromagnétiques.  Tous  les  résultats  obtenus  oscillent 
autour  du  nombre  qui  exprime  la  vitesse  de  la  lumière  dans 
Tair.  Il  est  probable  que  ce  n'est  pas  une  coïncidence  fortuite 
et  que  Tégalité  des  deux  nombres  tient  à  une  corrélation  dans 
la  nature  des  phénomènes.  La  vitesse  de  la  lumière  est  très 
approximativement  de  300,000  kilomètres  par  seconde.  C'est 
ce  nombre  que  nous  adopterons  pour  le  rapport  a,  en  l'expri- 
mant en  fonction  de  la  longueur  qui  aura  été  choisie  comme 
unité  fondamentale. 

61t.  Ckoix  des  unités  fondamentaiM.  —  Le  choix  des  gran- 
deurs adoptées  comme  unités  de  temps,  de  longueur  et  de 
masse  est  évidemment  arbitraire.  Pour  l'unité  de  temps,  la 
seconde  sexagésimale  de  temps  moyen  adoptée  par  toutes  les 
nations  civilisées  s'imposait  naturellement  ;  pour  l'unité  de 
longueur,  il  convenait  également  de  prendre  le  mètre  ou  une 
fraction  décimale  du  mètre.  Quant  à  l'unité  de  masse,  il  y  a 
intérêt  à  adopter  la  masse  de  Tunité  de  volume  de  Teau  à  son 
maximum  de  densité  ;  on  conserve  ainsi  l'avantage  que  le 
poids  spécifique  de  l'eau  est  égal  à  l'unité  et  que  le  poids  d'un 
corps  est  égal  au  produit  de  son  volume  par  sa  densité. 

Le  système  absolu  qui  s'éloignerait  le  moins  des  habitudes 
établies  dans  l'usage  des  mesures  métriques  consisterait  à 
prendre,  comme  unités  fondamentales,  le  décimètre  et  la  masse 
du  kilogramme. 

Gauss  et  Weber,  qui  ont  introduit  dans  la  science  le  pre- 
mier système  absolu,  avaient  choisi  le  millimètre  et  la  masse 
du  milligramme.  L'association  Britannique  a  admis,  sur  la 
proposition  de  sir  W.  Thomson,  le  centimètre  et  la  masse  du 
gramme.  Ces  dernières  unités  ont  été  adoptées  définitivement, 
pour  les  mesures  électriques  et  magnétiques,  par  le  Congrès 
international  des  Électriciens  réuni  à  Paris  en  1881. 

612.  Système  absolu  C.G.S. — lia  été  couvenuque  les  unités 
dérivant  du  centimètre,  de  la  masse  du  gramme  et  de  la  seconde 
de  temps  moyen  constitueraient  le  système  absolu  proprement 
dit  et  qu'on  les  désignerait  par  le  symbole  C.G.S. 

Ces  unités  n'ont  pas  reçu  de  dénominations  spéciales. 
Ainsi  l'unité  de  force  C.G.S.  est  la  force  qui,  agissant  sur  la 
masse  d'un  gramme,  lui  communique  en  une  seconde  une 
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accélération  d'un  centimètre.  11  en  résulte  qu'un  gramme 
vaut  g  unités  de  force  G. G. S.  et  un  kilogramme  g.l(P  unités 
C.G.S.,  la  valeur  de  g  étant  exprimée  en  centimètres.  De 
même,  un  kilogrammètre  vaut  g.lO^  c'est-à-dire  981.10*  ou 
environ  10^  unités  de  travail  G. G. S.  Dans  ce  système,  la  valeur 
de  a  est  3.10*^ 

618.  Système  pratique.  —  Les  valeurs  des  unités  absolues  du 
systèmeG.G.S.  ne  se  trouvent  malheureusement  pas  en  rapport 
convenable  avec  les  grandeurs  que  Ton  doit  mesurer  dans  la 
pratique.  Ainsi  Tunité  absolue  de  résistance  électromagné- 
tique C.G.S.  n'est  guère  que  la  résistance  d'un  vingt-millième 
de  millimètre  d'un  fil  de  cuivre  d'un  millimètre  de  diamètre, 
et  l'unité  de  force  électromotrice  serait  la  cent-millionième 
partie  de  celle  d'un  couple  Daniell.  Aussi  le  Comité  de  l'Asso- 
ciation Britannique,  institué  en  1861  pour  l'établissement 
d'un  système  rationnel  de  mesures  électriques,  avait-il  été 
conduit  à  choisir  des  unités  plus  conformes  aux  nécessités  de 
la  pratique  et  à  donner  à  ces  unités  des  noms  spéciaux,  afin 
de  faciliter  le  langage.  Ce  système  a  été  consacré,  sous  la  forme 
suivante,  par  le  Congrès  de  Paris  : 

L'unité  pratique  de  résistance  est  égale  à  10^  unités  abso- 
lues C.G.S.  et  prend  le  nom  à! Ohm  (1); 

On  appelle  Volt  l'unité  pratique  de  force  électromotrice  : 
le  volt  vaut  10*  unités  C.G.S.  (2); 

On  appelle  Ampère  le  courant  produit  par  la  force  électro- 
motrice d'un  volt  dans  un  circuit  ayant  une  résistance  d'un 
ohm  :  Tampère  vaut  10"'  unités  C.G.S. 

(1)  Le  Comité  do  l*Association  BritanniqaQ  a  fait  de  nombreuses  expériences 
pour  déterminer  la  valeur  de  Tohm  et  construire  des  étalons  matériels  présen- 
tant la  môme  résistance.  Les  premières  recherches  semblaient  indiquer  que  l'ohm 
est  représenté  très  approximativement  par  la  résistance  d'une  colonne  de  mer- 
cure à  la  température  de  O*"  centigrade  qui  aurait  un  millimètre  carré  de  section 
et  une  longueur  de  104  centimètres;  mais  il  semble  que  certaines  erreurs  aient  été 
commises  dans  le  calcul  des  expériences  et  que  cette  longueur  doive  être  augmentée 
d'un  centième  environ»  c'est-à-dire  portée  à  105  centimètres.  Des  travaux  récents 
conduisent  au  même  résultat,  mais  la  question  ne  paraît  pas  encore  définitivement 
résolue.  Gomme  il  n'est  pas  certain,  d'autre  part,  que  les  métaux  solides  conservent 
leurs  propriétés  électriques  sans  altération,  le  Congrès  de  Paris  a  décidé  que  Tohni 
serait  représenté  par  une  colonne  de  mercure  à  la  température  de  0°  ayant  un 
millimètre  carré  de  section^  et  qu'une  commission  internationale  serait  chargée 
du  déterminer,  par  de  nouvelles  expériences,  la  longueur  que  l'on  adoptera  pour 
cette  unité  dans  la  pratique. 

(2)  LaTorce  électromotrico  d*un  couple  Daniel!  est  d'environ  1,08  Tolt. 
Électr,  et  Magn,  1.  —  4  S 
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On  appelle  Coulomb  la  quantité  d'électricité  qui  dans  une 
seconde  traverse  la  section  d'un  conducteur  parcouru  par  un 
courant  d'un  ampère  :  le  coulomb  vaut  10"'  unités  C.G.S. 

On  appelle  Farad  la  capacité  d'un  condensateur  dont  les 
armatures  prennent  une  différence  de  potentiel  d'un  volt  quand 
la  charge  est  d'un  coulomb  ;  le  farad  vaut  10"*  unités  C.G.S. 

Dans  certaines  applications  il  est  utile  d*exprimer  les  diffé- 
rentes grandeurs  à  Taide  d'unités  qui  soient  un  million  de  fois 
plus  petites  ou  plus  grandes  que  Tunité  pratique  correspon- 
dante. On  désigne  ces  nouvelles  unités  parle  même  nom,  pré- 
cédé du  ^rétixeméga  ou  micro ,  suivant  qu*eIlessont  des  mul- 
tiples ou  des  sous-multiples  par  un  million. 

Ainsi  le  multiple  appelé  megohm  vaut  10^  ohms;  le  sous- 
multiple  appelé  mtcroAm  vaut  10"*  ohms.  De  même,  pour  la 
capacité,  le  millionième  du  farad  ou  microfarad  vaut  10"' 
farads  ou  10""  unités  C.G.S. 

Le  microfarad  est  en  réalité  Tunité  pratique  de  capacité, 
car  le  farad  a  encore  une  valeur  beaucoup  trop  grande.  Par 
exemple,  la  capacité  électrostatique  de  la  terre  est  égale  à  son 
rayon  R  ;  sa  capacité  électromagnétique  C  est  égale  au  quotient 
du  rayon  par  a^,  ce  qui  donne 

C^^-^ii2!_î_:=yo8.io-«  unités  C.G.S., 

c'est-à-dire  708  microfarads. 

Il  est  important  de  faire  observer  que  les  unités  pratiques 
constituent  elles-mêmes  un  système  absolu,  dans  lequel  les 
unités  fondamentales  sont  : 

[L]  =  10'  mètres  ou  le  quart  du  méridien  terrestre, 
[M]=  10"  "  de  la  masse  d'un  gramme, 
[T]  =une  seconde. 

Une  autre  remarque  utile  à  signaler  est  que,  dans  le  système 
pratique,  il  suffit  de  diviser  par  ^  exprimé  en  mètres,  c*est-à- 
dire  sensiblement  par  10,  l'expression  du  travail  électrique 
pour  avoir  sa  valeur  en  kilogrammètres. 

En  effet,  l'unité  pratique  de  travail  électrique  s'obtiendra, 
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par  exemple,  en  multipliant  un  volt  par. un  ampère,  ce  qui 
donne  10^  unités  G.G.S.  Or,  nous  avons  vu  (612)  qu'un 
kilogrammètre  vaut  environ  10*  unités  C.G.S.,  c'est-à-dire 
10  fois  plus.  Le  même  travail  en  kilogrammètres  sera  donc 
exprimé  par  un  nombre  10  fois  moindre. 

614.  Taleun  eomparatives  des  prineipales  unités.    —  NouS 

résumerons  dans  le  tableau  suivant  les  valeurs  des  unités  pra- 
tiques en  unités  absolues  C.G.S.,  et  aussi  en  fonction  des  unités 
de  Gauss  et  Weber^  qui  ont  été  employées  dans  un  certain 
nombre  de  mémoires  sur  l'électricité. 


UNITM 

VHITM  VONDABIKTALBI. 

UNITKS  PKATIQDM. 

uniTBt  C.G  S. 

M  OAVM  BT  WEBBft. 

Longueur, 

iO'  mètres, 

Centimètre, 

Millimètre, 

Masse, 

iO-"  gramme, 

Gramme, 

Milligramme, 

Temps. 

Seconde. 

Seconde. 

Seconde. 

Hésistance 

Ohm 

iO» 

10*0 

Force  électromotrice 

Volt 

iO» 

^411 

Gourant 

Ampère 

iO-» 

iO 

Quantité 

Coulomb 

10-« 

\0 

Capacité 

Farad 

10-» 

40-10 

615.  CoBeeptlon  physique  de  la  tUmm  a.  —  On  peut  donner 

une  représentation  physique  de  la  vitesse  a  qui  exprime  le 
rapport  des  unités  d'électricité  dans  les  deux  systèmes. 

Supposons,  par  exemple,  qu'une  sphère  de  rayon  R,  ou  un 
condensateur  de  même  capacité,  étant  chargée  de  manière  que 
son  potentiel  électrostatique  soit  égal  à  Tunité,  on  la  décharge 
n  fois  pendant  le  temps  t  à  travers  un  conducteur  :  Tintensité 

moyenne  du  courant  en  unités  électrostatiques  sera  — .  Si  Ton 

détermine  n  de  manière  que  l'intensité  de  ce  courant  soit  égale 

à  l'unité  électromagnétique,  l'expression  — -  représentera  le 

nombre  d'unités  électrostatiques  d'électricité  qui  existent  dans 
une  unité  électromagnétique,  c'est-à-dire  la  valeur  de  a,  et 
cette  expression  est  une  vitesse. 

ei6.  —  Maxwell  indique  un  autre  mode  de  représentation, 
fondé  sur  l'hypothèse  que  l'action  extérieure  d'une  masse 
électrique  en  mouvement  équivaut  à  celle  d'un  courant. 
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Considérons  un  plan  recouvert  d'une  charge  uniforme  d'é- 
lectricité de  densité  a,  et  se  déplaçant  d'un  mouvement  uni- 
forme suivant  sa  propre  surface  avec  une  vitesse  u. 

Chaque  bande  de  largeur  égale  à  Tunité  et  parallèle  à  la 
direction  du  mouvement  est  l'équivalent  d'un  courant  dont 

l'intensité  est  eu  en  mesures  électrostatiques,  et  —  en  mesu- 
res électromagnétiques.  Supposons  maintenant  qu'un  second 
plan  parallèle  au  premier,  à  une  distance  d,  se  meuve  de  la 
même  manière  et  dans  la  même  direction  avec  une  vitesse  u\ 
et  soit  a  sa  densité.  Deux  espèces  d'actions  vont  se  produire 
entre  ces  plans  :  une  répulsion  électrostatique  en  vertu  de 
leurs  charges  de  même  signe,  et  une  attraction  électrodyna- 
mique due  aux  courants  parallèles  et  de  même  sens. 

Prenons  dans  le  second  plan  une  bande  de  longueur  /  et  de 
largeur  infiniment  petite  6,  et  dans  le  premier  plan  une  bande 
parallèle  indéfinie  de  largeur  dx,  située  à  une  distance  x  de 
la  projection  de  la  bande  bl.  L'action  électromagnétique 
exercée  par  cette  bande  indéfinie  sur  la  première,  située  à  la 
distance  v/l^Hhx^  a  pour  valeur  (48o) 

au  ,    çu  ,        /  <j(j'uu  - ,      dx 


—  ax O =:  2-        ^      bl' 


et  sa  composante  df  suivant  la  normale  aux  plans  est 


j^       cc'uu  j .  Idx 
df—1 — —bl-^ 


Pour  avoir  l'action  totale  du  premier  plan  mobile  sur 
ia  portion  considérée  bl  du  second,  il  faut  intégrer  cette 
expression  depuis  j:==—  oo  jusqu'à  j:  =  +qo  ,  ce  qui  donne 

^       (5zuu\j  r^''    Idx         QQuu  .,r      .    xi-»-- 


ou 


^  a9  i/ii  , , 
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D'autre  part,  la  charge  électrostatique  de  cette  surface  est 
bh\  Comme  l'action  du  premier  plan  indéfini  sur  l'unité  de 
masse  est  égale  à  2ic(y,la  répulsion/'  exercée  sur  cetle  surface 
est  normale  et  a  pour  valeur 

Si  ces  deux  actions  sont  égales,  il  en  sera  de  même  pour 
toutes  les  autres  portions  du  second  plan,  et  l'équilibre  exis- 
tera entre  eux.  Il  faut,  pour  cela,  qu'on  ait  uu  =a^j  ou,  si  les 
vitesses  u  et  u  sont  égales,  M=a. 

La  constante  a  est  donc  la  vitesse  qu'il  faudrait  donnera 
deux  plans  parallèles  indéfinis,  uniformément  électrisés  et  se 
mouvant  dans  la  même  direction,  pour  que  leur  attraction 
électrodynamique  soit  égale  à  leur  répulsion  électrostatique. 
La  vitesse  a  étant  celle  de  la  lumière,  l'expérience  est  irréa- 
lisable sous  cette  forme. 

ei9.  —  Pour  évaluer  Tordre  de  grandeur  des  effets  qu'on 
peut  obtenir,  remarquons  qu'une  bande  indéfinie  de  lar- 
geur b  et  de  densité  a,  mobile  dans  sa  direction  avec  une 
vitesse  m,  équivaut  à  un  courant  dont  l'intensité  électro-ma- 
gnétique est  — i.  Si  on  la  suppose  placée  à  la  distance  e  d'une 

autre  bande  semblable,  et  qu'on  charge  le  condensateur  ainsi 
formé  à  un  potentiel  électrostatique  V,  on  aura  (94) 

Or,  on  peut  obtenir  avec  les  machines  électriques  des 
potentiels  équivalents  à  100,000  couples  Daniell,  c'est-à-dire 
environ  10*  volts  ou  10*. lo*  unités  C.G.S.  Avec  de  pareilles 
machines,  on  aura  donc,  en  unités  électrostatiques, 


ce  qui  donne  sensiblement  9  =  — . 
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Si  Ton  suppose  b  =  io  et  e  ==  i,  Tintensité  éiectromagDé- 
tique  du  courant  sera 

-     M.3oo       "  r»  p  c 
o.io*"     lo' 

Comme  un  volt  dans  un  circuit  de  nohms  donne  un  cou- 
rant d'intensité 

r=  — C.G.S., 

ion 


on  voit  que  la  vitesse  qu'il  faudra  donner  à  la  bande,  pour 
obtenir  le  même  courant,  sera 

lo'      lOOOOO      ., 

u= — = mètres. 

n  n 

Il  faut  remarquer  que  le  courant  I,  produit  par  le  mouve- 
ment d'un  corps  électrisé,  est  beaucoup  plus  difficile  à  cons- 
tater que  celui  d*un  couple  électrique  ordinaire,  parce  quïl 
faudra  le  faire  agir  directement  sur  l'aiguille  et  sans  effet 
de  multiplication. 

M.  Rowland  a  vérifié,  par  expérience,  que  la  rotation  d'un 
disque  électrisé  produit  un  effet  sensible  sur  une  aiguille 
aimantée,  et  que  l'action  est  de  même  ordre  que  celle  qui 
serait  indiquée  par  les  considérations  qui  précèdent. 


CHAPITRE    DIXIÈME 
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ei8.  Idée*  4'Ampère.  —  Pour  établir  la  formule  élémen- 
taire des  actions  électrodynamiques,  Ampère  s'est  appuyé  seu- 
lement sur  Thypothèse  des  forces  centrales  et  sur  certains  faits 
d'expérience,  sans  faire  intervenir  aucune  vue  particulière 
sur  la  nature  même  des  courants  électriques.  Toutefois;  dès 
Tannée  1822^  il  «  cherchait  à  rendre  raison  de  la  force 
«  qui  a  lieu  entre  deux  éléments  de  fils  conducteurs  par  la  réac- 
«  tion  du  fluide  répandu  dans  Tespace  et  dont  les  vibrations 
«  produisent  les  phénomènes  de  la  lumière.  »  Ampère  in- 
dique encore  une  autre  manière  de  concevoir  les  phéno- 
mènes :  «  Quand  on  suppose  que  les  molécules  électri- 
«  ques,  mises  en  mouvement  dans  les  fils  conducteurs  par 
«  l'action  de  la  pile,  y  changent  continuellement  de  lieu,  s'y 
«  réunissent  à  chaque  instant  en  un  fluide  neutre^  se  séparent 
«  de  nouveau,  et  vont  aussitôt  se  réunir  à  d'autres  molécules 
«  du  fluide  de  nature  opposée,  il  n'est  plus  contradictoire  d'ad- 
«  mettre  que  des  actions  en  raison  inverse  des  carrés  des  dis- 
«  tances  qu'exerce  chaque  molécule,  il  puisse  résulter  entre 
«  deux  éléments  de  fils  conducteurs  une  force  qui  dépende 
a  non  seulement  de  leur  distance,  mais  encore  des  directions 
«  des  deux  éléments  suivant  lesquels  les  molécules  électriques 
«  se  meuvent,  se  réunissent  à  des  molécules  de  l'espèce  opposée, 
«  et  s'en  séparentl'instant  suivant  pour  aller  s'unir  à  d'autres.  » 
(Mémoires  de  flnstitut  pour  1823,  p.  294  et  299.)  Ampère  n'a 
pas  poursuivi  le  développement  de  ces  idées;  il  ne  pensait 
pas  que  le  moment  fût  encore  venu  de  le  faire  utilement. 
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Les  hypothèses  d'Ampère  ont  été  reprises  par  différents  physi- 
ciens, en  particulier  par  Weber  et  par  Maxwell  ;  nous  donnerons 
un  exposé  sommaire  des  théories  proposées. 

em.  Formules  4e  CSaumi  et  de  ^ITeber.  —  Si  Ton  fait  inter- 

yenir  les  actions  réciproques  des  masses  électriques  qui  cir- 
culent dans  les  conducteurs,  il  est  nécessaire  que  Taction  de 
deux  masses  électriques  m  et  m' soit  une  fonction,  non  seule- 
ment de  leur  distance  r,  mais  aussi  de  leur  mouvement  relatif, 
et  le  problème  ainsi  posé  parait  indéterminé.  Une  des  hypothè- 
ses consiste  à  admettre  que  celte  action,  tout  en  restant  di- 
rigée suivant  la  droite  qui  les  joint,  et  proportionnelle  au  pro- 
duit des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 
comprend  un  terme  proportionnel  à  une  puissance  de  la 
vitesse  relative  u  des  deux  masses  et  un  autre  terme  proportion- 

dr 
nel  à  une  puissance  de  leur  vitesse  relative  ^parallèlement  à 

leur  distance.  Ces  puissances  doivent  être  paires,  si  Ton  veut 
que  l'action  ne  soit  pas  modifiée  quand  on  change  à  la  fois  le 
sens  des  deux  mouvements,  comme  pour  les  courants  eux- 
mêmes,  et  on  satisfait  au  problème  en  les  prenant  égales  à  2. 
ce  qui  donne  la  loi  élémentaire 


Weber  a  examiné  d'abord  les  cas  simples  de  deux  éléments 
situés  sur  le  prolongement  l'un  de  Tautre  ou  perpendiculai- 
res à  une  même  droite.  Dans  le  premier  cas,  il  faut  admettre 
que  l'action  de  deux  masses  renferme  un  terme  qui  dépend 
de  leur  vitesse  relative,  et  il  a  supposé  que  ce  terme  était  pro- 
portionnel au  carré  de  la  vitesse.  Le  second  cas  conduisit 
Weber  à  faire  intervenir  l'accélération  suivant  la  même 
droite,  et  l'hypothèse  la  plus  simple  était  d'admettre  que 
ce  nouveau  terme  est  proportionnel  à  l'accélération.  11  en 
résulte  une  autre  loi  élémentaire 


mmr         ,(dry       .rfr>l 
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11  reste  à  déterminer  les  coefficients  a,  ^,  a  et  ^'  qui  entrent 
dans  ces  deux  expressions  (i)  et  (2). 

MO.  —  Considérons  d'abord  deux  mobiles  qui  se  meuvent 
respectivement  sur  deux  courbes  fixes  s  et  s\  avec  des  vitesses 
constantes  v  et  /.  Lorsque  les  deux  mobiles  parcourent  les 
éléments  ds  et  ds\  situés  à  la  distance  r  et  faisant  entre  eux 
Tangle  e,  on  a 

u*=  f^— 2<'ç»'cos  e+t''*, 


On 

en 

déduit 

ds      . 
'=dt    «* 

,     ds' 

V  =-T- 

dt 

dr     l 
dt~l 

)rds     Ir  ds' 
)sdt      lis' dt 

lir       ,7tr 

=  V- h-Vrr-, 

d5            7)S 

d»r 
dt»- 

,3V 

3»r        „ 

is'» 

Si  Ton  suppose  que  les  deux  courbes  s  et  /  sont  le  siège  de 
courants  d'intensités  I  et  1',  l'action  des  éléments  ds  et  ds  esi, 
d'après  la  formule  d'Ampère  (asi),  et  en  considérant  la  force 
comme  répulsive, 

,,,  2Mdsdsr  3Dr;)r"|     :ilVdsds  f     2)V       iT^rT^rl 

esi.  —  Supposons  maintenant  que  l'élément  ds  contienne 
des  masses  électriques  m  et  m„  animées  respectivement  des 
vitesses  (^  et  s^i,  et  que  l'élément  ds'  renferme^  de  même,  des 
masses  m'  et  m[  avec  les  vitesses  /  et  i^i.  Si  on  évalue  les  ac- 
tions des  masses  m  et  m^  sur  les  masses  ni  et  m^  d'après  les 
formules  (i)  et  (2),  la  résultante  devra  reproduire  la  loi  d'Am- 
père, sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes  (3),  et,  par  suite, 
ne  renfermer  que  les  termes  dans  lesquels  le  produit  t'/ des 
vitesses  est  en  facteur. 

Les  termes  qui  renferment  les  carrés  des  vitesses  sont^  à  un 
facteur  près, 

(m(;*-hmt<'j»)(m'-HmO,    et    (mV«-|-m>?J  (m  +  m,). 
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Pour  que  ces  termes  soient  nuls,  il  faut  qu^on  ait 
(4)  mi^-|-miÇ^  =  o,     ou     m'-hm[=o. 

Ces  deux  conditions  sont  réalisées  à  la  fois,  si  Ton  admet, 
avec  Weber,  qu'un  courant  électrique  d'intensité  1  est  formé 
de  deux  courants  d'électricités  contraires,  marchant  avec  la 
même  vitesse  if  en  sens  opposés,  et  ayant  chacun  une  intensité 
moitié  moindre.  Il  est  même  nécessaire  d'admettreque  la  somme 
algébrique  des  masses  électriques  qui  existent  dans  chaque  élé- 
ment de  courant  pour  l'état  permanent  est  nulle,  si  l'on  veut 
satisfaire  à  la  condition  (soa)  que  la  densité  dans  le  conducteur 
soit  nulle  ;  mais,  sans  rien  préciser  sur  le  rapport  des  masses 
électriques  de  signes  contraires,  il  suffirait  que  la  somme 
m<^-hmi('î  fût  nulle  dans  chaque  élément,  c'est-à-dire  qu'il 
s'y  trouvât  des  masses  électriques  de  signes  contraires  ayant 
la  même  force  vive. 

La  quantité  d'électricité  qui  traverse  la  section  du  premier 
conducteur  pendant  l'unité  de  temps  est  égale  à  ms^-hm^v^; 
si  l'on  désigne  par  a  le  nombre  d'unités  électrostatiques  que 
renferme  l'unité  électromagnétique,  on  a 

,^.  msf-^miVi  =  alds^ 

En  admettant  l'existence  de  courants  égaux  et  opposés,  ces 
équations  deviendraient 

.^.  ^mv  =  alds, 

Quand  on  évalue  l'action  des  masses  m  et  mi  sur  les  masses 
m' et  m[,  les  termes  qui  dépendent  du  produit  des  vitesses  sont, 
avec  la  première  hypothèse, 

yîj^:^[rnsf'^m,v^){mif+m^v;)  —  '^{mif'hm^if^){m  f -hm,i',)coS£, 
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c'est-à-dire 


et,  avec  celle  de  Weber, 


on 


^' H L"  515?-^^  Tswy 

Quant  au  terme  indépendant  du  mouvement  relatif,  il  est 

dans  les  deux  cas  égal  à  ^ ^-3; ^.  Ce  terme  doit  être 

nul  s'il  y  a  dans  chaque  fil  deux  courants  égaux  et  de  sens 
contraires;  sinon,  il  représenterait  une  action  électrosta- 
tique entre  les  conducteurs,  phénomène  que  Texpérience  n'a 
pas  constaté  jusqu'à  présent. 

Pour  satisfaire  à  la  loi  d'Ampère,  il  faut  donc  qu'on  ait,  dans 
le  premier  cas, 


et,  dans  le  second. 


2 


a^^'=r,        aV  =  -i. 


Les  expressions  (i)  et  (9.),  qui  donnent  l'action  élémentaire 
de  deux  masses  électriques,  deviennent  alors 

•23.  —  La  première  expression  (i)',  trouvée  dans  les  ma- 
nuscrits de  Gauss,  est  incompatible  avec  le  principe  de  la  con- 
servation de  l'énergie,  car  elle  conduirait  à  cette  conséquence 
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qu'un  système  physique  limité  peut  produire  une  quantité 
d'énergie  indéfiniment  croissante. 

La  formule  de  Weber,  au  contraire,  est  compatible  arec  ce 
principe.  En  eiïet,  l'expression  de  la  force  (a)'  peut  être 
considérée  comme  la  dérivée  par  rapport  à  r,  prise  en  signe 
contraire,  de  la  fonction 


(')      *==^[-d-.(S)"]- 


Le  travail  produit  par  la  répulsion  d'une  masse  fixe  sur 
une  masse  mobile  est  égal  à  la  différence  ^^—^i  des  valeurs 
de  la  fonction  >];  relative  à  ces  deux  masses  pour  la  position 
initiale  et  la  position  finale.  La  fonction  4»  peut  être  considérée 
comme  représentant  Ténergie  potentielle  du  système  des  deux 
masses  :  elle  no  dépend  que  de  leur  distance  et  de  leur  vitesse 
relative  suivant  la  droite  r;  elle  reprend  la  même  valeur  lors- 
que Tune  des  masses  décrit  par  rapport  à  l'autre  un  chemin 
fermé  et  reprend  la  même  vitesse  aux  mêmes  points. 

Puisque  l'induction  est  une  conséquence  de  la  loi  d^Ampère 
et  du  principe  de  la  conservation  de  l'énergie,  la  formule  de 
Weber,  qui  satisfait  également  à  ces  deux  conditions,  doit 
donner  l'induction. 

M8.  —  Cette  formule  permet  aussi  d'obtenir  directement 
l'énergie  potentielle  relative  de  deux  circuits  fermés.  En  effet, 

si  on  remplace  -j-  par  sa  valeur  en  fonction  des  vitesses  des 

masses  électriques,  on  trouve,  dans  Thypothèse  deWeber,que 
le  potentiel  d'un  des  éléments  sur  Vautre  a  pour  expression 

^(ds,ds')=--lVdsds'l^~. 

L'énergie  potentielle  de  deux  circuits  est  donc 

C'est  la  formule  de  Neumann  trouvée  plus  haut  (ssa). 
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Lorsque  les  courants  sont  constants  et  parcourent  des  cir- 
cuits de  forme  invariable,  la  résultante  des  actions  exercées 
par  Tun  des  courants  sur  une  masse  quelconque  m!  de  l'autre 
est  normale  à  sa  trajectoire. 

es-i.  PhénomèneB  4'in4actioii.  —  Supposous  maintenant 
que  les  circuits  se  déplacent  et  que  les  intensités  soient  varia- 
bles. La  distance  /\  au  lieu  d'être,  comme  ci-dessus,  fonction 
seulement  de  deux  variables  indépendantes  s  et  s\  est  en 
outre  une  fonction  du  temps,  et  Ton  a  r=ç(j,/,f).  Pour  une 
valeur  donnée  de  t,  la  fonction  9  représente  la  distance  de 
deux  éléments  du  circuit;  si  t  est  variable  et  que  Ton  con- 
sidère 5  et  5'  comme  des  fonctions  de  f,  la  valeur  de  9  re- 
présente la  distance  de  deux  masses  électriques  en  mouve- 
ment sur  les  conducteurs  mobiles.  Quant  aux  vitesses  v  et  /, 
si  le  conducteur  a  une  section  constante,  elles  ne  dépendent 
point  de  s  et  de  /,  en  tant  que  variables  indépendantes, 
puisque  à  chaque  instant  Tintensité  a  la  même  valeur  en 
tous  les  points  du  circuit.  On  aura  donc,  pour  la  vitesse 
relative  des  deux  masses, 

dv        ^r       ,Dr     2)r 
dt        }>s        lis      ^t 

et,  en  considérant  les  dérivées  r-  o^  r-^  comme  des  fonctions  des 

^s      ^s 

et  s'  seulement,  l'accélération  relative  sera 

dû         iss''^^^^  D5D5'"*"^   ^s'-^'^T^tTs'^  5t  lis'^^tTis 

Lavitesse -7- et  l'accélération -y-5  sont  relatives  aux  masses 
dt  dt- 

électriques,  tandis  que  les  termes  -—  et  —^  du  second  mem- 

ot         vt 

bre  sont  relatifs  aux  distances  de  deux  éléments  des  deux 
circuits. 


686  ËLECTROMAGNÉTiSME. 

L'action  mécanique  de  ds  sur  ds'  s'obtiendra,  comme  plus 
haut,  en  faisant  la  somme  des  actions  que  les  masses  de  Télé* 
ment  ds  exercent  sur  celles  de  Télément  ds.  Avec  la  formule 
et  rhypolhèse  de  Weber,  on  reconnaît  aisément  qu'il  ne  reste 
dans  cette  somme,  comme  précédemment,  que  les  termes 
en  vv\  et  avec  les  coefficients  déjà  trouvés.  Il  en  résulte  que, 
dans  Tétat  variable^  l'action  mécanique  est  à  chaque  instant 
conforme  à  celle  que  donnerait  la  formule  d'Ampère. 

•85.  —  La  force  électromotrice  qui  agit  sur  l'élément  ds' 
est  la  force  qui  tend  à  séparer  les  masses  égales  et  de  si* 
gnes  contraires  contenues  dans  cet  élément,  et  à  les  entraî- 
ner en  sens  opposés.  On  en  obtiendra  la  yaleur  en  prenant 
la  différence  des  actions  exercées  dans  la  direction  de  Télé- 
ment  ds\  sur  chacune  des  masses  qu'il  contient,  par  les  deux 
masses  de  lélément  ds.  Or,  quand  on  fait  la  somme  des  actions 
des  deux  masses  4- m  et  —m  de  l'élément  ds  sur  l'une  des 
masses  m  de  l'élément  ds\  les  termes  qui  subsistent  sont  les 

termes  en  Vj  vv  et  ^,  qui  changent  de  signe  en  même  temps 

que  m.  Parmi  ceux-ci,  les  seuls  qui  resteront  dans  la  diffé- 
rence finale  sont  ceux  qui  changent  de  signe  avec  la  vitesse  v, 
quel  que  soit  d'ailleurs  le  signe  de  v.  Ces  termes  se  réduisent 

à  deux,  l'un  provenant  ^^{'ji)  et  qui  est  ^9  — -,  Tautre  pro- 

venant  de  t-t,  qui  est—--. 
La  différence  ainsi  calculée  est  égale  à 

en  tenant  compte  des  équations  (6)  et  supposant  l'intensité 
égale  à  l'unité  dans  l'élément  ds. 
11  faut  prendre  la  composante  de  cette  action  suivant  ds'  et, 

par  suite,  multiplier  l'expression  précédente  par--r;  en  remar- 
quant que  l'on  a 
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la  force  électromotrice  élémentaire  devient 


d^E='£l;ir'Usds. 


La  force  électromotrice  totale,  produite  dans  le  circuit  s' 
par  le  circuit  5,  s'obtiendra  en  intégrant  cette  expression  par 
rapport  à  5  et  à  /.  Comme  l'intensité  I  est  seulement  une 
fonction  du  temps,  et  que  les  limites  de  l'intégrale  sont 
elles-mêmes  indépendantes  du  temps,  on  peut  écrire 


Oa  aura  doac  (sss) 


(■»)     «=-s'//^<'^*'=-z,w= 


ce  qui  donne  l'expression  générale  (&i^)  de  la  force  électro- 
motrice produite  dans  un  circuit  par  un  courant  extérieur. 
On  retrouverait,  de  même,  les  autres  cas  d'induction. 

020.  DiMroBU  eMato  de  théorie.  —  De  nombreuses  tenta- 
tives ont  été  faites,  à  l'exemple  de  Weber,  pour  réunir  dans 
une  même  théorie  les  phénomènes  de  l'électricité  statique,  les 
courants  permanents  et  les  effets  d'induction,  et  pour  établir 
un  lien  entre  l'électricité,  le  magnétisme  et  la  lumière. 

Gauss  a  émis  Topinion  que  les  actions  électriques  ne  doivent 
pas  se  produire  instantanément  et  qu'on  doit  trouver  la  clef 
des  phénomènes  électrodynamiques  si  l'on  peut  établir  la  lo^ 
de  propagation  des  forces  électriques. 

Différents  mathématiciens  ont  traité  le  problème  dans  cet 
ordre  d'idées.  On  peut  expliquer,  par  exemple,  les  phénomènes 
d'induction  en  admettant  que  le  potentiel  électrique  se  pro- 
page dans  le  milieu  avec  une  certaine  vitesse,  qui  serait  la 
vitesse  même  de  la  lumière,  d'après  B.  Riemann,  ou  d'un  ordre 
tout  différent,  suivant  la  théorie  de  G.  Neumann. 
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M.  Belti  assimile  Taction  des  courants  à  celle  d'un  système 
d'aimants  élémentaires,  tangents  en  chaque  point  au  contour 
des  circuits  et  polarisés  périodiquement  en  sens  contraires,  et 
il  considère  la  force  magnétique  comme  transmise  dans  le 
milieu  avec  une  certaine  \itesse. 

M.  Lorenz  a  montré,  de  son  côté,  qu'en  ajoutant  aux  équa- 
tions données  par  M.  Kirchhoff  sur  les  courants  électriques 
des  termes  convenablement  choisis,  qui  n'altèrent  aucune  con- 
séquence expérimentale,  on  obtient  une  nouvelle  série  d'équa- 
tions, qui  indiquent  une  action  de  proche  en  proche  entre  les 
éléments  du  milieu,  et  un  phénomène  d'ondulation  se  propa- 
geant avec  la  vitesse  de  la  lumière.  Il  arrive  ainsi  à  des  résul- 
tats tout  à  fait  semblables  à  ceux  que  Maxw^ell  avait  déduits 
d'une  théorie  entièrement  différente. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  M.  Edlung  a  essayé  de  montrer 
que  les  phénomènes  électriques,  tant  statiques  que  dyna- 
miques, se  laissent  expliquer  à  l'aide  d'un  seul  fluide  qui, 
selon  toute  probabilité,  n'est  autre  chose  que  l'éther. 

M.  Edlung  admet  que  tous  les  corps  à  l'état  neutre  renfer- 
ment une  quantité  normale  d'éther,  et  qu'une  électrisation, 
positive  ou  négative,  correspond  à  une  dose  d'éther  supérieure 
ou  intérieure  à  la  charge  normale.  Un  corps  électrisé  dans  un 
espace  neutre  ne  subira  aucune  action,  par  raison  de  symétrie, 
quelle  que  soit  sa  charge  électrique.  On  en  déduit  facilement 
que  l'action  de  deux  corps  est  proportionnelle  à  l'excès  de  leurs 
charges  respectives  sur  les  charges  normales. 

Un  courant  électrique  n'est  alors  qu'un  transport  d'éther 
dans  un  sens  déterminé;  si  Ton  admet  ensuite  que  l'action  des 
deux  masses  dépend  de  leur  vitesse  et  de  leur  accélération  re- 
lative suivant  la  droite  qui  les  joint,  on  arrive,  par  une  marche 
analogue  à  celle  de  Weber,  et  en  déterminant  certains  coeffi- 
cients par  ridentiPication  des  formules  avec  les  résultats  de 
l'expérience,  à  rendre  compte  des  lois  d'Ampère  et  des  phé- 
nomènes d'induction. 

Toutes  les  théories  qui  précèdent  impliquent  Texistence 
dun  milieu  intermédiaire;  car,  si  un  effet  mécanique  quel- 
conque, force  ou  potentiel,  se  transmet  avec  une  yitesse  finie 
d'une  particule  à  une  autre,  il  est  nécessaire  qu'un  milieu  de 
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structure  convenable  en  ait  été  le  siège  pendant  que  cet  effet 
a  quitté  la  première  particule  et  n'a  pas  encore  atteint  la 
seconde.  Maxwell  a  fait  intervenir  directement  les  propriétés 
de  ce  milieu  et  il  est  parvenu  à  établir,  entre  les  phénomènes 
électriques  et  les  phénomènes  lumineux,  des  relations  numé- 
riques remarquables,  conformes  à  Texpérience. 

es V.  Théorie  éleetroBia|rBéti«iae  de  la  lamtère .  —  NouS  avons 

VU,  à  plusieurs  reprises,  combien  les  différents  phénomènes 
d'électricité  et  de  magnétisme  sont  favorables  à  la  conception 
de  Faraday,  qui  consiste  à  abandonner  Tidéedes  actions  à  dis- 
tance, et  à  considérer  les  forces  comme  transmises  par  les  réac- 
tions élastiques  d'un  milieu  intermédiaire.  C'est  une  hypothèse 
analogue  à  celle  qui  sert  de  base  aujourd'hui  à  la  théorie  phy- 
sique de  la  lumière,  mais  il  serait  contraire  à  l'esprit  scienti- 
fique d'imaginer  ainsi  autant  de  milieux  différents  qu'il  y  a 
de  phénomènes  à  expliquer,  comme  on  le  faisait  autrefois  par 
les  hypothèses  distinctes  du  fluide  calorifique,  des  fluides  élec- 
triques et  des  fluides  magnétiques. 

Le  grand  problème  que  soulève  la  philosophie  de  la  science 
est  donc  de  connaître  la  constitution  d'un  milieu  unique  qui 
permette  d'expliquer  en  même  temps  tous  les  phénomènes 
physiques.  Si  le  calcul  montre  que  les  perturbations  électro- 
magnétiques se  propagent,  non  seulement  dans  l'air,  mais 
dans  tous  les  corps,  avec  la  vitesse  de  propagation  de  la 
lumière,  la  question  aura  déjà  fait  un  grand  pas,  car  il  sera 
démontré  que  ce  milieu  existe  et  que,  selon  toute  probabilité, 
les  phénomènes  électriques  et  lumineux  ne  sont  que  des  mani- 
festations différentes  des  propriétés  dont  il  est  doué.  Telle 
est  la  conséquence  de  la  théorie  de  Maxwell.  L'action,  décou- 
verte par  Faraday,  d'un  champ  magnétique  sur  la  polarisation 
de  la  lumière  qui  la  traverse  sera  une  conséquence  naturelle 
du  lien  que  le  milieu  commun  établit  entre  les  deux  ordres 
de  phénomènes. 

•88.  Équatioim  ffénéraieii.  — Pour  déterminer  les  conditions 
de  propagation  d'une  perturbation  électromagnétique  dans 
un  milieu,  nous  supposerons  ce  milieu  en  repos,  c'est-à-dire 
soustrait  à  tout  autre  mouvement  que  celui  qui  résulte  de  la 
perturbation  elle-même. 

Êtectr.  et  Mngn.  1  —   44 
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Les  équations  (i  i),  (i3)  et  (i4)  du  n""  5»  donnent 

4x/=KP, 
On  en  déduit 

équation  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme  symbolique 

Le  milieu  étant  immobile,  les  dérivées  des  coordonnées  par 
rapport  au  temps  sont  nulles.  Les  équations  (10)  du  n""  571 
donnent  alors 

il  en  résulte 

On  a  d'autre  parl^  par  les  équations  (12)  du  n""  sis, 

(.3)  4^„  =  ___, 

et  les  équations  (2)  du  n""  56?  donnent 

\Dz    Dr/    î)x\;)x    ^j     ^z)  Dx         ' 


en  posant 


^    dF    ;)G    îH 

^x      ÙJ      ^z 
Dx^       Dj^^        ^Z^ 


THÉORIES  GÉNÉRALES.  69 i 

Si  on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (i3),  il  vient 

(14)  4.u-,(g-AF). 

En  éliminant  u  entre  les  équations  (i3)  et  (i4)  et  répétant 
des  opérations  analogues  pour  les  autres  coordonnées,  on 
obtient  finalement 

Si  on  prend  les  dérivées  partielles  de  ces  équations,  respec- 
tivement par  rapport  à  x^y^  z,  et  qu'on  les  ajoute,  il  vient 


(.6)  ,(4,e  +  Ki)(f  +  A*)=o. 


Lorsque  le  milieu  n'est  pas  conducteur,  c=o,  et  la  valeur  de  As, 
qui  est  proportionnelle  à  la  densité  de  l'électricité  libre,  est  indé- 

pendante  du  temps.  Il  reste  alors-r-j-=:o,c'est-à-direque6est 

une  fonction  linéaire  du  temps,  ou  une  quantité  constante. 
Ces  deux  fonctions  9  et  ^  ne  joueront  donc  aucun  rôle  dans 
les  phénomènes  dus  aux  perturbations  périodiques. 

08II.  Propagation    don  ondulatlonii  dans  un  diéleetriatto.    — 

Dans  le  cas  d'un  diélectrique,  les  équations  (i5)  peuvent  donc 
se  réduire  à 

(.7)  Rt.^-AG=o. 

K,^-AH=o. 
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Ces  équations  définissent  la  manière  dont  les  fondions  F,  G,  H 
varient  avec  le  temps  et,  par  suite,  la  propagation  des  per- 
turbations électromagnétiques;  elles  ont  la  même  forme  que 
celles  qui  déterminent  les  mouvements  vibratoires  dans  un 
corps  solide  élastique. 

La  vitesse  V  de  propagation  d'un  ébranlement  est  donnée 
par  l'expression 

630.  Ondes  planes.  —  Supposons,  en  effet,  qu'à  un  instant 
les  perturbations  électromagnétiques  constituent  une  onde 
plane  perpendiculaire  à  Taxe  de  z.  Le  milieu  sera  parcouru 
par  des  ondes  planes  parallèles  à  la  première,  et  toutes  les 
quantités  dont  les  variations  déterminent  ces  ondes  sont  seu- 
lement des  fonctions  dez  et  de  t,  indépendantes  de  x  eij. 
Les  équations  (2)  du  n""  569  deviennent  alors 


v.X= 

G 

-:>z' 

v.Y= 

3F 

v.Z= 

0. 

Les  équations 

analogues  i 

i(i3) 

donnent, 

de  même, 

4ii«'  = 

iJ»F 

(•9) 

:0. 

iD»G 

On  voit  déjà  que  la  perturbation  électrique  est  aussi  dans  le 
plan  de  Tonde  et  perpendiculaire  à  la  perturbation  électro- 
magnétique, car  si  Ton  a  Y=o,  c'est-à-dire  si  la  perturbation 
électromagnétique  est  parallèle  à  l'axe  de  x,  on  aura  u'=o, 
et  la  perturbation  électrique  sera  parallèle  à  l'axe  àej\ 
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Pour  un  milieu  non  conducteur,  Téquation  (12)  et  les  rela- 
tions analogues  relatives  aux  autres  coordonnées  donnent 


4ltM'  = 

3«F 

(20)                        4w/  = 

4irto'= 

il  en  résulte 

D»F       I  D»F 

D»F    ,,,J»F 

,    .            3»G      I  3»G 

3»G     ^,3»G 

3»H 

La  dernière  de  ces  équations  a  pour  intégrale 

(22)  H=:A+Bf, 

expression  dans  laquelle  A  et  B  sont  des  fonctions  de  z.  Cette 
quantité  H  est  donc  constante  ou  varie  proportionnellement 
au  temps.  En  tous  cas,  elle  n'intervient  pas  dans  la  propaga- 
tion des  phénomènes  périodiques. 

Les  deux  premières  équations  ont  pour  intégrales  des  expres- 
sions de  la  forme 

^^•'^  G  =  ^^{z^\t)-^o,{z  +  \t). 

Les  valeurs  de  F  et  de  G  se  composent  de  deux  parties  dis- 
tinctes. La  première  ne  change  pas  quand  on  fait  successive- 
ment z=:o,  t=Oy  ou  z=\  et  r=i  ;  elle  représente  une  onde 
plane  qui  se  meut  parallèlement  à  Taxe  des  z  avec  une  vitesse 
égale  à  V.  La  seconde  représente  également  une  onde  plane  qui 
se  meut  dans  la  direction  opposée  avec  la  même  vitesse. 

681.  —  Une  perturbation  magnétique,  sous  forme  d'onde 
plane,  produit  donc  deux  ondes  planes  qui  se  propagent  de 
part  et  d'autre  avec  la  même  vitesse. 
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Lorsque  Ton  a  G=:o,  la  force  magnétique  est  parallèle  à 
Taxe  de  j  et  égale  à  —  —  ;  la  force  électromolrice  est  paral- 

lèle  à  Taxe  de  ^  et  a  pour  valeur  —  •— .  Si  Ton  admet  l'iden- 

tité  de  ces  phénomènes  avec  la  lumière,  le  cas  actuel  corres- 
pondra à  un  rayon  de  lumière  polarisé.  Le  plan  de  polarisa- 
tion coïncidera,  soit  avec  le  plan  de  perturbation  magnétique, 
soit  avec  le  plan  de  perturbation  électrique  qui  lui  est  perpen- 
diculaire. 
Si  la  perturbation  primitive  est  périodique  et  forme  une 

vibration  simple  proportionnelle  à  sin  21:-^, le  même  carac- 
tère se  retrouvera  dans  chacun  des  plans  parallèles  à  Tonde 
primitive^  et  la  longueur  d'onde  du  phénomène  est  la  distance 
VT  parcourue  par  la  propagation  du  mouvement  pendant  la 
durée  T  d'une  période. 

Si  la  perturbation  est  circulaire,  c*est-à-dire  si  elle  peut 
être  figurée  par  un  mobile  qui  décrit  une  circonférence  d'un 
mouvement  uniforme,  le  même  caractère  se  reproduira  dans 
les  ondes  propagées,  et  les  plans  qui  passent  par  le  rayon 
et  la  force  magnétique  ou  le  déplacement  électrique  sont  tou- 
jours perpendiculaires  entre  eux.  Ce  serait  le  cas  d'un  rayon 
de  lumière  polarisé  circulairement. 

682.  Partage  des  énwgieu,  —  Nous  avons  VU  (i2o]  que  dans 
un  système  électrisé  l'énergie  du  milieu  par  unité  de  volume 
est  égale  à  la  moitié  du  produit  du  déplacement  par  la  force 
électrique.  De  même,  dans  le  champ  d'un  système  de  cou- 
rants (590),  l'énergie  par  unité  de  volume  est  égale  au  quotient 
du  carré  de  l'induction  par  8r.\k. 

Supposons  que  l'onde  plane  considérée  soit  polarisée  et  que 
la  perturbation  électrique  soit  dirigée  suivant  l'axe  des  x. 
On  aura  alors  X=Z=o;  /=t^;'=o;  g=:h=o;  Q=Ii=zo\ 
G=H=o. 

L'énergie  électrique  par  unité  de  volume  a  pour  expression 
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et  l'énergie  électromagnétique 

Ces  deux  expressions  sont  égales,  car,  si  on  multiplie  les  deux 
membres  de  la  première  des  équations  (^21)  par  les  facteurs 

égaux  —  et—  --,  et  qu  on  mtegre  par  rapport  a  t,  on  obtient 

et         vZ   et 


m'=^^(3)'- 


L'énergie  totale  du  milieu  dans  lequel  se  propagent  les  ondes 
est  donc  moitié  sous  forme  d'énergie  électrostatique  et  moitié 
sous  forme  d'énergie  électromagnétique. 

Désignons  par  p  chacune  de  ces  énergies  par  unité  de  vo- 
lume. En  vertu  de  son  état  électrique  (104)  le  milieu  est  sou- 
mis à  une  tension  -  parallèle  à  Taxe  des  x  et  une  pression  de 

même  valeur  parallèlement  aux  axes  desj^  et  desz.  En  vertu 
de  son  état  électromagnétique,  le  milieu  est  soumis  aux  mêmes 
effets,  sauf  qu'il  faut  remplacer  l'axe  des  x  par  l'axe  des  y  et 
inversement.  Ces  actions  se  détruisent  dans  le  plan  de  l'onde 
et  il  reste  normalement  à  ce  plan  une  pression  ;?  égale  à  a 
moitié  de  l'énergie  totale  par  unité  de  volume. 

Un  rayon  de  lumière  produit  donc  dans  un  milieu  une 
pression  parallèle  au  sens  de  la  propagation  et  exercerait  une 
répulsion  sur  une  lame  de  métal  qu'il  rencontrerait.  11  est 
possible  que  cet  effet  intervienne  pour  une  part  dans  le  mou- 
vement des  radiomèlres. 

683.  ViteMe  de  propagration  de  la  lumière.    —  Le    véritable 

contrôle  de  cette  théorie  est  donc  que,  dans  tous  les  milieux, 
hi  vitesse  de  propagation  des  perturbations  magnétiques  soit 
la  même  que  la  vitesse  delà  lumière. 

Supposons  d'abord  que  le  milieu  considéré  soit  de  Tair.  Le 
coefficient  K  serait  égal  à  l'unité  si  l'on  avait  adopté  les  unités 
électrostatiques.  Dans  le  système  électromagnétique,  la  valeur 

de  ce  coefficient  (eos)  est -5. 


696  ËLEGTROMAGNÉTISME. 

11  en  résulte 

VK 

Ainsi  la  vitesse  de  propagation  d'une  perturbation  électro- 
magnétique dans  Tair  est  égale  au  rapport  des  unités  ;  ce 
rapport  doit  donc  être  égal  à  la  vitesse  de  propagation  de  la 
lumière.  Or,  Texpérience  indique  pour  ces  deux  vitesses  des 
valeurs  qui  différent  extrêmement  peu  de  3oo,ooo  kilomètres 
par  seconde,  et  les  travaux  les  plus  récents  s'accordent  à  don- 
ner des  nombres  d'autant  plus  voisins  Tun  de  l'autre  que  les 
mesures  ont  été  faites  avec  plus  d'exactitude.  Une  pareille 
coïncidence  ne  peut  être  un  effet  du  hasard,  et  la  théorie 
ingénieuse  de  Maxwell  trouve  ainsi  dans  l'expérience  une 
confirmation  éclatante. 

634.  PouToir  induetear  ■péciflqne. — Considérons  maintenant 
un  milieu  diélectrique  dont  l'indice  de  réfraction  soit  n  et 
le  pouvoir  inducteur  spécifique  plus  grand  que  celui  de  Tair. 
En  désignant  par  Y  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière 
dans  Tair  et  par  V  sa  vitesse  dans  le  milieu  considéré,  on  a 

/iV'=V,      ou      n^Y^=\\ 

D'autre  part,  la  vitesse  V  de  propagation  des  perturbations 
électromagnétiques  s'obtiendra  en  remplaçant  K  par  K',  ce 
qui  donne 

Pour  que  les  vitesses  V"  et  Y  soient  encore  égales,  il  faut 
qu'on  ait  11^=^- 

11  résulte  donc  de  cette  théorie  que  le  pouvoir  inducteur 
spécifique  d'un  diélectrique,  par  rapport  à  celui  de  Tair,  est 
égal  au  carré  de  son  indice  de  réfraction. 

11  se  présente  ici,  pour  la  vérification  expérimentale  de 
cette  conséquence,  une  difficulté  qui  tient  à  la  dispersion  des 
milieux  réfringents.  L'indice  de  réfraction  étant  variable 
avec  la  longueur  d'onde,  l'idée  la  plus  naturelle  est  de  consi- 
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dérer  la  valeur  limite  de  Tindice,  c'est-à-dire  celle  qui  corres- 
pond à  la  plus  grande  longueur  d'onde.  Pour  la  paraffine,  par 
exemple,  les  indices  de  rérraction  des  rayons  lumineux  extrê- 
mes varient  de  1,43  à  1,4s,  et  les  meilleures  expériences  mon* 
trent  que  le  pouvoir  inducteur  spécifique  est  égal  à  2,29,  dont 
la  racine  carrée  i,5i  n'est  pas  très  éloignée  de  l'indice  de  ré- 
fraction. L'accord  est  beaucoup  moins  satisfaisant  avec  la  plu- 
part des  diélectriques  solides  transparents,  tels  que  les  diffé- 
rentes espèces  de  verre,  le  spath  d'Islande,  le  spath  fluor  et 
le  quartz  ;  leur  pouvoir  inducteur  spécifique  est  toujours  plus 
élevé,  quelquefois  le  double  du  carré  de  l'indice  de  réfraction. 
Il  en  est  de  même  pour  les  huiles  végétales  et  animales,  d'après 
les  expériences  récentes  de  M.  Hopkinson. 

Pour  les  gaz,  dont  la  réfraction  est  plus  faible  et  la  dispersion 
négligeable,  la  puissance  réfractive  n^—  i  est  proportionnelle 
au  poids  spécifique,  ou  à  la  pression,  si  la  température  est  con- 
stante; il  doit  en  résulter  que  le  pouvoir  inducteur  spécifique 
croit  aussi  proportionnellement  à  la  pression,  et  par  le  même 
coefficient  que  la  puissance  réfractive.  Cette  conséquence 
parait  avoir  été  vérifiée  parles  recherches  de  M.  Boltzmann. 

Le  contrôle  de  l'expérience  ne  peut  donc  pas  être  considéré 
comme  suffisant  pour  confirmer  la  théorie  ;  mais  on  ne  doit 
pas  attacher  trop  d'importance  à  ce  désaccord  apparent,  si 
l'on  tient  compte  du  fait  que  le  pouvoir  inducteur  spécifique 
diminue  d'une  manière  notable  avec  la  durée  de  Télec Irisation. 
Or,  la  période  des  oscillations  électriques  qu'il  faut  admettre 
pour  expliquer  les  phénomènes  lumineux  est  hors  de  toute 
proportion  avec  le  plus  court  intervalle  de  temps  que  l'on 
puisse  réaliser  dans  les  expériences  d'électricité. 

Dans  tous  les  cas,  cette  corrélation  des  propriétés  optiques 
et  électriques  d'un  milieu  peut  être  considérée,  au  moins, 
comme  une  première  approximation  d'une  théorie  qui  reste 
à  préciser  davantage. 

635.  MiiieiuL  anisotropef.  —  Pour  étendre  la  théorie  aux 
milieux  anisotropes,  il  serait  nécessaire,  en  toute  rigueur,  de 
connaître  la  relation  qui  existe  entre  la  constitution  molécu- 
laire d'un  milieu  et  ses  propriétés  électriques;  mais,  sans  for- 
muler aucune  conception  hypothétique,  il  suffit  d'admettre 
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que  le  pouvoir  inducteur  spécifique  du  milieu  n*esi  pas  le 
même  dans  les  différentes  directions,  en  d'autres  termes,  que 
la  force  éleclromotrice,  au  lieu  d'être  proportionnelle  au  dé- 
placement et  dans  la  même  direction,  est  liée  au  déplacement 
par  un  système  d'équations  linéaires,  comme  pour  les  phé- 
nomènes de  dilatation  calorifique. 

Dans  ce  cas,  il  existe  trois  directions  rectangulaires  suivant 
lesquelles  la  force  électromotrice  est  dans  la  direction  du 
déplacement  ;  en  prenant  ces  directions  pour  axes  de  coor- 
données^ et  appelant  K^,  K^  et  K3  les  trois  valeurs  principales 
du  pouvoir  inducteur  spécifique,  ou  a,  beic  les  trois  vitesses 
principales  de  propagation,  on  peut  écrire 


Dans  un  milieu  non  conducteur,  dont  la  densité  électrique 
est  constante  en  chaque  point,  les  équations  générales  de  pro- 
pagation (i5)  deviennent  alors 


(.5)  K^_:^AG--  =  ^,3P-, 


En  désignant  par  /,  m  et  71  les  cosinus  des  angles  que  fait 
avec  les  axes  la  normale  à  une  onde  plane  qui  se  propage 
avec  la  vitesse  V,  on  peut  écrire 

Ix  H-  mj^  4-  nz  —  V^ = tu. 
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Représentons  par  F%  G\  W  les  dérivées  secondes  par  rap- 
port à  w  des  différentes  fonctions  F,  G,  H;  les  équations  (aS) 
deviennent 

En  éliminant  les  fonctions  F',  G*'  et  H"  entre  ces  trois  équa- 
tions, on  obtient 

C'est  une  équation  de  même  forme  que  celle  qui  détermine 
la  vitesse  de  propagation  de  la  lumière  dans  les  milieux  réfrin- 
gents à  deux  axes.  Elle  donne,  pour  une  direction  quelconque, 
deux  vitesses  correspondant  à  deux  ondes  distinctes  qui  se  pro- 
pagent dans  le  même  sens.  Si  l'onde  est,  par  exemple,  perpen- 
diculaire à  Taxe  de  x,  on  a  m=o,  n=o,  et  les  valeurs  de  la 
vitesse  sont  h  et  c. 

636.  —  Si  le  milieu  est  symétrique  par  rapport  à  un  axe, 
pat*  exemple  Taxe  de  x,  les  deux  vitesses  &  et  c  sont  égales  et 
l'équation  (27)  se  réduit  à 

Pour  une  onde  perpendiculaire  à  Taxe,  /=!  ;  il  n'y  a  alors 
qu'une  vitesse  de  propagation,  V=:&,  quelle  que  soit  la  direc- 
tion des  ébranlements  électriques  et  magnétiques  dans  le  plan 
de  Tonde.  Si  Tonde  est  parallèle  à  Taxe,  /  =  o,  et  Ton  a  deux 
vitesses  de  propagation,  \=a  et  \=b.  L'onde  qui  se  propage 
avec  la  vitesse  &  a  le  caractère  de  Tonde  ordinaire  dans  les 
phénomènes  d'optique,  et  correspond  à  une  perturbation  élec- 
trique perpendiculaire  à  Taxe.  Comme  cette  onde  est  polarisée 
dans  le  plan  de  Taxe  et  du  rayon,  on  voit  que  le  plan  de 
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polarisation  de  la  lumière  est  perpendiculaire  au  plan  de 
perturbation  électrique. 

ea9.  Corps  Imparfaitement  iMoianto.  —  Supposons  que  le 
milieu  soit  imparfaitement  isolant  et  isotrope,  et  que  les  effets 
de  déplacement  et  de  conductibilité  soient  de  même  ordre. 
Alors  l'énergie  se  transforme  partiellement  en  chaleur,  et 
Tonde  qui  se  propage  s'affaiblit  graduellement. 

Considérons  une  onde  plane  perpendiculaire  à  l'axe  de  s^ 
la  perturbation  étant  parallèle  à  l'axe  de  x.  Les  équations  (i5) 
donnent  alors 

(,8)  4,e-+K-=3-^. 

L'intégrale  est  une  fonction  de  la  forme 
F = e"'*  cos  (nf  —  yz), 
les  coefficients  devant  satisfaire  aux  conditions 

Cette  expression  représente  une  onde,  qui  se  propage  parallè- 
lement à  l'axe  de  z  avec  une  vitesse  V  éeale  à  -,  et  dont  Tam- 

plitude  diminue  rapidement. 

Le  coefficient  d'absorption  p  a  pour  valeur  aîrcV.  L'absorp- 
tion de  la  lumière  doit  donc  augmenter  avec  la  conductibilité 
électrique.  L'expérience  indique,  en  eiïet,  que  la  plupart  des 
corps  transparents  sont  diélectriques,  et  que  tous  les  bons  con- 
ducteurs sont  très  opaques. 

Toutefois,  cette  relation  n'est  pas  absolue,  car  certains  mé- 
taux sont  transparents  sous  une  faible  épaisseur  et  plusieurs 
diélectriques  sont  opaques.  On  doit  mettre  à  part  les  électro- 
lytes,  qui  sont  presque  tous  transparents,  car  la  décomposition 
qui  accompagne  le  passage  de  l'électricité  change  complète- 
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ment  la  nature  du  pneaomène,  et  on  ne  se  trouve  plus  en 
présence  d'un  simple  effet  de  conductibilité. 

•38.  Corps  condactoara.  —  Considérons  enfin  un  milieu 
isotrope  conducteur,  ou  du  moins  un  milieu  dans  lequel  les 
phénomènes  de  conduction  soient  dominants  par  rapport  à  ceux 
du  déplacement  électrique.  Si  on  néglige  alors  dans  les  équa- 
tions (i5)  les  termes  qui  renferment  le  facteur  K,  ainsi  que  les 
fonctions  6  et  ?];,  il  vient 

(29)  4itc— =AG. 

4^c^=AH. 

Chacune  de  ces  équations  a  la  même  forme  que  celle  qui 
donne  la  diffusion  de  la  ciialeur  dans  la  théorie  de  Fourier. 

£n  effet,  si  on  appelle  Ar,  comme  on  Ta  fait  plus  haut  (90), 
le  coefficient  de  conductibilité  calorifique  d'un  milieu  iso- 
trope, et  si  Ton  considère*  la  fonction  F  comme  désignant  la 
température  en  chaque  point,  l'expression  MF  représente  le 
flux  de  chaleur  qui  pénètre  pendant  Tunité  de  temps  dans 

DF 

Tunité  de  volume  ;  -r-  est  l'élévation  correspondante  de  tem- 
ot 

pérature,  de  sorte  que  le  coefficient  4^cA:  est  la  capacité  calo- 
rifique du  milieu  par  unité  de  volume. 

Les  propriétés  électromagnétiques,  une  fois  établies  dans 
un  milieu,  éprouvent  donc  une  diffusion  analogue  à  celle  de  la 
chaleur  ;  mais  on  doit  remarquer  que  le  coefficient  k  de  cond  uc- 
tibilité  du  milieu  qui  produirait  la  même  diffusion  calorifique 
est  en  raison  inverse  de  c.  La  diffusion  des  effets  électromagné- 
tiques est  donc  en  raison  inverse  de  la  conductibilité  électrique, 
de  sorte  qu'un  milieu  doué  d'une  conductibilité  parfaite  oppo- 
serait un  obstacle  absolu  à  cette  diffusion. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  d'un  courant  linéaire 
entouré  d'un  milieu  conducteur.  Au  moment  où  on  établit  le 
courant  principal,  le  courant  induit  dans  be  milieu  qui  Ten- 
toure  a  la  même  intensité,  et  leur  action  sur  un  point  éloigné 
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est  nulle;  le  régime  ne  s'établit  qu'après  Textinction  des  cou- 
rants induits  par  la  résistance  du  milieu.  Mais,  à  mesure  que 
le  courant  induit  s'affaiblit^  il  produit  autour  de  lui  un  courant 
de  même  sens,  de  sorte  que  l'espace  occupé  dans  le  milieu 
par  le  courant  induit  s'agrandit  de  plus  en  plus,  à  mesure 
que  Fintensité  diminue. 

Si  le  courant  principal  est  maintenu  constant^  les  courants 
induits  se  diffusent  graduellement;  quand  le  régime  perma- 
nent est  atteint,  les  valeurs  de  AF,  AG  et  AH  sont  nulles  dans 
tout  le  milieu  et  ne  conservent  de  valeurs  finies  que  dans  la 
portion  occupée  par  le  circuit  du  courant. 

689.  PolarifatloB  rotatoire  mairnétiqae.  —  La  Ibéoric  Ordi- 
naire des  ondulations  admet  que  les  phénomènes  lumineux 
sont  produits  par  les  vibrations  de  Téther  ;  mais  on  doit  recon- 
naître qu'une  interprétation  aussi  formelle  dépasse  la  portée 
des  expériences.  On  ignore,  en  réalité,  quelle  est  la  nature 
même  de  la  lumière.  La  seule  chose  qui  puisse  être  considérée 
comme  démontrée,  c'est  que,  dans  un  rayon  de  lumière,  il  y  a 
un  effet  mécanique  de  la  nature  d'un  vecteur  en  géométrie, 
c'est-à-dire  caractérisé  par  une  grandeur  et  une  direction  ; 
cette  direction  est  normale  au  rayon,  et  elle  varie  périodique- 
ment dans  un  même  plan  lorsque  le  rayon  est  polarisé.  C'est 
la  conséquence  des  phénomènes  d'interférence. 

Dans  le  cas  d'un  rayon  polarisé  circulairement,  la  grandeur 
de  cet  effet  mécanique,  de  ce  vecteur,  reste  constante,  mais 
sa  direction  tourne  autour  du  rayon  et  effectue  une  révolution 
complète  pendant  chaque  période.  Lorsqu'un  pareil  rayon 
traverse  un  milieu  sous  l'action  d'une  force  magnétique,  sa 
vitesse  de  propagation  est  modifiée  ;  on  en  doit  conclure  qu*il 
existe  dans  le  milieu  quelque  mouvement  rotatoire  dont  l'axe 
est  parallèle  à  la  direction  des  forces  magnétiques.  Cette  rota- 
tion ne  s'applique  à  aucune  portion  finie  du  milieu,  prise 
comme  un  ensemble,  et  l'on  doit  concevoir  qu'elle  est  limitée 
aux  moindres  particules  du  corps,  dont  chacune  tourne  autour 
d'un  axe  qui  lui  est  propre.  C'est  l'hypothèse  (eoi)  des  tour- 
billons moléculaires  {vortices). 

Maxwell  a  explfqué  ainsi  les  phénomènes  de  polarisation 
rotatoire  magnétique  par  l'idée  des  tourbillons  moléculaires; 
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mais,  sans  entrer  dans  Texposé  de  cette  théorie,  on  peut  arriver 
au  même  résultat,  comme  Ta  montré  M.  Rowland,  en  faisant 
intervenir  une  action  nouvelle  découverte  par  M.  Hall. 

640.  PiiéBOBiéMe  de  Hall.  —  Soit  ABGD  (fig.  1127)  uu  con- 
ducteur en  forme  de  croix  taillé  dans  une  feuille  métallique 
très  mince,  une  feuille  d*or,  par  exemple  ;  les  deux  extrémités 
A  et  B  de  la  branche  principale  sont  en  communication  avec 


-1  ■^/^'</'//y^y"."'''.  y 


B 


Fig.  127 

les  pôles  d'une  pile,  les  extrémités  G  et  D  de  la  branche  trans- 
versale en  communication  avec  un  galvanomètre.  On  arrive 
facilement  à  disposer  l'appareil  de  manière  qu'aucune  portion 
du  courant  ne  traverse  le  galvanomètre. 

Quand  on  place  ce  conducteur  dans  un  champ  magnétique 
très  intense,  de  manière  que  les  lignes  de  force  soient  perpen- 
diculaires à  son  plan,  une  déviation  permanente  de  TaigiVille 
montre  qu'un  courant  constant  traverse  le  galvanomètre.  Si 
le  courant  va  de  A  en  B  dans  la  branche  principale,  et  que 
les  lignes  de  force  traversent  d'avant  en  arrière  le  plan  de  la 
figure,  le  courant  dérivé  va  de  D  en  G  à  travers  le  galvano- 
mètre, lorsque  le  conducteur  est  formé  d'une  feuille  d'or,  d'ar- 
gent, de  platine  ou  d'étain,  et  en  sens  contraire  lorsque  le 
métal  est  du  fer.  L'action  cesse  d'être  appréciable  quand  on 
augmente  l'épaisseur  des  conducteurs. 

Dans  le  premier  cas,  le  courant  est  entraîné  dans  le  sens  de 
la  force  électromagnétique  qui  s'exercerait  sur  un  01  parallèle 
à  AB  et  traversé  par  un  courant  de  A  en  B  ;  on  peut  dire  qu'il 
en  est  encore  de  même  dans  le  second  cas,  puisqu'à  l'inté- 
rieur d'une  lame  de  fer^  par  suite  de  l'aimantation,  le  sens 
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des  lignes  de  force  et  la  direction  de  la  force  électromagné- 
tique ont  changé  de  signe. 

Ainsi  interprété,  le  phénomène  de  Hall  serait  en  contradic- 
tion avec  Topinion  généralement  adoptée  que,  dans  les  phé- 
nomènes électromagnétiques,  l'action  s'exerce  sur  les  sup- 
ports des  courants  et  non  sur  le  courant  lui-même.  Mais,  de 
quelque  manière  qu'on  explique  l'expérience,  il  en  résulte 
qu'un  champ  magnétique  à  l'état  slationnaire  développe  une 
force  électromotrice  qui  tend  à  entraîner  l'électricité  dans  le 
sens  de  l'action  électromagnétique,  c'est-à-dire  vers  la  gauche 
d'un  observateur  placé  dans  le  courant  et  qui  regarde  dans  la 
direction  de  la  force  magnétique. 

Comme  l'effet  dont  il  s'agit  est  très  petit,  Thypolbèse  la  plus 
naturelle,  vérifiée  d'ailleurs  approximativement  par  les  expé- 
riences de  M.  Hall,  est  d'admettre  qu'il  est  proportionnel  à  la 
force  électromagnétique. 

6fli.  Équations  ir^néraies.  —  Soient  A,  B,  G  Ics  composantcs 
de  cette  force  éleclromotrice  nouvelle,  et  supposons  qu'il  s'a- 
gisse d*un  milieu  magnétique.  La  composante  A,  qui  agit  sui- 
vant Taxe  des  j:,  est  la  somme  algébrique  des  deux  actions 
exercées  sur  les  composantes  v  et  w'  du  flux  d'éleclricilé 
suivant  l'axe  des  j^  et  suivant  l'axe  des  z  :  la  première  est  pro- 
portionnelle à  —  Z/,  et  la  seconde  à  Yw\  En  désignant  par  y 
le  coefficient  de  proportionnalité,  on  aura  donc 

A=y(Yu)'-ZO, 
(3o)  Br^Y(Z"'-Xw;'), 

Les  composantes  de  la  force  électromotrice  totale  du  champ 
deviennent  alors 

(3.)  Ç=-f+B' 
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Les  équations  (i5)  donnent,  en  introduisant  les  forces  éleo- 
tromotrices  nouvelles, 

,3,),(4„.Kl)(i£-A.^)+^-.F=„.e,c. 


Comme  les  fonctions  '^  et  6  ne  jouent  pas  de  rôle  dans  les 
phénomènes  périodiques,  on  aura  donc,  si  le  milieu  n'est  pas 
conducteur, 


(33) 


642.    Propagation   d'une  onde    plane.   —   Considérons   une 

onde  plane  perpendiculaire  à  Taxe  des  z.  On  n'aura  à  tenir 
compte  que  de  la  composante  Z  de  la  force  magnétique 
parallèle  à  cet  axe  ;  dans  ce  cas,  si  le  champ  est  constant, 
les  équations  (33)  se  réduisent  à 

(34)  Ki.{j^-yZ—)=j^, 

Les  équations  (2)  et  (12}  des  d"  se»  et  59s  donnent 


Dr  1*  iz^ 


,     ,  DX  iD»G 


Èlectr,  et  magn. 
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Il  en  résulte 

W 

I     D»F 

3t 

4iT*tVi)«' 

3/ 

I    3»G 

M 

4it|*3«'3f' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (34),  il  vient 

K   P'F     yZ   yG\     yP 
/D^      vZ   D^F\      D»G 


Ces  équations  ont  une  solution  de  la  forme 

G  =  rcos{pt'-ifz)sinmt. 

On  déterminera  les  coefficients  par  la  condition  que  les  équa- 
tions dilTérenlielles  soient  satisfaites  pour  toutes  les  valeurs 
de  z  et  de  t^  ce  qui  donne 

CSi^  V  4^  / 

4^ 

Les  valeurs  de  F  et  de  G  sont  les  projections  sur  les  axes 
d'une  force  électromotrice  r  cos  {pt  —  qz),  qui  fait  avec  Taxe 
des  X  un  angle  mt  proportionnel  au  temps. 

•4S.  Rotation  du  plan  do  polarisation.  7—  Le  phénomène  re- 
présente donc  un  rayon  de  lumière  qui  se  propage  suivant 

l*axe  des  z  avec  une  vitesse  V==  -,  dont  la  période  de  vibra- 

•7 
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lion  est  T= —  ;  la  longueur  d'onde,  c'esl-à-dire  Tespace  par- 
couru pendant  une  période,  est  X=—  —  =  — . 

q  p        q 

Ce  rayon  est  polarisé  rectilignement  ;  mais  le  plan  de  pola- 
risation tourne,  comme  dans  un  milieu  actif,  et  la  rotation 

complète  s'effectue  en  un  temps  •:==  — . 

Les  équations  de  condition  (37)  donnent 


m  = 


2|JL  4^  2[JlX^ 


Comme  le  terme  en  y  est  très  petit,  on  peut  prendre  la  racine 
carrée  par  approximation,  et  il  yient  finalement  : 


Ki*m»X» 


r=-i-f 

_4ixX» 


Il  en  résulte  les  conséquences  suivantes  : 

1*  Lorsqu'un  rayon  polarisé  se  propage  suivant  la  direction 
d'une  ligne  de  force  magnétique,  le  plan  de  polarisation  tourne 
dans  une  direction  qui  dépend  du  signe  de  y- 

C'est  le  phénomène  découvert  par  Faraday,  avec  l'inversion 
pour  les  corps  magnétiques  observée  par  Verdet. 

2»  La  vitesse  de  propagation  est  augmentée  par  l'action 
électromagnétique;  mais  cet  effet  est  sans  doute  trop  faible 
pour  être  mis  en  évidence. 

Si  l'on  désigne  par  X^  et  V^  la  longueur  d'onde  et  la  vitesse 
du  rayon  dans  le  vide,  lorsqu'il  est  soustrait  à  l'action  magné- 
tique, et  n  rindicede  réfraction  quand  il  passe  dans  le  milieu 
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considéré,  on  a  nX=X^  et  nV=V^.  Le  temps  que  met  ce 
rayon  à  parcourir  une  épaisseur  e  du  milieu  est-rT=  r^;  la 

o 

rotation  6  qu'éprouve  le  plan  de  polarisation  a  pour  valeur 

et  la  rotation  o),  pour  une  différence  de  potentiel  égale  à 
Tunité,  devient 


iù  =  ^(' 


Si  rindice  de  réfraction  était  indépendant  de  la  dispersion 
du  milieu,  la  rotation  du  plan  de  polarisation  serait  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  longueur  d'onde,  ce  qui  est  la  loi  ap- 
prochée de  la  rotation  magnétique. 

Nous  avons  vu  (*•»)  que,  pour  tenir  compte  de  la  dispersion, 


I  — -  T-j; 
içn*    f  dn\ 


il  vient  alors 


C'est,  à  part  le  facteur  {x,  la  formule  à  laquelle  était  par- 
venu Maxwell  par  la  théorie  des  tourbillons  moléculaires,  et 
celle  qui  s'accorde  le  mieux  avec  l'expérience.  On  voit  que, 
toutes  choses  égales  d'ailleurs,  le  pouvoir  rotatoire  est  en  rai- 
son inverse  du  coefficient  de  perméabilité  {x. 
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614.  Conaéquencea  du  principe  deCamot.  *—  Sir  W.  TllOITl* 

son  a  montré  que  les  principes  qui  servent  de  base  à  la  théorie 
lie  la  chaleur,  c'est-à-dire  le  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie  et  le  principe  de  Carnol,  permettent  d'établir  quel- 
que propriétés  importantes  relatives  aux  phénomènes  élec- 
triques et  magnétiques. 

Toutes  les  fois  qu'un  corps  perd  de  la  chaleur  ou  change 
de  dimensions,  malgré  des  forces  extérieures  qui  tendent  à  le 
déformer  en  sens  contraire,  il  effectue  un  travail.  Quel  que  soit 
le  cycle  de  transformations,  le  travail  mécanique  extérieur  ne 
dépend  que  de  Tétat  final  et  de  Tétat  initial  du  corps.  Dans 
tous  les  cas,  ce  travail  mécanique  ou  calorifique  correspond  à 
une  perte  d'énergie  du  corps  considéré. 

L'énergie  intrinsèque  ou  potentielle  d'un  corps  est  le  tra- 
vail total  qu'il  pourrait  effectuer  par  un  refroidissement  indé- 
Gni  et  par  une  extension  ou  une  contraction  sans  limites, 
suivant  que  les  forces  moléculaires  sont  répulsives  ou  attrac- 
tives. Il  n'existe  aucun  moyen  d'évaluer  cette  énergie,  ni 
même  de  savoir  si  elle  est  fmie  pour  une  masse  limitée  ;  mais 
on  peut  mesurer  les  changements  qu'elle  éprouve  à  partir 
d'un  état  déterminé,  pris  comme  état  normal. 

L'état  mécanique  d'un  corps  homogène  qui  a  subi  une  dé- 
formation quelconque  homogène,  c'est-à-dire  une  déformation 
qui  se  reproduit  de  la  même  manière  dans  chaque  élément 
du  volume,  peut  être  exprimé  par  six  variables  indépendantes, 
par  exemple  les. longueurs  des  côtés  et  les  valeurs  des  angles 
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d'un  parallélipipède,  ou  les  sitl  éléments  d'un  ellipsoïde,  qui 
renfermerait  toujours  la  même  portion  du  corps  solide. 

e4ft.  —  L'énergie  potentielle  E  d'un  corps  par  unité  de 
poids,  à  partir  de  son  état  normal,  est  une  fonction  de  son 
état  mécanique  (forme  et  dimensions)  et  de  sa  température. 
Quand  le  corps  éprouve  une  transformation  quelconque,  il 
absorbe  une  certaine  quantité  H  d'énergie  qui  dépend  de  la 
déformation  qu'il  a  subie  et  de  la  variation  de  température.  Si 
l'une  des  variables  seulement  x  a  varié  de  dx  et  la  tempéra- 
ture de  dT^  on  peut  écrire 

(i)  dE^adx-hldT. 

Les  fonctions  a  et  /  ont  une  signification  physique  évidente. 
En  les  divisant  par  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  la 
première  représente  la  chaleur  latente  relative  à  la  variables, 
et  la  seconde  /  la  chaleur  spécifique  pour  un  état  mécanique 
constant. 

Le  travail  ^W  effectué  par  les  forces  extérieures  ne  dépend 
que  du  changement  de  forme,  et  l'on  a 

dV^=bdx. 

L'accroissement  d'énergie  potentielle  est  la  somme  de  ces 
deux  expressions,  ce  qui  donne 

(2)  rfE=(a  +  A)rfa?  +  /rfT. 

Pour  un  cycle  fermé  quelconque,  la  variation  totale  d'éner- 
gie potentielle  est  nulle;  la  variation  élémentaire  doit  donc 
être  une  différentielle  exacte  des  variables  indépendantes,  ce 
qui  donne  la  condition 

;>(a4-&)_D/ 

Cette  équation  peut  être  considérée  comme  traduisant  le 
principe  de  la  conservation  de  Ténergie,  ou  l'équivalence 
mécanique  de  la  chaleur. 
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—  Pour  appliquer  le  principe  de  Carnot,  il  est  néces- 
saire que  le  cycle  des  transformations  soit  réversible  et  que 
Tétat  final  du  corps  soit  identique  à  Tétat  initial. 

La  somme  des  quotients  de  l'énergie  calorifique  absorbée 
par  la  température  absolue  correspondante  est  alors  nulle,  et 
Ton  a 


/Tr=/(T''-^-^T'^)=" 


L'eipression  comprise  entre  parenthèses  devant  être  aussi 
une  différentielle  exacte,  il  en  résulte 


Cette  équation  (4)  peut  être  considérée  également  comme 
la  traduction  du  principe  de  Carnot. 
En  comparant  les  équations  (3)  et  (4),  on  en  déduit 

a  T^b 

On  obtiendrait  une  équation  analogue  pour  toute  autre 
variable  indépendante.  Si  on  désigne  par  A  la  dérivée  totale 
de  rénergie  calorifique  absorbée  pour  une  transformation 
quelconque  du  corps  à  température  constante,  ce  qui  corres- 
pond à  la  chaleur  latente. relative  à  cette  transformation,  et 
par  B  la  dérivée  correspondante  du  travail  extérieur,  on 
aura  donc 

(6)  A.=  -TÎB. 

647.  —  On  peut  déduire  de  cette  équation  (6)  les  consé- 
quences suivantes: 

Toutes  les  fois  que  le  travail  extérieur  a  lieu  dans  un  sens 

tel  que  la  dérivée -7|^  est  négative,  la  valeur  de  A  est  positive. 
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En  d'autres  termes,  quand  la  déformation  produite  par  le  tra- 
vail extérieur  est  telle  qu'une  déformation  de  même  nature 
pourrait  être  provoquée  par  un  refroidissement  du  corps,  ce 
travail  est  accompagné  d'un  dégagement  de  chaleur  et,  par 
conséquent,  d'une  élévation  de  température.  L'inverse  aurait 

lieu  si  la  dérivée  -yp  était  positive.  C'est  ainsi  qu'un  gaz  s'é- 

chaufTe  quand  on  le  comprime,  et  qu'il  se  refroidit  quand 
on  le  dilate. 

Comme  les  corps  solides  se  dilatent,  en  général,  lorsque 
la  température  s'élève,  on  voit  que  la  compression  uniforme 
d'un  corps  solide  produira  aussi  une  élévation  de  température, 
et  la  décompression  un  refroidissement. 

Il  en  est  autrement  pour  les  corps  dont  la  dilatation  est 
anormale,  tels  que  l'eau  à  une  température  inférieure  à  4'  et 
l'iodure  d'argent  aux  températures  ordinaires.  La  compression 
de  ces  corps  produirait  un  abaissement  de  température. 

De  même  encore,  un  fil  métallique  tordu  doit  se  refroidir 
quand  on  le  tord  davantage  (si  l'on  admet  comme  certain  que 
le  coefficient  de  torsion  diminue  quand  la  température  aug* 
mente).  Un  fil  tordu  doit  au'ssi  s'échauffer,  indépendamment  du 
travail  extérieur  produit,  quand  on  le  laisse  se.  détordre. 

Dans  chaque  cas,  la  quantité  d'énergie  absorbée  ou  dégagée 
H  se  déduit  du  travail  extérieur  et  des  propriétés  du  corps. 
Sans  insister  davantage  sur  les  phénomènes  purement  calo- 
rifiques qu'on  pourrait  iiinsi  déduire  du  principe  de  Carnot, 
nous  examinerons  quelques  conséquences  de  l'équation  (6) 
relatives  aux  phénomènes  électriques  ou  magnétiques. 

6#8.  Tariationa  de  température  pendant  l'aimantation.  — 

Les  relations  que  nous  avons  indiquées  {^sz)  entre  les  varia- 
tions de  température  et  les  coefficients  d'aimantation  permet- 
tent de  prévoir  les  résultats  suivants  : 

^^  Si  l'on  opère  à  une  température  inférieure  au  rouge, 
mais  assez  élevée  pour  que  le  coefficient  d'aimantation  du  fer 
soit  décroissant,  un  morceau  de  fer  doux  doit  s'échauffer 
quand  on  l'approche  lentement  d'un  aimant  et  se  refroidir  si 
on  l'éloigné.  Nous  supposons  que  ces  mouvements  sont  lents, 
afin  d'éviter  l'influence  des  courants  d'induction. 
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L'inverse  aurait  lieu  aux  températures  ordinaires^  si  le 
coefficient  d'aimantation,  comme  il  semble  probable,  croit 
avec  la  température. 

2°  Le  cobalt  doit  se  comporter  comme  le  fer  :  se  refroidir 
quand  on  rapproche  d'un  aimant  à  la  température  ordinaire, 
et  s'échauiïer,  au  contraire,  si  Ton  opère  à  une  température 
supérieure  à  celle  du  maximum  d'aimantation. 

3*"  Pour  le  nickel,  il  n'y  a  pas  de  maximum  d^aimantation  : 
à  toute  température,  ce  métal  doit  s'échauffer  quand  on  l'ap- 
proche, et  se  refroidir  quand  on  l'éloigné  d'un  aimant. 

D'une  manière  plus  générale,  le  nickel  et  le  cobalt  aux  tem- 
pératures  ordinaires  doivent  se  refroidir  quand  le  mouvement 
exige  un  travail  extérieur  opposé  à  celui  des  forces  magné- 
tiques. Pour  le  nickel  à  une  température  quelconque,  et  pour 
les  deux  premiers  métaux  à  des  températures  supérieures  à 
celles  du  maximum  d'aimantation,  tout  déplacement  qui  exige 
un  travail  opposé  aux  actions  magnétiques  produit,  au  con- 
traire, un  échauffement  du  corps. 

4*  Dans  un  champ  magnétique,  un  cristal  se  refroidit  quand 
son  axe  de  plus  grande  induction  magnétique,  ou  de  plus 
petite  induction  diamagnétique,  passe  d'une  direction  paral- 
lèle à  une  direction  perpendiculaire  à  celle  du  champ. 

619.  ÉchaulTemeiit  électrique  de  la  toarmallne.  —  Lcs  phé- 
nomènes pyroclectriques  donnent  lieu  à  des  considérations 
analogues. 

La  pyroélectricité  des  cristaux  s'explique,  dans  les  idées  de 
Faraday  (lis),  en  admettant  que  le  cristal  est  dans  un  état  de 
polarisation  électrique  dont  l'effet  extérieur  est  équivalent  à 
celui  de  deux  couches,  de  masses  égales  et  de  signes  con- 
traires, distribuées  sur  la  surface.  Lorsque  le  cristal  est  à  une 
température  constante,  le  milieu  qui  l'entoure  ne  tarde  pas  à 
prendre,  soit  par  sa  conductibilité  propre,  soit  par  la  surface 
du  cristal  lui-même,  une  électrisation  superficielle  qui  fait 
équilibre  à  la  première  et  annule  son  action  sur  tout  point 
extérieur. 

Lo,rsqu'on  brise  le  cristal  normalement  à  l'axe  électrique, 
les  deux  fragments  se  montrent  dans  leur  ensemble  électrisés 
en  sens  contraires,  non  seulement  par  les  couches  nouvelles 
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que  produit  la  polarisation  sur  les  surfaces  de  la  fracture* 
mais  à  cause  aussi  de  réiecirisation  induite  sur  les  anciennes 
surfaces  et  dont  Téquilibre  est  rompu. 

Quand  la  température  change,  la  polarisation  électrique 
change  aussitôt,  mais  Téquilibre  produit  parVélectrisationdu 
milieu  ambiant  ne  s'établit  que  par  degrés,  plus  ou  moins 
lentement,  suivant  la  conductibilité  du  milieu  ou  de  la  sur- 
face du  cristal. 

Si  cette  explication  de  la  pyroélectricité  est  exacte,  il  en  ré- 
sulte qu'un  cristal  pyproélectrique  doit  s'échaulTer  ou  se 
refroidir  quand  on  le  déplace  dans  un  champ  électrique, 
comme  le  fer  aimanté  dans  un  champ  magnétique. 

La  tourmaline  s'échauiïe  si  on  la  déplace  de  façon  que  l'in- 
fluence du  champ  tende  à  augmenter  sa  polarisation  inté- 
rieure, et  se  refroidit  dans  le  cas  contraire. 

L'effet  produit  sur  la  tourmaline  ne  dépend  pas  de  l'élec- 
Irisation  de  la  surface,  et  Ton  arrive  ainsi  à  ce  résultat  remar- 
quable :  un  cristal  pyproélectrique  qui  parait  à  l'état  natu- 
rel, ses  propriétés  étant  neutralisées  par  l'électrisation  du 
milieu,  éprouve,  quand  on  le  déplace  dans  un  champ,  les 
mêmes  variations  de  température  que  si  ses  propriétés  élec- 
triques étaient  apparentes,  c'est-à-dire  que  s'il  venait  d'être 
porté  à  une  température  élevée,  puis  desséché  et  refroidi 
rapidement. 

eftO.  Principe   de   la  eonaerTAtloii  de  l'électricité.  —   Toutes 

les  fois  qu'un  système  de  corps,  soustrait  à  toute  communica- 
tion extérieure,  est  le  siège  d'un  phénomène  électrique  quel- 
conque (h),  la  quantité  totale  d'électricité  qu'il  possède  reste 
invariable.  Ce  principe  se  vérifie  dans  toutes  les  expériences, 
et  il  est  une  conséquence  des  vues  émises  par  Maxwell  sur  1» 
constitution  des  milieux  qui  servent  à  propager  les  forces  élec- 
triques. Sans  être  en  mesure  d'affirmer  que  la  quantité  totale 
d'électricité  qui  existe  dans  la  nature  est  rigoureusement  nulle, 
on  doit  admettre,  au  moins,  que  les  phénomènes  physiques 
actuels  n'y  apportent  aucun  changement,  et  qu'elle  reste 
constante,  au  même  titre  que  la  quantité  totale  d'énergie  ou 
de  matière.  En  d'autres  termes,  une  quantité  d'électricité  peut 
être  considérée  comme  indestructible  par  toute  autre  cause 
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que  par  une  quantité  égale  d'électricité  de  signe  contraire. 
M.  Lippmann  a  montré  que  ce  principe  conduit  à  des  consé- 
quences analogues  à  celles  du  théorème  de  Carnot:  quand  on 
l'associe  avec  le  principe  de  la  conservation  de  Ténergic, 
on  peut  en  déduire  l'eiplication  d'un  certain  nombre  de  phé- 
nomènes connus  et,  en  outre,  faire  prévoir  d'autres  phéno- 
mènes non  encore  observés. 

Supposons  qu'un  corps  A  parcoure  dans  un  système  un  cycle 
fermé,  c'est-à-dire  qu'après  avoir  subi  une  série  de  (ransfor- 
mationS;  il  revienne  à  son  état  primitif,  la  somme  des  quan- 
tités ^m  d'électricité  qu'il  a  reçues  le  long  du  cycle  est  nulle, 
de  sorte  que  l'on  a 


(7)  .       fdm 


Cette  condition  exige  que  le  gain  élémentaire  dm  soit  inté- 
grable,  c'est-à-dire  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des 
variables  indépendantes.  Si  le  phénomène  ne  dépend  que  de 
deux  variables  xelj,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  général,  on  peut 
écrire 

(8)  dm^Xdx^Ydjr, 

et  la  condition  d'intégrabilité  est 

L'équation  (9)  peut  être  considérée  comme  la  traduction  du 
principe  de  la  conservation  de  l'électricité;  nous  en  indique- 
rons, d'après  M.  Lippmann,  quelques  applications. 

eai.  Phénomènes  éiectrocapiUairefl.  —  M.  Lippmann  a  re- 
connu (270)  que  les  effets  capillaires  qui  se  manifestent  entre 
le  mercure  et  l'eau  acidulée  dépendent  de  la  différence  de  po- 
tentiel des  deux  liquides,  et  qu'inversement  la  différence  de 
potentiel  des  liquides  est  modifiée  quand  on  change,  par  des 
forces  extérieures,  la  grandeur  de  la  surface  de  contact.  Cette 
réciprocité  des  phénomènes  est  une  conséquence  du  principe 
précédent. 
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Appelons  S  la  surface  de  contact  d'une  masse  de  mercure 
avec  Teau  acidulée,  A  la  tension  superficielle  du  liquide  et  jc 
Texcès  du  potentiel  de  Veau  sur  celui  du  mercure.  Lorsque  la 
surface  pour  une  cause  quelconque  augmente  de  ^S,  le  travail 
de  la  tension  superficielle  est  —  ArfS. 

Supposons  maintenant  qu'une  quantité  d'électricité  dm^ 
fournie  par  une  source  étrangère,  arrive  à  la  surface  de  Veau  ; 
il  en  résultera  un  accroissement  dx  de  la  diflërence  de  po- 
tentiel, en  même  temps  qu'une  dilatation  ^S  de  la  surface.* 
Les  quantités  j:  et  S  sont  alors  les  variables  indépendantes  du 
phénomène.  Comme  la  masse  dm  est,  toutes  choses  égales, 
proportionnelle  à  la  surface,  on  peut  écrire 

I^e  facteur  X  représente  la  capacité  de  Tunité  de  surface,  à 
potentiel  constant,  et  Y  la  capacité  électrique  de  Tunité  de  sur- 
face, la  surface  restant  constante  et  le  potentiel  variable.  Le 
principe  de  la  conservation  de  l'électricité  donne  déjà  la  con- 
<Ii(ion 

^X 

D'autre  part,  le  travail  électrique  xdm^  introduit  dans  le 
système,  produit  un  accroissement  d'énergie  potentielle  delà 
surface  et  un  travail  extérieur  —  A(/S.  Si  on  répète  plusieurs 
fois  l'opération  en  sens  contraires,  de  manière  à  revenir  à 
l'état  initial,  et  qu'il  n'y  ait  ni  perte  ni  gain  de  chaleur,  la 
variation  d'énergie  du  système  sera  nulle,  ce  qui  donne 

/  {xdm-^ kd^)^Q^ 
c'est-à-dire,  en  remplaçante/m  par  sa  valeur, 

(  i  •.)  Ax  YSrfjr  +  (A  -h  x\)  rfS]  :^  o . 
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Comme  cette  expression  doit  être  nulle  pour  tout  circuit 
fermé,  on  a  aussi 

(.3)  :.Y=^i^±^^ 

On  déduit  des  deux  équations  (n)  et  (i3) 

Y_       ^^        V-         ^'A. 
A —  —  - — I      I — —  - — '\ 

^x  D.r' 

el,  par  suite, 

rfm  =  — S —^  ^o:  — ^  rfS:=:  —  rf  (  S  ^  ) . 
^x^  ^x  \    ^x) 

Les  capacités  X  et  Y  sont  donc  des  fonctions  de  la  tension 
superficielle.  Il  en  résulte  que,  si  cette  tension  est  une  fonction 
de  la  différence  de  potentiel,  comme  l'indique  Vexpérience, 
la  capacité  X  n^est  pas  nulle.  Si  on  déforme  la  surface  en 
maintenant  constante  la  différence  des  potentiels,  on  doit  donc^ 
d'après  l'équation  (  i  o),  produire  ou  absorber  de  l'électricité  ;  et^ 
si  on  opère  à  charge  constante,  on  modifie  la  différence  des 
potentiels.  Les  deux  ordres  de  phénomènes  sont  corrélatifs, 
ce  que  l'expérience  a  confirmé. 

652.  Condenaatcurfl  à  gaz.  —  M.  Boltzmaun  a  vérifié,  Con- 
formément à  la  théorie  de  Maxwell  (est),  que  la  capacité  d'un 
condensateur  dont  les  deux  armatures  sont  séparées  par  une 
couche  de  gaz,  varie  proportionnellement  à  la  pression.  Il  doit 
en  résulter,  comme  réciproque,  que  la  pression  d'une  masse 
déterminée  de  gaz,  située  entre  les  armatures  d'un  condensa- 
teur, est  une  fonction  de  la  différence  de  potentiel. 

Les  deux  variables  indépendantes,  dont  dépend  ici  le  phé- 
nomène, sont  la  différence  de  potentiel  x  et  la  pression  p  du 
gaz.  Quand  l'armature  positive  reçoit  une  quantité  dm  d'élec* 
tricité,  on  a 

(i4)  dm:=zCdx'{'hdp. 

Le  facteur  C  représente  la  capacité  du  condensateur  à  près, 
sion  constante,  h  un  coefficient  que  l'expérience  indique  être 
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positif;  puisque  la  capacité  augmente  avec  la  pression,  et  qui 
€st  déterminé  par  la  théorie  de  Maxwell.  Le  principe  de  la 
conservation  de  Téleclricité  donne 

Considérons  maintenant  un  cycle  fermé,  sans  variations  de 
température.  Le  travail  nécessaire  pour  augmenter  de  dm  la 
charge  de  l'armature  positive  est  égal  à  xdm  ;  d'autre  part, 
une  masse  de  gaz  en  contact  avec  le  condensateur  produit 
un  travail  extérieur /^^^t^  quand  son  volume  augmente  de  dv. 
Si  le  gaz  et  le  condensateur  reviennent  à  leur  état  primitif, 
la  variation  d'énergie  du  système  est  nulle,  et  Ton  a 


(i6)  /  {xdm  —  pdv)=:Oj 


ce  qui  exige  que  l'expression  comprise  entre  parenthèses  soit 
une  différentielle  exacte. 

Le  volume  ^  du  gaz  considéré  est  une  fonction  de  la  près- 
sion  p  ei,  peut-être  aussi,  de  la  différence  du  potentiel  x;  on 
posera  donc 

(17)  dsf=adX'i'bdpy 

et  la  suite  du  raisonnement  montrera  si  le  coefficient  a  diffère 
de  zéro.  Comme  cette  expression  est  aussi  une  différentielle 
exacte;  on  en  déduit 

En  substituant  dans  l'expression  (16)  les  valeurs  de  dv  et  de 
dm,  on  obtient 

/  [(Gr  —  ap)  dx  +  [hx  —  bp)  dp^  =  0. 

La  condition  d'intégrabilité  est  alors 

'6{C^^ap)_^{hx^bp) 

^'»^  ~Tp — - — 5Ï 
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En  tenant  compte  des  équations  (i5)  et  (i8),  celle  condition 
se  réduit  à 

a  =  — /«. 

Le  coefficient  a  est  donc  différent  de  zéro  et  négatif.  Il  en 
résulte,  d'après  Téquation  (17),  qu'à  pression  constante  le 
volume  d'une  masse  de  gaz  qui  entoure  un  condensateur 
doit  diminuer  proportionnellement  à  la  différence  de  poten- 
tiel des  armatures.  Ce  résultat  parait  avoir  été  vérifié  par 
M.  Quincke^  au  moins  pour  Tacide  carbonique. 

053.  Dilatation   électrique    du   Terre.   —  Une  bouteille  de 

Leyde  se  dilate  lorsqu'elle  est  électrisée  et  se  contracte  aussi- 
tôt qu'on  la  décharge.  Ce  phénomène,  entrevu  par  Voila,  a 
été  mis  en  évidence  par  M.  Govi,  el  M.  Duter  a  montré  que 
la  dilatation  du  verre  est  proportionnelle  au  carré  de  la  diffé- 
rence de  potentiel  des  armatures.  Considérons  le  phénomène 
sous  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  Righi,  c'est-à-dire  un  con- 
densateur formé  par  un  tube  de  verre  dont  les  deux  faces 
sont  couvertes  d'étain  ;  désignons  par  /  sa  longueur,  et  suppo- 
sons qu'en  même  temps  le  tube  soit  soumis  dans  le  sens  de  sa 
longueur  à  la  tension  exercée  par  un  poids  p. 

Comme  la  longueur  est  une  fonction  de  la  différence  de 
potentiel  x  et  du  poids  tenseur  y:^,  on  a 

(îio)  dl=iadx-{-bdp. 

Le  cofficient  aest  positifet  mesure  rallongement  électrique, 
et  b  est  le  coefficient  d'élasticité  du  tube. 

Si  l'on  admet  que  le  tube  n'éprouve  pas  de  déformation 
permanente,  il  en  résulte 

(^')  5^  =  5^- 

D'autre  part,  il  est  à  présumer  que  la  charge  du  condensa- 
teur est  aussi  une  fonction  du  poids  tenseur,  de  sorte  que  Ton 
peut  poser 

(22)  dm=:Cdx-hhdp, 
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C  étant  la  capacité  de  la  bouteille  et  h  un  coefficient  que  nous 
ne  savons  pas  à  priori  être  différent  de  zéro. 

Le  principe  de  la  conservation  de  réleclricité  donne 

La  variation  d'énergie  de  la  bouteille^  pour  un  accroisse- 
ment dm  de  la  charge  et  un  allongement  dl,  est 

xdm-hpdl^{Cx-+-  ap)  dx-\-[lix+bp)  dp. 

Comme  cette  expression  doit  être  une  différentielle  exacte, 
on  en  déduit 

,    „  ;)(CxH-r?/>)      7^{hx  +  bp) 

{24)  ^ ;: » 

^     '  T^p  ^x 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (ai)  et  (23), 

Il  en  résulte,  d'après  Téquation  (22),  qu'à  potentiel  constant, 
la  charge  électrique  augmente  avec  le  poids  tenseur,  et  qu'à 
charge  constante,  le  potentiel  diminue  quand  le  poids  tenseur 
augmente,  c'est-à-dire  quand  on  allonge  le  tube. 

L'expérience  indique  d'ailleurs  que  l'allongement  est  pro- 
portionnel au  carré  de  la  différence  de  potentiel,  et  qu'on  a, 
en  désignant  par  h  une  constante, 

M^kx'. 
11  en  résulte 

^x  ' 

ci,d'après  l'équation  (aS), 
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La  capacité  électrique  de  la  bouteille  croît  donc  propor- 
tionnelleuient  au  poids  tenseur. 

On  peut  remarquer  que  Tattraclion  électrique  des  deux 
armatures  d'un  condensateur  produirait  aussi  un  écrasement 
de  la  couche  intermédiaire. et  donnerait  des  effets  analogues, 
mais  il  ne  semble  pas  que  cette  cause  suffise  pour  expliquer 
les  phénomènes. 

eAâ.  CompreMion  de  la  tourmaline.  —  NouS   appliquerons 

enfin  la  même  analyse  à  un  phénomène  récemment  découvert 
par  MM.  P.  et  J.  Curie.  Quand  on  comprime  une  tourmaline 
suivant  Taxe,  le  cristal  prend  une  polarisation  électrique,  de 
même  sens  que  celle  qui  serait  produite  par  une  élévation  de 
température.  Cette  polarisation  est  proportionnelle  à  la  com- 
pression et  disparait  avec  elle.  D'autres  cristaux  hémiédriques, 
tels  que  le  quartz  et  la  topaze,  se  comportent  comme  la  tour- 
maline quand  on  les  comprime  suivant  un  axe  d'hémiédrie. 

Supposons  que  les  bases  d'un  prisme  de  tourmaline  soient 
couvertes  de  lames  métalliques  A  et  B,  dont  l'une  B  est  en 
communication  avec  le  sol,  et  dontl'autre  A  pourra  être  reliée 
avec  des  sources  à  potentiel  constant. 

On  peut  ainsi  faire  varier  la  pression  p  et  le  potentiel  x  de 
Tarmature  A  en  faisant  parcourir  au  système  un  cycle  fermé, 
et  prendre  ces  deux  quantités  comme  variables  indépendan- 
tes. La  quantité  dm  d'électricité  reçue  par  la  lame  A  a  pour 
expression 

dm=:CdjC'hhdp, 

Le  coefficient  C  est  la  capacité  de  l'armature  A,  à  pression 
constante,  et  h  est  un  coefficient  négatif  si  l'extrémité  A  du 
cristal  s'électrise  positivement  parla  compression.  Le  prin- 
cipe de  la  conservation  de  l'électricité  donne 

Appelant  /  la  longueur  du  cristal^  on  posera  aussi  l'équation 

(26)  dl=adx-{-bdpy 

Éieotr,  et  Magn.  I  —  46  . 
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dans  laquelle  h  est  le  coefficient  d'élasticité  du  cristal.  Si  l'on 
applique,  comme  plus  haut  pour  la  bouteille  de  M.  Righi,  le 
principe  de  la  conservation  de  l'énergie^  on  en  déduit 

a=— A. 

Comme  la  valeur  de  h  est  négative,  Téquation  (26)  montre 
qu'une  tourmaline  s'allonge,  quand  on  Télectrise  de  la  même 
manière  qu  elle  le  ferait  par  une  élévation  de  température, 
et  cet  allongement  est  proportionnel  au  potentiel.  Il  en  résulte 
un  changement  de  structure  et,  sans  doute  aussi,  une  altéra- 
tion de  propriétés  optiques,  analogue  à  celle  qui  a  été  obser- 
vée par  M.  Kerr  dans  les  corps  transparents. 

Puisque,  d'après  MM.  Curie^  Téleclrisation  est  proportion- 
nelle à  la  pression,  le  facteur  h  est  constant  ;  par  suite,  la 
capacité  d'un  condensateur  à  lame  de  tourmaline  est  indé- 
pendante de  la  compression  qu'on  fait  subir  au  cristal. 

•65.  CSénénOiMitioA  4e  la  loi  4e  I^eas.  —  Dans  tOUS  leS  cas 

qui  précèdent,  le  phénomène  réciproque,  dont  Texistence  est 
démontrée  par  le  principe  de  la  conservation  de  Télectncité, 
est  de  nature  à  s'opposer  à  la  production  du  phénomène  pri- 
mitif. On  retrouve  ainsi,  sous  une  forme  générale,  la  loi  de 
Lenz  (au)  relative  aux  phénomènes  d'induction. 

Ces  quelques  exemples  suffiront  à  montrer  comment  les 
principes  généraux  de  la  science  permettent  de  relier  entre  eux 
les  phénomènes  les  plus  variés,  et  même  de  déterminer  leurs 
rapports  numériques,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître 
la  nature  intime  des  forces  qui  entrent  enjeu. 
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